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МЕТОД РАСЧЕТА ХАРАКТЕРИСТИК РАССЕЯНИЯ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ОБЪЕКТОВ РЕЗОНАНСНЫХ РАЗМЕРОВ   

Рассматривается метод численного расчета характеристик вторичного излучения диэлектрических 
объектов резонансных размеров, в качестве которых могут рассматриваться отдельные элементы кон-
струкции антенных систем и летательных аппаратов, а также бескорпусные или пластиковые мины. 
Метод основан на решении системы неоднородных  интегральных уравнений 2-го рода. Ядрами уравнений 
являются электромагнитные поля электрического и магнитного диполей. Приведены основные расчетные 
соотношения, используемые в созданном алгоритме численного расчета. Демонстрируются результаты 
расчета эффективной поверхности рассеяния диэлектрического цилиндра на двух поляризациях. 
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Введение 

Интегральные уравнения (ИУ) широко исполь-
зуются при решении разнообразных задач рассеяния 
электромагнитных волн диэлектрическими объек-
тами, соизмеримыми с длиной зондирующей волны 
(резонансными объектами) [1-8]. При этом приме-
няются объемные [4] или поверхностные ИУ [1-3, 5-
8]. Использование поверхностных ИУ, имеющих 
меньшую размерность по сравнению с объемными, 
в случае трехмерных диэлектрических объектов яв-
ляется более предпочтительным. Наиболее часто 
применяются ИУ типа Мюллера – неоднородные 
ИУ Фредгольма 2-го рода [1, 3, 5-8]. Ядра данных 
уравнений (как и объемных) содержат особенность. 
Решение ИУ сопряжено с рядом вычислительных 
трудностей, которые подробно описаны в частности 
в работе [7]. К таким трудностям относится необхо-
димость выделения особенности при совпадении 
точек наблюдения и интегрирования, а также  вы-
числение поверхностного интеграла в окрестности 
указанной особенности. 

Целью настоящей статьи является разработка 
метода расчета характеристик рассеяния трехмер-
ных однородных диэлектрических объектов резо-
нансных размеров, основанного на решении систе-
мы ИУ типа Мюллера. Разработанный на его основе 
алгоритм позволяет получать характеристики рас-
сеяния таких объектов, как диэлектрические эле-
менты конструкции летательных аппаратов и антен-
ных систем, пластиковых (бескорпусных) мин, ус-
тановленных в почве или на ее поверхности [8] и 
других объектов резонансных размеров, которые 
можно считать однородными и изотропными. 

В статье в качестве примера демонстрируются 
результаты расчета эффективной поверхности рас-
сеяния (ЭПР) диэлектрического цилиндра в свобод-
ном пространстве.  

1. Основные расчетные соотношения 
Рассмотрим модель, представленную на рис. 1. 

В свободном  пространстве 1V  с относительной ди-
электрической проницаемостью 1 =1 находится 
объект 2V  с поверхностью S. Объект 2V  заполнен 
однородным изотропным диэлектрическим мате-
риалом с относительной диэлектрической прони-
цаемостью 2 2 2i      . Относительная магнитная 
проницаемость во всех рассматриваемых областях 
=1. Объект 2V  облучается ЭМП  0 0E ,  H

 
, поляри-

зация которого может быть задана единичным векто-
ром зондp , указывающим ориентацию вектора 0H


. 

Задача состоит в нахождении поля  E,  H
 

, рас-

сеянного диэлектрическим объектом 2V , в произ-
вольной точке свободного пространства 1V . 

 

 
Рис. 1. Диэлектрический объект  

в свободном пространстве 

Введем электромагнитные поля (ЭМП) вспомога-
тельных точечных источников (диполей): 

    e(m) e(m)0 0
0 01 1E Q Q ,p , H Q Q ,p

       – поле (в 

точке Q


) вспомогательного точечного электриче-
ского (магнитного) источника (расположенного в 
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точке 0Q


 и имеющего вектор-момент 0p ), при ус-
ловии, что диэлектрическая проницаемость объекта 

2  совпадает с проницаемостью 1  свободного по-
лупространства 1V ; 

    e(m) e(m)0 0
0 02 2E Q Q ,p , H Q Q ,p

       – поле 

вспомогательного точечного электрического (маг-
нитного) источника, при условии, что проницае-
мость 1  полупространства 1V  равна проницаемо-
сти объекта 2 . 

Применив лемму Лоренца [1, 5, 6] в областях 

1V  и 2V  к искомому ЭМП  E,  H
 

 и последователь-

но к полю точечного электрического и магнитного 
источников, введенных выше, получим систему ИУ 
для плотностей эквивалентных электрического и 
магнитного токов на поверхности объекта: 

    
        
     
        

   
   

0 m 0 0
2 0 3 1 3 1 0

e 0 m 1 e 0 e
1 0 1 Q

S

0 m 0 0
1 0 3 1 3 2 0

e 0 m 1 e 0 e
2 0 2 Q

S

0 e 0 0
2 0 1 0

m 0 m
1

2p J Q 2 p E Q
i

H p J Q D p J Q ds ,

2p J Q 2 p E Q
i

H p J Q D p J Q ds ,

1p J Q p H Q
i

H p J Q





        


      

         


      

     


    





   

     

   

     

   

       
   
        

m 0 e
1 Q

S

0 e 0 0
1 0 2 0

m 0 m m 0 e
2 2 Q

S

E p J Q ds ,

1p J Q p H Q
i

H p J Q E p J Q ds ,






















      


     








   

     

   (1) 

где 0Q ,  Q S
 

 – точки наблюдения и интегрирования 

соответственно, 0
1p , 0

2p  – взаимно ортогональные ор-

ты, касательные к S в точке 0Q


, образующие правую 

тройку с внешней к S нормалью 0n  в этой точке; 

   eJ Q n H Q 
  

,    mJ Q n E Q 
  

 – плотности 

эквивалентных электрического и магнитного тока со-
ответственно ( n


– нормаль в точке интегрирования); 

     e 0 et 0 et 0
3 3 0 1 1 0H p H Q Q ,p H Q Q ,p   

        ;  (2) 

     e 0 et 0 et 0
2 0 2 0D p D Q Q , p D Q Q ,p ,  
             (3) 

   e 0 e 0
 1(2) 0 0 1(2)  1(2) 0D Q Q , p E Q Q , p  

      ; 

     m 0 mt 0 mt 0
2 0 1 0H p H Q Q , p H Q Q ,p  
        ;   (4) 

     m 0 mt 0 mt 0
2 0 1 0E p E Q Q ,p E Q Q , p  
        .    (5) 

Символом "t" обозначены касательные к поверхно-
сти S  векторы. Компоненты ЭМП вспомогательных 

диполей в однородном пространстве V  (α=1, 2), 
которому соответствует  , могут быть представле-
ны следующим образом [1, 2]:  

    1e e
0 0

 
E Q Q , p 




   
    

 e 2 e
0 0p k G (Q ,  Q) p G (Q ,  Q)  

    
      ,      (6) 

   e e e
0 0

 
H Q Q , p i p G (Q ,  Q)


  

      ,         (7) 

   m m m
0 0

 
E Q Q , p i p G (Q ,  Q)


   

      ,      (8) 

 m m 1
0 0

 
H Q Q , p 


  

    

 m 2 m
0 0p k G (Q ,  Q) p G (Q ,  Q)  

    
      ,     (9) 

где           
 

0
exp ik R

G (Q ,  Q) G (R)
4 R


  



 
; 

0 0 0k 2          – волновое число в среде 

V  с  ; 0  – длина волны в свободном простран-
стве;  0 , 0   – абсолютные диэлектрическая и маг-
нитная проницаемости свободного пространства; 

0R R Q Q  
 

; 
e

e 0Ip p


 l , 
m

m 0Ip p


 l  – элек-

трический и магнитный вектор-моменты диполей 
соответственно; eI  - электрический ток, протекаю-
щий в электрическом диполе малой длины l , mI  - 
эквивалентный магнитный ток, обтекающий маг-

нитный диполь,  02 f   , 0f – частота зондирую-

щей волны. Считая размерные величины 
eI


l , 
mI


l  

постоянными, равными единице, вектор-моменты 
ep , mp  можно характеризовать единичным векто-

ром 0
  ( e 0p p

  , m 0p p
  ). 

Система (1) представляет собой систему неод-
нородных ИУ Фредгольма 2-го рода (типа Мюллера 
[3, 7]). Ядра уравнений имеют особенность при сов-
падении точек наблюдения и интегрирования 0Q


 и 

Q


. Однако, как показано в работах [5, 6], поверхно-

стные интегралы в (1) ограничены при 0Q


, находя-
щейся на поверхности S, и система (1) может быть 
решена численно.  

Для этого поверхность диэлектрического объ-
екта аппроксимируется участками трехосных эллип-
соидов и дискретизируется. В результате поверх-
ность S представляется в виде совокупности N элек-
трически малых элементарных участков ns  

( n 1, N ), на которых плотности токов считаются 

постоянными e
nJ


, m
nJ


 и могут быть вынесены за знак 
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интеграла. В результате 1-ое уравнение системы (1) 
представляется в виде: 

 0 0 0 0
0 m 0 0
2 n n 3 1 3 1 n n

2p J 2 p E
i

        


    

   0 0

n n

N
m e 0 1 e e 0
n 1 n Q 0 n 1 n Q

n 1 s s
J H p ds J D p ds



 
    
 
 

  
     , (10) 

где 0n 1, N , n 1, N  – индексы точки наблюдения 
и интегрирования соответственно. Аналогично (10) 
дискретизируются все уравнения системы (1). 

Для вычисления поверхностных интегралов по 
элементам sn применяется алгоритм, аналогичный 
применяющемуся для решения ИУ магнитного поля 
в случае идеально проводящего объекта [9]. Эле-
мент поверхности 

0ns , содержащий особую точку, 

представляется в виде совокупности N0 участков 
0

0

N

n g
g 1

s s


 . Участки gs , лежащие вне малой окре-

стности особой точки s0, для которых выполняется 
условие 1 0 g 0k     ( 0 g  – расстояние между 

центром n0s  (
0nQ


) и центром sg,; величина 0 =0,01 

определена по результатам вычислений для объек-
тов простой формы) составляют поверхность 

0ns , по 

которой интеграл вычисляется численным методом 
с помощью составной квадратурной пятиточечной 
формулы Гаусса [10]. Интеграл по малой окрестно-
сти особой точки s0, включающей участки sg, для 
которых 1 0 g 0k     приближенно считается равным 

нулю. Интегралы по элементам sn не содержат осо-
бенности и вычисляются также с помощью состав-
ной пятиточечной формулы Гаусса.  

Такой подход обеспечивает более точное ре-
шение системы ИУ (1) при меньшем числе узлов 
тока на поверхности по сравнению с алгоритмом, 
предложенным ранее в работах [5, 6], согласно ко-
торому вместо поверхностных интегралов, анало-
гичных входящим в (10), использовались значения 
разностей составляющих полей диполей (2)-(5), взя-
тые в центре каждого элемента ns . 

После того, как плотности эквивалентных то-
ков найдены, составляющие ЭМП, рассеянного ди-
электрическим объектом, при 0 1Q V \ S


 могут 

быть найдены следующим образом: 

    
        
    

        

пр 0
0 0

e пр m 1 e пр e
0 Q

S

пр 0
0 0

m пр m m пр e
Q

S

i p E Q E Q

H p J Q D p J Q ds ,

i p H Q H Q

H p J Q E p J Q ds .



    


      


    

     





  

     

  

     

(11) 

С помощью леммы Лоренца могут быть полу-
чены математические соотношения, аналогичные (1) 
и (11), для расчета ЭМП, рассеянного диэлектриче-
ским объектом, с учетом влияния границы раздела 
диэлектрических сред. В этом случае лемма Лорен-
ца применяется к искомому полю и ЭМП диполей, 
учитывающих наличие границы раздела этих сред 
[11, 12]. Выражения для составляющих полей таких 
вспомогательных диполей с учетом границы раздела 
громоздки и в настоящей статье не приводятся. Ал-
горитм вычисления составляющих полей диполей в 
присутствии границы раздела предложен в статье 
[13]. 

 На основе приведенных соотношений (1)-(11) 
создан алгоритм численного расчета. В следующем 
разделе демонстрируется пример применения разра-
ботанного алгоритма для оценки характеристик рас-
сеяния диэлектрического цилиндра. 

2. Пример расчета характеристик 
рассеяния диэлектрического объекта 

В качестве примера приведем результаты рас-
чета ЭПР σ диэлектрического цилиндра с проницае-
мостью 2 2,5 i0,1   , высотой h=2,76 0  и радиу-
сом основания r=0,216 0 . Поверхность цилиндра 
имеет, как гладкие участки, так и ребра, поэтому 
цилиндр весьма интересен при исследовании точно-
стных характеристик разработанного алгоритма. 
При расчетах плотности токов вычислялись в 1200 
точках поверхности. На рис. 2 изображены зависимо-
сти моностатической ЭПР цилиндра от угла облуче-
ния. Угол θ=0 соответствует облучению вдоль оси 
цилиндра, а θ=90 град. перпендикулярно ей. ЭПР 
рассчитана при Е-поляризации (вектор E


 лежит в 

плоскости, образованной осью цилиндра и вектором, 
указывающим направление облучения) и Н-поля-
ризации (вектор E


 перпендикулярен оси цилиндра). 

 
Рис. 2. Зависимость моностатической ЭПР  

цилиндра от угла облучения (серая сплошная линия –  
Е-поляризация, черная штриховая – Н-поляризация)  

 
Проведенные исследования показывают, что ре-

зультаты расчетов, полученные с помощью разработан-
ного алгоритма, хорошо совпадают с данными, полу-
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ченными другими методами, например с помощью 
программы FEKO [14]. Но при этом для достижения 
точности 1-3% созданный алгоритм требует меньшее 
количество узлов тока, позволяет сократить время вы-
числений, что особенно важно при вычислении харак-
теристик рассеяния объектов сложной формы.  

Выводы 
В статье приведены основные расчетные соот-

ношения для вычисления характеристик рассеяния 
диэлектрических объектов резонансных размеров. 
Метод позволяет рассчитывать характеристики рас-
сеяния указанных объектов, в том числе с учетом 
влияния границы раздела диэлектрических сред.  

Метод предназначен для исследования харак-
теристик вторичного излучения диэлектрических 
элементов конструкции антенных систем, летатель-
ных аппаратов, а также бескорпусных и пластико-
вых мин, установленных в почве или на ее поверх-
ности. Разработанный метод основан на решении 
системы поверхностных неоднородных ИУ 2-го ро-
да (типа Мюллера) и позволяет минимизировать 
необходимое число узлов, в которых ищутся плот-
ности эквивалентных электрического и магнитного 
токов по сравнению с известными методами, что 
приводит к уменьшению времени счета. 

В дальнейшем планируется использовать разра-
ботанный метод для расчета характеристик рассеяния 
комбинированных объектов, содержащих металличе-
ские и диэлектрические элементы конструкции.  
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МЕТОД РОЗРАХУНКУ ХАРАКТЕРИСТИК РОЗСІЮВАННЯ ДІЕЛЕКТРИЧНИХ ОБ'ЄКТІВ РЕЗОНАНСНИХ РОЗМІРІВ 
Г.С. Залевський 

Розглядається метод чисельного розрахунку характеристик вторинного випромінювання діелектричних об'єктів 
резонансних розмірів, у якості яких можуть розглядатися окремі елементи конструкції антенних систем і літальних 
апаратів, а також безкорпусні або пластикові міни. Метод заснований на розв'язанні системи неоднорідних  інтегра-
льних рівнянь 2-го роду. Ядрами рівнянь є електромагнітні поля електричного і магнітного диполів. Наведено основні 
розрахункові співвідношення, що використовуються у створеному алгоритмі чисельного розрахунку. Демонструються 
результати розрахунку ефективної поверхні розсіювання діелектричного циліндра на двох поляризаціях. 

Ключові слова: вторинне випромінювання, діелектричний об'єкт, ефективна поверхня розсіювання, інтегральне 
рівняння. 
 
METHOD FOR CALCULATION OF SCATTERING CHARACTERISTICS OF DIELECTRIC OBJECTS OF RESONANT SIZES 

G.S. Zalevsky 
Method for calculation secondary radiation characteristics of dielectric objects with resonant sizes is considered. Special 

elements of antenna system constructions and aircrafts, and also unpackaged or  plastic  mines can be considered as such ob-
jects.   Method is based on solving of the system of a  heterogeneous integral equations of  the 2nd kind. The kernels of equations 
are the electromagnetic fields of electric and magnetic dipoles. Basic formulae used in developed calculation algorithm are pre-
sented. Results of calculation of  radar cross section of dielectric cylinder are demonstrated for two polarizations. 

Keywords:  dielectric object, integral equation, radar cross section, secondary radiation. 


