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СИНТЕЗ ОГРАНИЧЕННОГО РОБАСТНОГО ГАРАНТИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ 
ЗАПАСАМИ С ПОМОЩЬЮ ПАРАМЕТРИЗОВАННОЙ ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА 

В статье предложен подход к решению задачи синтеза ограниченного робастного гарантирующего управ-
ления запасами для систем с параметрической структурной неопределенностью в условиях действия неизвест-
ного, но ограниченного внешнего спроса и наличия несимметричных структурных ограничений на значения со-
стояний и управлений. Подход основан на использовании метода инвариантных эллипсоидов и параметризован-
ной функции Ляпунова, что позволяет уменьшить консерватизм полученных результатов. Использование ма-
тематического аппарата линейных матричных неравенств позволяет сформулировать задачу синтеза управ-
ления в виде последовательности задач полуопределенного программирования, для решения которых использу-
ются специализированные пакеты на базе системы MATLAB. Рассмотрен численный пример. 
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Введение 
Задача управления запасами возникает в систе-

мах производства-хранения-распределения ресурсов, 
когда с целью удовлетворения потребительского спро-
са создаются запасы материальных ресурсов. Управ-
ление запасами заключается в определении моментов 
времени и размеров заказов на их восполнение. 

Анализ различных подходов к управлению запа-
сами можно найти в работе [1] и обширной библио-
графии к ней. Среди многообразия моделей управле-
ния запасами выделяют два основных типа: модель 
критических уровней и модель периодической провер-
ки. В первом случае предполагается непрерывный 
контроль за состоянием запасов и размещение заказов 
фиксированного размера при снижении текущих запа-
сов до некоторых критических уровней. Второй тип 
модели предполагает проверку уровня запасов через 
равные промежутки времени и размещение заказа, 
размер которого определяется в соответствии с вы-
бранной стратегией. В данной работе рассматривается 
модель периодической проверки. 

Выбор стратегии управления запасами опреде-
ляется характером внешнего спроса. На практике 
зачастую нет оснований для того, чтобы рассматри-
вать спрос в качестве случайных, либо гармониче-
ских, либо убывающих с течением времени внеш-
них возмущений – какая-либо дополнительная ин-
формация, кроме той, что внешний спрос является 
ограниченным, отсутствует. В таком случае задача 
управления запасами может быть сформулирована 
как задача подавления влияния неслучайных огра-
ниченных внешних возмущений, методы решения 
которой рассмотрены в работе [2]. Одним из подхо-
дов к данной проблематике в теории робастного 
управления является концепция инвариантных мно-
жеств [3]. Среди различных форм инвариантных 

множеств особо выделяются эллипсоиды вследствие 
их простой структуры и прямой связи с квадратич-
ными функциями Ляпунова. 

Однако синтез робастного регулятора на осно-
ве линейной квадратичной стабилизации приводит к 
консервативным результатам. Консерватизм прояв-
ляется в том, что с практической точки зрения полу-
чаемые границы робастности оказываются неоправ-
данно заниженными. Причина этого кроется в ми-
нимаксной природе такого подхода. 

Для преодоления указанного недостатка пред-
лагается использовать параметризованную функцию 
Ляпунова (ПФЛ) (англ.: parameter dependent 
Lyapunov function). Среди работ, в которых ПФЛ 
строится для дискретных систем, следует выделить 
статью V.C. Oliveira с соавт. [4]. 

Спецификой рассматриваемой задачи является 
наличие запаздываний по управлению, величины ко-
торых могут варьироваться в процессе функциониро-
вания системы. Другой особенностью задач управле-
ния запасами является необходимость учета структур-
ных ограничений на значения состояний и управлений. 
Одним из подходов к синтезу ограниченного стабили-
зирующего управления является использование техни-
ки линейных матричных неравенств (ЛМН) [5]. При 
этом, как правило, рассматривают ограничения, задан-
ные в какой-либо норме. Тогда как спецификой задач 
управления запасами является неотрицательность 
значений переменных, что приводит к необходимости 
учета несимметричных ограничений на значения 
управляющих воздействий и состояний.  

Целью работы является синтез робастной от-
носительно варьируемых значений запаздываний 
управляемых потоков стратегии управления запаса-
ми гарантированной стоимости, которая может ис-
пользоваться для определения в каждый момент 
времени объемов заказа ресурсов с учетом несим-
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метричных ограничений на их значения в виде 
функции от уровней запаса ресурсов в узлах систе-
мы, которые позволяют удерживать состояния в 
ограниченном компактном множестве при любых 
допустимых возмущениях. 

Постановка задачи. Рассмотрим динамиче-
скую сетевую модель, которая описывает широкий 
класс систем управления запасами (СУЗ) [6]. Узлы 
сети задают виды и размеры управляемых запасов, а 
дуги – управляемые и неуправляемые потоки в сети. 
Управляемые потоки описывают процессы перера-
ботки и перераспределения ресурсов между узлами 
сети и процессы поставок сырья извне. Неуправляе-
мые потоки описывают спрос на ресурсы, который 
формируется внешними потребителями. 

Для математического описания СУЗ использу-
ется дискретная модель в пространстве состояний, 
уравнения которой описывают изменение уровня 
запасов каждого вида ресурсов с течением времени. 
В качестве переменных состояний рассматриваются 
наличные уровни запаса ресурсов в узлах сети. 
Управляющими воздействиями являются размеры 
заказов на поставку ресурсов, формируемые узлами 
сети в текущем периоде. Размеры спроса на ресур-
сы, поступающие из внешней среды, целесообразно 
рассматривать в качестве внешних возмущений. 

Для описания запаздываний используется мо-
дель дискретной задержки, поскольку предполагает-
ся, что номинальные значения длительности транс-
портировки и переработки ресурсов известны и 
кратны некоторому периоду дискретизации. Также 
предполагается, что структура сети известна, а со-
стояния доступны непосредственному измерению. 
Тогда математическая модель СУЗ задается разно-
стным уравнением с запаздыванием: 

 tt 0x(k 1) x(k) B u(k t) Ed(k),
      (1) 

где k 0,1,...  – номер дискретного интервала; 
nx(k) R  – вектор состояний; mu(k) R  – вектор 

управляющих воздействий; qd(k) R  – вектор 
внешних возмущений;   – максимальное значение 
запаздывания управляемых потоков в сети;  

n m
tB R , t 0, ,   n qE R   – матрицы влияния 

управлений и возмущений, соответственно, методи-
ка построения которых изложена в работе [7]. 

В процессе функционирования СУЗ должны 
выполняться структурные ограничения: 

 
 
 

n max

m max

x(k) X x R : 0 x x ;

u(k) U u R : 0 u u ,

    

    
 (2) 

где векторы maxx  и maxu , определяющие макси-
мальные вместимости хранилищ и размеры заказов, 
считаются заданными. 

Будем предполагать, что внешние возмущения 
удовлетворяют ограничениям: 

 q min maxd(k) D d R : 0 d d d ,       

где векторы mind  и maxd  определяют граничные 
значения спроса и предполагаются известными.  

Выполним преобразование модели (1) к стан-
дартному виду без запаздывания на основе расши-
рения вектора состояний [8] путем включения в него 
векторов, определяющих размеры ранее заказанных 
ресурсов, находящихся в процессе транспортировки 
и переработки. Вектор состояний расширенной мо-
дели сети будет равен 

TT T T T(k) x (k), u (k 1), u (k 2), ..., u (k )       , 

а уравнения расширенной модели примут вид: 

 
(k 1) A (k) Bu(k) Gd(k);

x(k) C (k),
     

 
 (3) 

где матрицы N NA R  , N mB R  , N qG R  , 
n NC R  , N n m    имеют соответствующую 

блочную структуру [7]. 
Рассмотрим построение матрицы динамики A  

расширенной модели в том случае, когда величины 
запаздывания управляемых потоков i , i 1,n   от-
личаются от своих номинальных значений. В этом 
случае матрица становится нестационарной и в каж-
дый момент времени k 0  может принимать какое-
либо значение из множества 

  L (i)
0 ii 1A A( ) : A A (k)A , ,       (4) 

где rL 2 , r  – количество узлов сети, интервалы 
запаздывания которых могут варьироваться в про-
цессе работы; i (k), i 1, L   – набор параметров, 
которые описывают структурную неопределенность 
модели и удовлетворяют следующим требованиям: 

  LL
i ii 1R : (k) 0, (k) 1       . (5) 

Таким образом, модель сети в условиях неоп-
ределенности значений запаздывания управляемых 
потоков может рассматриваться как выпуклый мно-
гогранник, который задается списком вершин: 

      (1) (2) (L)A , B, G, C , A , B, G, C , ..., A , B, G, C . 

В результате расширенная модель сети может 
быть представлена в виде модели с параметрической 
структурной неопределенностью следующего вида  

  (1) (L)

(k 1) A( ) (k) Bu(k) Gd(k);

x(k) C (k), A( ) Co A , ..., A ,

      

    
 (6) 

где  Co   – выпуклая оболочка; (i)A , i 1,L  – i-я 
вершина выпуклого множества  . 

Для системы (6) с параметрической неопреде-
ленностью (5) рассматривается задача синтеза стра-
тегии управления запасами, которая для любого 
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допустимого спроса d(k) D  k 0   обеспечивает:  
1) полное и своевременное удовлетворение 

спроса;  
2) робастную устойчивость замкнутой систе-

мы при ограничениях (2);  
3) гарантированную стоимость управления, 

которая означает, что значение критерия качества 
не превысит некоторого граничного значения. 

Изложение основного материала 
Выполним аппроксимацию множества D  зна-

чений внешнего спроса эллипсоидом наименьшего 
объема, который задается уравнением 

    T* q * 1 *
d dE(d , Q ) d R : d(k) d Q d(k) d 1     .  (7) 

Матрица q q
dQ R   и вектор координат центра 

* qd R  определяются в результате решения задачи 
полуопределенного программирования аналогично 
тому, как это сделано в работе [9]. 

Если изменяющийся с течением времени век-
тор параметров (k)  может быть измерен или оце-
нен в реальном времени, то возможно строить закон 
управления в виде линейной динамической обрат-
ной связи по сигналу невязки между наличным и 
страховым уровнями запаса ресурсов 

  L*
i ii 1u(k) K(k, ) (k) , K(k, ) (k)K (k)       , (8) 

где m N
iK (k) R   – нестационарная матрица коэф-

фициентов обратной связи, которая соответствует 
варианту реализации матрицы динамики (i)A ; 

T* *T *T

1

[x , ..., x ]


   – составной вектор, у которого 

компоненты вектора *x  определяют размеры стра-
ховых запасов ресурсов в узлах сети и вычисляются 
на основании верхних граничных значений внешне-
го спроса с учетом запаздываний и продуктивной 
модели Леонтьева:  

    
max

1 i i*
in

d , i 1,q,
x I П d, d

0, i q 1, n,
     

 
 (9) 

где n nП R   – продуктивная матрица, значение 
элемента ijП  которой равно количеству единиц 

ресурса i , необходимому для производства едини-
цы ресурса j . 

Тогда расширенную модель замкнутой СУЗ для 
управления (8) можно представить в виде: 

 

 * * *
f

f

(k 1) A (k) (k) A( ) Gd(k) ;

x(k) C (k);
A (k) A( ) BK(k, ), A( ) .

         

 
     

 (10) 

Запишем квадратичный критерий качества в 
случае бесконечного временного горизонта: 

   T* * T
u

k 0

J(k)

(k) W (k) u (k)W u(k) ,







       
 


 (11) 

где N N m m
uW R , W R 

    – положительно опреде-
ленные диагональные весовые матрицы. Первое 
слагаемое в выражении (10) определяет размеры 
штрафов за отклонение текущих уровней запаса 
ресурсов от страховых, второе – стоимость произ-
водства и транспортировки ресурсов. 

Задача синтеза управления эквивалентна реше-
нию минимаксной задачи: 

 
*

du(k) U d(k) E(d ,Q ),A( )
u(k) arg min ( max J(k))

   
 . (12) 

Определим модифицированную параметризо-
ванную функцию Ляпунова (ПФЛ), построенную на 
решениях системы (10): 

 
 

   

*

T* *

V (k) ,

(k) P(k, ) (k) ,

    

      
 (13) 

где T N NP(k, ) P (k, ) R     , P(k, ) 0   – аффинная 
функция от вектора параметров  , которая опреде-
ляется следующим образом [4]: 

 L
i i ii 1P(k, ) (k)P (k), P (k) 0    . (14) 

Динамическая система (10) с параметрической 
неопределенностью (5) является робастно устойчи-
вой, если  

 *V (k) , 0      

и         
 

   

*

* *

V (k) ,

V (k 1) , V (k) , 0

     

           
    

  при  *(k) 0    . 

Потребуем, чтобы значение ПФЛ (13) с течени-
ем времени убывало с некоторой гарантированной 
скоростью, определяемой текущим значением кри-
терия качества (11): 

 
   

   

* *

T* * T
u

V (k 1) , V (k) ,

(k) W (k) u (k)W u(k) .

        

        
 

(15) 

Если неравенство (15) выполняется, то можно 
показать, что ПФЛ (13) k 0   определяет верхнее 
граничное значение критерия (11): 

 *
d

*

d(k) E(d ,P ),A( )
max J(k) V (k) ,

  
    . 

Тогда задача (12) эквивалентна задаче миними-
зации ПФЛ 

 *

u(k) U
u(k) arg min V (k) ,


      

для решения которой применим метод инвариант-
ных эллипсоидов [2].  
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Эллипсоид, описываемый уравнением 

    
*

TN * 1 *

E( ,Q(k, ))

R : (k) Q (k, ) (k) 1

  

       
  (16) 

называется инвариантным по состоянию для систе-
мы (10), если из условия *(0) E( ,Q(0, ))     следу-

ет, что *(k) E( ,Q(k, ))     для k 0  . Другими 
словами, любая траектория системы, начавшись в 
инвариантном эллипсоиде, остается в нем для любо-
го момента времени k 0 .  

Эллипсоид (16) может рассматриваться в каче-
стве аппроксимации множества достижимости 
замкнутой системы (10), то есть позволяет характе-
ризовать влияние внешних возмущений и неопреде-
ленности значений параметров на траекторию замк-
нутой системы.  

Тогда минимизация в некотором смысле инва-
риантного эллипсоида (16) соответствует робастно-
му управлению системой (10).  

Сравнение выражений (13) и (16) позволяет 
сделать вывод, что если выполняется тождество 

 1P(k, ) Q (k, )   , (17) 
то эллипсоид (16) представляет собой множество, 
находящееся внутри поверхности уровня ПФЛ (13). 

Тогда задача робастной стабилизации заключа-
ется в вычислении в каждый момент k 0  матриц 

iK (k), i 1, L  таких, чтобы регулятор (8) обеспечи-
вал минимизацию по некоторому критерию эллип-
соида (16) при ограничениях (2). Выберем в качест-
ве критерия сумму квадратов полуосей эллипсоида, 
то есть след матрицы Q(k, ) . 

Результат решения задачи синтеза ограничен-
ного робастного гарантирующего управления запа-
сами на основе ПФЛ может быть представлен в виде 
следующей теоремы. 

Теорема. Рассмотрим систему (10) с парамет-
рической неопределенностью (5) и ограничениями 

(2), и пусть матрицы  iQ (k), i 1, L , Y(k)  получены 
в результате решения задачи  

  L
ii 1 trace Q (k) min   (18) 

при ограничениях на матричные переменные  
T N N

i iQ (k) Q (k) R , i 1, L   , m NY(k) R  ,  
(iii) N NZ R 

  , N 4N 2q m   ; (iij) ( jii)TZ Z , 
(iji)Z , i 1,L, j i, j 1,L   ; (ijp) (pji)TZ Z ,  
(ipj) ( jpi)T ( jip) (pij)TZ Z , Z Z ,   i 1, L 2  ,  

j 1, L 1, p 1,L    и скалярный параметр k   

 

(1i1) (1i2) (1iL)

(2i1) (2i2) (2iL)

(Li1) (Li2) (LiL)

Z Z Z

Z Z Z 0, i 1, L,

Z Z Z

 
 
    
 
  




   



 (19) 

 ik 0, Q (k) 0, i 1, L     , (20) 

 x i
T

i i

Q CQ (k)
0, i 1, L

Q (k)C Q (k)

 
  

 
,  (21) 

  * T
m

T
i

e (k) Y (k) Y(k)
0, i 1,L

Y (k) Q (k)

      
 
 

, (22) 

  max * T

T
i

u (k) Y (k) Y(k)
0, i 1,L

Y (k) Q (k)

      
 
 

, (23) 

где n n
xQ R   – матрица эллипсоида наименьшего 

объема, который аппроксимирует множество X ; 
m n0   – нулевая матрица соответствующей размер-

ности; 0   – малая положительная константа; 
T m 1

me [1,1,...,1] R    – вектор-столбец из единиц; 
«+» – псевдообращение Мура-Пенроуза; 

 

 

 
 

1
2

1
2

T(i) T
i N N N q i N q i ξ u

T(i)
N N N N N q N N q N N N m

T
q N q N q q q q q N q m

(ijp)
(p) (p)

i N j N N N md

T
q N q N q q q q N q md

ξ i N N N q

Q (k) 0 0 A Q (k) BY(k) 0 Q (k)W Y (k)W

0 0 0 A I 0 0 0

0 0 0 G 0 0 0
Z

A Q (k) BY(k) A I G Q (k) GQ 0 0

0 0 0 Q G (k)I 0 0

W Q (k) 0 0

  

     

     

 

    

 






 



N N N q ξ N m

u m N m q m N m q m N u

0 0 W 0

W Y(k) 0 0 0 0 0 W
  

    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

. (24) 

 

Если задача минимизации линейной функции 
(18) при ограничениях (19)-(23), которая является 
задачей полуопределенного программирования, 
имеет решение, то:  

1) для любого начального состояния 
maxx(0) x , m 1u(k) 0 k 0    и θ  , а также 

внешнего возмущения *
dd(k) E(d ,Q )  система (10) 

является робастно устойчивой при ограничениях (2);  
2) среди всех линейных управлений вида (8) 

регулятор с матрицей  

   1
i iK (k) Y(k)Q (k), i 1,L


   (25) 
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доставляет минимум по критерию следа матрицы 
инвариантному эллипсоиду (16) для замкнутой сис-
темы (10) в момент времени k . 

Из-за громоздкости доказательства Теоремы 
приведем лишь его набросок. Вычислим первую по 
k  разность ПФЛ (13) в силу системы (10): 

 
 

 
   

   

*

T*

*

T* *

T* * T
u

V (k) ,

A( ) (k) Bu(k) Gd(k)

P(k, ) A( ) (k) Bu(k) Gd(k)

(k) P(k, ) (k)

(k) W (k) u (k)W u(k) .

    

      

       

      

       
 

    (26) 

С учетом закона управления (7), а также выра-
жений (4), (14) получим 

   

    
     

    

   

L L L
(i)* *

i j p f
i 1 j 1 p 1

T(i) * * *
N j

(p) * (p) * *
Nf

T* * *
i

T* * T
u

V (k) , A (k)

A - I G d(k) d Gd P (k)

A (k) A - I G d(k) d

Gd (k) P (k) (k)

(k) W (k) u (k)W u(k) .

  



           

     

        

       
        
 

  

 

Введем следующие обозначения 

     
TT T 2 N q* *T *T *s(k) (k) , , d , d(k) d R ,        

 

11 12(ijp)T
i i 0 T

12 22

M M
f (s) s M s, i 0,1, M

M M

 
    

 
, 

 1
1 N N N N q q dM block diag 0 ,0 ,0 ,Q

   , 

где  

 

 
     

 

(i) (p)T T
j i i u if f

T (p)(i)
11 N j f

(p)T
j f

(i) (i)T (p) T
j N jf f

T T(i) (p) (i)
N j N N j

T (p) T
j N j

A P (k)A P (k) W K (k)W K (k)

M A I P (k)A (k)

G P (k)A (k)

A (k)P (k) A I A (k)P (k)G

A I P (k) A I A I P (k)G ,

G P (k) A I G P (k)G

   

 







   




 

 
T
12

(p)T T (i) T
j j N jf

M

G P (k)A (k) G P (k) A I G P (k)G ,



   
T

22 jM G P (k)G . 

С учетом введенных обозначений имеем 

 
L

(iii)* 3 T
i 0

i 1
V (k) , s (k)M s(k)


         

L L
(iji) (iij) ( jii)2 T

i j 0 0 0
i 1 j i, j 1

L 2 L 1 L
T

i j p
i 1 j i 1 p j 1

(ijp) (ipj) ( jip) ( jpi) (pij) (pji)
0 0 0 0 0 0

s (k) M M M s(k)

s (k) s(k)

M M M M M M .

  

 

    

        

     

       

 

    

Тогда неравенство (26), гарантирующее убыва-
ние с течением времени значения ПФЛ (13) и нера-
венство (7), описывающее эллипсоид, который ап-
проксимирует множество значений внешнего спро-
са, можно переписать в виде  

0 1f (s) 0 s, 1 i j p L : f (s) 1.        

Согласно неущербности S-процедуры при од-
ном ограничении [10] последнее выражение эквива-
лентно матричному неравенству (ijp)

10M (k)M   для 
некоторого (k) 0   и 1 i j p L     или  

 
11 12(ijp)

10 T 1
12 22 d

M M
M (k)M 0,

M M (k)Q
1 i j p L.



 
    

   
   

 (27) 

Введем матричные переменные 

 1
i i i iQ (k) P (k), Y(k) K (k)Q (k), i 1, L    (28) 

С помощью леммы Шура [10], а также тожде-
ства Шермана-Моррисона-Вудбери [11] и с учетом 
(24), (28) матричные неравенства (27) примут вид 

(ijp)Z 0, 1 i j p L.      

Тогда для системы (10) с параметрической не-
определенностью (5) неравенство (26), гарантирую-
щее убывание с течением времени значения ПФЛ 
(13), будет выполняться   и любого внешнего 
воздействия *

dd(k) E(d ,Q ) , если выполняется 
неравенство 

 
L

* 3 (iii)
i

i 1
L L L 2 L 1 L

2 ( jii) (iji) (iij)
i j i j p

i 1 j i, j 1 i 1 j i 1p j 1

(ijp) (ipj) ( jip) ( jpi) (pij) (pji)

V (k) , Z

Z Z Z

Z Z Z Z Z Z 0,


 

       

       

           

       



      

которое эквивалентно совокупности ЛМН (19). 
Рассмотрим первое из ограничений (2) на зна-

чения состояний исходной модели (1), которые сов-
падают с выходами расширенной модели (10). Вве-
дем в рассмотрение эллипсоид, аппроксимирующий 
множество выходов системы (10): 

      
* T

T 1n * T *

E(x , CQ(k, )C )

x R : x(k) x CQ(k, )C x(k) x 1 .


 

    
  (29) 

Для того, чтобы выполнялось первое из нера-
венств (2) необходимо, чтобы объем эллипсоида 
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(29) не превосходил объема эллипсоида, аппрокси-
мирующего множество X , что, с учетом выражений 
(14), (17), эквивалентно выполнению неравенств 

 T
i xCQ (k)C Q , i 1,L  . (30) 

С использованием леммы Шура неравенства 
(30) могут быть представлены в виде ЛМН (21). 

Рассмотрим второе из ограничений (2), которое 
с учетом закона управления (8) и тождеств (25) 
представим в виде двух неравенств 

 
 

 

1 *
i

1 * max
i

0 Y(k)Q (k) (k) , i 1, L,

Y(k)Q (k) (k) u , i 1,L.





    

    
 (31) 

Поскольку рассматривается линейное управле-
ние, первое из неравенств (31) эквивалентно  

  1 *
m ie Y(k)Q (k) (k) , i 1,L     . (32) 

Умножим справа левую и правую часть неравенства 
(32) и второго из неравенств (31) сначала на 

 *ξ(k) ξ


 , а затем на TY (k) : 

 

 

 

* T
m

1 T
i

1 T
i

max * T

e (k) Y (k)

Y(k)Q (k)Y (k), i 1,L,

Y(k)Q (k)Y (k)

u (k) Y (k), i 1, L.









    

 



    

  (33) 

С помощью леммы Шура неравенства (34) мо-
гут быть представлены в виде ЛМН (22), (23). В 
результате приходим к задаче минимизации линей-
ной функции (18) при ограничениях (19) – (23).  

В завершение доказательства отметим, что в 
силу iP (k) 0, i 1,L  матрица iK (k)  восстанавли-
вается из (28) единственным образом (25). 

Таким образом, совокупность ЛМН (19), (20) 
гарантирует стабилизацию замкнутой системы (10) 
при *

dd(k) E(d ,Q )   и A( )   . ЛМН 
(21),(22),(23) обеспечивают выполнение заданных 
ограничений (2). Отметим, что именно наличие 
ЛМН (22),(23) приводит к необходимости использо-
вания динамической обратной связи, поскольку 
матрицы неравенств зависят от текущего значения 
вектора состояний (k) .  

Численный пример 

В качестве примера рассмотрим систему про-
изводства-хранения-распределения, которая изуча-
лась в работе [8]. Модель сети описывается графом  

         G 1, 2,3 , 2,1 , 2,3 , 3,1 . 

Заданы значения времени выполнения заказа в 
узлах сети: 1 2T T 2  , 3T 1 ; и времени транспор-
тировки ресурсов между узлами сети:  

2,1 3,1 2,3T T T 1   . 

Представим управляемые потоки 1u  и 3u , опи-
сывающие сборочные процессы, в виде гипердуг, а 
также добавим поток 2u , который описывает поставки 
сырья извне (см. рис. 1). Дуги 1d  и 2d , изображенные 
пунктирными линиями, представляют внешний спрос. 
Значение времени транспортировки и количество 
единиц продукции ijП , которое требуется в соответст-

вии с технологическим процессом, указаны для каждо-
го управляемого потока в круглых и квадратных скоб-
ках, соответственно. Возле каждого узла в круглых 
скобках указаны значения времени выполнения заказа 

iT . Специфика рассматриваемой системы в том, что 
на узел 1 действует только внешний спрос; на узел 2 
действует как внешний, так и внутренний спрос со 
стороны узлов 1 и 3; на узел 3 – только внутренний 
спрос со стороны узла 1. 

 
 

 

)2(  

  

 1 

 

1u  

2]1)[0( u  

3u  

2d    

 2 

 

1d  

  

 3 

 

)1(  

)2(  ]1)[1(  ]2)[1(  

]2)[1(  

]1)[0(  

 
Рис. 1. Графическое представление  

модели сети 

По формуле  i j,i imax T T , i, j 1,3, j i      

определим величины запаздывания управляемых 
потоков для всех узлов сети, в результате получим 
Λ 3 . Тогда размерность расширенной модели сети 
равна N 12 . 

Заданы максимальные вместительности храни-
лищ узлов сети и объемы транспортировок 

 Tmaxx 120, 672, 240 ,  Tmaxu 25, 130, 55 , а так-
же граничные значения внешнего спроса 

 Tmind 7, 6 ,  Tmaxd 20,18 . 
Пусть время транспортировки ресурсов между 

узлами 2 и 3 в процессе функционирования сети 
может увеличиваться на один период, т.е. 

 2,3T 1, 2 . Тогда величина запаздывания управ-
ляемых потоков узла 3 принимает значение из мно-
жества  3 2, 3  . В результате получим 

 (1) (2)A( ) Co A , A   , где  

(1) (1)
3 1 2 3

(1) 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

I B B B
0 0 0 0A ,
0 I 0 0
0 0 I 0
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(2) (2)
3 1 2 3

(2) 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3

I B B B
0 0 0 0A ,
0 I 0 0
0 0 I 0

   

  

  

 
 
   
 
  

 

(1)
2

0 0 0
B 0 1 0 ,

0 0 1

 
 

  
 
 

 (2)
2

0 0 0
B 0 1 0 ,

0 0 0

 
 

  
 
 

 

(1)
3

1 0 0
B 0 0 0 ,

0 0 0

 
 

  
 
 

 (2)
3

1 0 0
B 0 0 0

0 0 1

 
 

  
 
 

 

(варьируемые элементы матриц подчеркнуты). 
В соответствии с (8) уровни страховых запасов 

равны  T*x 60, 336, 120 .  

В качестве начального состояния выбраны зна-
чения страховых запасов *x(0) x , а значения диа-
гональных весовых матриц равны  

ξ ii
W 11.2, i 1,12     ,  u jjW 3.2, j 1,3  . 

Моделирование осуществлялось в течение 15 
периодов. В 4, 9 и 14 периодах значение матрицы 
динамики выбиралось равным (2)A , в остальных 
периодах – (1)A . Результаты моделирования полу-
чены с помощью свободно распространяемого паке-
та CVX [12] путем численного решения последова-
тельности задач (18) при ограничениях (19) – (23) 
при скачкообразно изменяющемся внешнем спросе. 
Результаты представлены на рис. 2 – 4, где а – зна-
чения наличного и страхового уровней запаса; б – 
значения внешнего спроса и объемов заказа.  
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Рис. 2. Графики переходных процессов для узла 1 
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Рис. 3. Графики переходных процессов для узла 2 
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Рис. 4. Графики переходных процессов для узла 3 
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Очевидно, что вначале имеет место переход-
ный процесс, обусловленный тем, что каналы 
транспортировки ресурсов не были загружены. В 
процессе моделирования фазовая траектория замк-
нутой системы не выходит за пределы инвариант-
ных эллипсоидов, размеры которых зависят от вы-
бранных значений весовых матриц W  и uW .  

Результаты моделирования показали, что полу-
ченная стратегия управления запасами обеспечивает 
полное и своевременное удовлетворение неизвест-
ного, но ограниченного внешнего спроса, а также 
робастную устойчивость замкнутой системы при 
заданных ограничениях на состояния и управления. 

Выводы 
В статье предложен подход к решению задачи 

синтеза ограниченного робастного гарантирующего 
управления запасами для систем с параметрической 
структурной неопределенностью в условиях действия 
неизвестного, но ограниченного внешнего спроса и 
наличия несимметричных ограничений на значения 
состояний и управлений. Подход основан на использо-
вании метода инвариантных эллипсоидов и парамет-
ризованной функции Ляпунова, что позволяет умень-
шить консерватизм полученных результатов. Исполь-
зование математического аппарата ЛМН позволяет 
сформулировать задачу синтеза как последователь-
ность задач полуопределенного программирования, 
для решения которых используются специализирован-
ные пакеты на базе системы MATLAB. 
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СИНТЕЗ ОБМЕЖЕНОГО РОБАСТНОГО ГАРАНТУЮЧОГО КЕРУВАННЯ ЗАПАСАМИ  
ЗА ДОПОМОГОЮ ПАРАМЕТРИЗОВАНОЇ ФУНКЦІЇ ЛЯПУНОВА 

Ю.І. Дорофєєв 
У статті запропонований підхід до вирішення задачі синтезу обмеженого робастного гарантуючого керування 

запасами для систем з параметричною структурною невизначеністю в умовах дії невідомого, але обмеженого зовніш-
нього попиту та наявності несиметричних обмежень на значення станів та керуючих дій. Підхід заснований на вико-
ристанні методу інваріантних еліпсоїдів і параметризованої функції Ляпунова, що дозволяє зменшити консерватизм 
отриманих результатів. Використання математичного апарату лінійних матричних нерівностей дозволяє сформулю-
вати задачу синтезу управління у вигляді послідовності задач напіввизначеного програмування, для вирішення яких 
використовуються спеціалізовані пакети на базі системи MATLAB. Розглянуто чисельний приклад. 

Ключові слова: керування запасами, робастне керування, гарантуюче керування, метод інваріантних еліпсоїдів, 
параметризована функція Ляпунова, лінійна матрична нерівність, задача напіввизначеного програмування. 

 
PARAMETER-DEPENDENT LYAPUNOV FUNCTIONS FOR CONSTRAINED ROBUST  

GUARANTEED INVENTORY CONTROL SYNTHESIS 
Yu.I. Dorofieiev 

An approach to solution of constrained robust guaranteed inventory control synthesis problem for systems with parametric 
structural uncertainty under “unknown but bounded” external demand and the availability of non-symmetric structural con-
straints on the values of states and controls is proposed. The approach is based on the Invariant Ellipsoids Method and Parame-
ter-Dependent Lyapunov Function, use of which allows to reduce the conservatism of the results. Using the Linear Matrix Ine-
qualities is allowed to formulate the synthesis problem as a sequence of semidefinite programming, for solution which is used 
specialized packages based on the MATLAB system. A numerical example is considered.  

Keywords: inventory control, robust control, guaranteed control, invariant ellipsoids method, parameter-dependent 
Lyapunov function, linear matrix inequality, semidefinite programming. 


