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В статье рассматривается метод оценки периода периодической составляющей любой формы слу-
чайного процесса при произвольной длине реализации измеряемого параметра. 
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Вступление 

Общая постановка проблемы и анализ лите-
ратуры. Большинство реальных процессов в более 
или менее явной форме имеют периодические со-
ставляющие. Пусть, исходя из некоторых соображе-
ний относительно рассматриваемого процесса, до-
пускается, что функция  содержит периодиче-Y(t)

ские функции времени  (например, в виде iX (t)

суммы) и случайную составляющую : (t)

n

i
i 1

Y(t) X (t) (t)


   . 

Периодическая функция  полностью оп-X(t)

ределяется частотой  (или периодом  p ) и значе-

ниями коэффициентов ряда Фурье [1–3]: 

 k k
k 1

X(t) A cos k t B sin k t




    . 

Скрытая периодичность  будет обнаруже-X(t)

на, если определены параметры  ,  и  [1–4]. kA kB

Для выделения периодических составляющих 
можно использовать и различные преобразования 
исходных функций , которые усиливают роль Y(t)

периодической компоненты в преобразованном 
процессе [2–3]. Все подобные селекционные или 
сфокусированные преобразования можно разде-
лить на два класса: линейные преобразования и 
нелинейные преобразования. Применение таких 
преобразований дает возможность выделить пе-
риодическую составляющую любой частоты из 
заданного диапазона. 

Следует отметить, что исходная функция мо-
жет иметь несколько периодических составляющих. 
Каждую из выявленных периодических составляю-

щих можно экстраполировать на произвольное вре-
мя упреждения t . В упрежденное время t t  , 
беря сумму экстраполированных периодических 
составляющих, получаем предвиденное значение 
периодической части процесса. Однако во всех этих 
методах необходимо четко знать частоту (период) 
периодической составляющей, и они ориентированы 
в основном на гармонические периодические со-
ставляющие. Поэтому задача оценки периода пе-
риодической составляющей любой формы и ее от-
счетов представляется актуальной и практически 
важной. 

Цель статьи. В статье предлагается метод 
оценки периода периодической составляющей лю-
бой формы случайного процесса при произвольной 
длине измеряемого параметра. 

Изложение материалов 
исследований 

Пусть в случайной реализации измеряемого 
параметра  произвольной длины в общем случае 
не кратной периоду периодической составляющей 
содержится периодическая и случайная составляю-
щие. Модель изменения измеряемого параметра 
представим в виде: 

Y

' '

Y 1 X

Y X '

      
           

, (1)

где  T

0 1 qp 1Y y , y ,..., y  – блочная матрица отсчетов

наблюдаемой реализации размерностью qp 1 ; 

 T'
qp qp 1 n 1Y y , y ,..., y 

1

– блочная матрица от-

счетов наблюдаемой реализации размерностью 
'n  ; 

 T
1 1,1,1,...,1   – матрица размерностью q 1 ; 

©   Иванец Г.В., 2017



Кібернетика та системний аналіз 

39

 T

0 1 p 1X x , x ,..., x    – блочная матрица отсчетов

периодической составляющей размерностью p 1 ; 

 T'
qp qp 1 n 1X x , x ,..., x 

'n 1







– блочная матрица ос-

тавшихся отсчетов периодической составляющей, 
не попавших в реализацию длины , размерно-

стью ; 

qp

 T

0 1 2 qp 1, , ,...,      

1

– блочная матрица от-

счетов случайной составляющей размерностью 
; qp

 T'
qp qp 1 n 1, ,...,      – блочная матрица отсче-

тов случайной составляющей размерностью 'n 1 ; 
  – символ произведения Кроннекера; 

'  – длина реализации измеряемого па-

раметра; 

n qp n 

p  – период периодической составляющей; 

q  – количество периодов периодической со-

ставляющей в реализации; 
'n p  – количество отсчетов наблюдаемой реа-

лизации, не попавших в реализацию длины . qp

Предполагается, что   – гауссов случайный 

дискретный процесс с нулевым средним и некорре-
лированными отсчетами. 

Представим логарифм отношения правдоподо-
бия [1; 4–5]: 

y

y

P (Y / X 0)
ln l(Y) ln

P (Y / X 0)





, 

где  
 

 
 

   

y n

T

2

T' ' ' '

1
P Y / X 0

2

Y 1 X
1

exp Y 1 X
2

Y X Y X

  


                      

  – условная

плотность распределения дискретных значений  
при наличии в реализации периодической состав-
ляющей (функция правдоподобия);  

Y

 
 

 

y n

T 'T '
2

1
P Y / X 0

2

1
exp Y Y Y Y

2

  


    
 

– условная плот-

ность распределения дискретных значений наблю-
даемой реализации дискретных значений  при 
отсутствии в реализации периодической состав-
ляющей, в виде: 

Y

 T T

2
'T ' 'T '

q
Y 1 X (X X)

1 2ln l(Y)
1

Y X X X
2

    
  
     

. (2) 

В дальнейшем логарифм отношения правдопо-
добия будем обозначать . ln l

С выражения (2) следует, что 

   2 T T

'T ' 'T '

q
ln l Y 1 X X X

2
1

Y X X X .
2

   

 


 (3) 

Матрицу  можно представить в виде: X

'

''

X
X

X

 
  
 

, 

где  – блочная матрица размерностью 'X 'n 1 ; 
''X  – блочная матрица размерностью  'p n 1  .

Для оценки значений периодической состав-

ляющей  и дисперсии продифференцируем 
выражение (3) по всем варьируемым . Тогда оцен-

ки отсчетов периодической составляющей  и 

дисперсии 

X

^

2
x

^

ix

2  будут определяться выражениями: 

 
 

^
q^

'
i i sp

' 'i n , n 1,..., p; 

^
s 0

i
q 1

''
i i sp

s 0

1
x y ;

q 1
x

1
x y ;

q










 
  

 






'i 0,1, 2,..., n 1; 
 (4) 

T
^
2

' '

' '

Y 1 X1

Y Xn

Y 1 X
.

Y X

    
      

   
     

     
    


 . (5)

Выполнив соответствующие подстановки в вы-
ражение (3.) получим: 

^

^ ^ ^ ^
2 'T ' ''T ''

/ X X

q 1 q
ln l X X X X

2 2


   , 

где – матрица оценок периодической со-

ставляющей размерностью 

^
'^

^
'

X
X

X

 
    
 

p 1 . 

Введем в рассмотрение случайную величину: 

2
/ X 0D ln l   . 

(условие X 0  означает, что в реализации отсутст-
вует периодическая составляющая). 

Найдем распределение случайной величины 
: D

'

'

2 2
p^ ^n 1

2 '
/ X 0 i i

i 0 i n

q 1 q
D ln l x x

2 2




 

  
       

  
  '' ,





 

где 
q^

'
i i sp

s 0

1
x

q 1 


 
  ;

q 1^
''
i i

s 0

1
x

q






sp  .
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Введем в рассмотрение случайную величину 
: iZ

^
'
i

i
^
''
i

q 1
x ;

2
Z

q
x ;

2

 
 



'

' '

i 0,1, 2,..., n 1;

i n ,n 1,..., p 1.

 

  

. 

При таком определении имеем, что 

– это сумма

iZ
p 1

2
i

i 0

D Z




  p  квадратов случайных ве-

личин , нормальных с нулевым средним. Можно 

убедиться, что эти величины независимы для раз-
личных значений i .  

iZ

Таким образом, при различных значениях 

 будем иметь слагаемые: 'i 0,1,2,..., n 1 

^
2 '2
i i

q 1
Z x

2


 ;     

^
'

i i

q 1
Z x

2

 
  

 
. 

Дисперсия случайной величины  в этом слу-

чае определяется следующим образом: 
iZ

2 2
i

1
Z

2
  . 

При значениях  имеем слагае-

мые: 

' 'i n , n 1, p 1  

^
2
i i

q
Z x

2
 '' 2 ;     

^
''

i i

q
Z x

2

 
  

 
. 

Дисперсия случайной величины : iZ

2 2
i

1
Z

2
  . 

От рассмотрения случайной величины  пе-
рейдем к рассмотрению случайной величины d : 

D

2
p 1

i2 2
i 0

2 2
d D Z





 
    

  . (6)

Дисперсия случайной величины i2

2
Z


 равна 

единице. При таком представлении случайная вели-
чина d  представляет собой сумму квадратов p  слу-

чайных, независимых, нормальных величин i2

2
Z


с нулевыми средними и единичными дисперсиями, а 

значит, подчиняется распределению  с 2 p  степе-

нями свободы [4–6]. Выяснив закон распределения 
случайной величины d , можно построить обнару-
житель периодической составляющей, выставляя 

пороги обнаружения, используя таблицы 2  рас-

пределения. 

На основании вышеизложенного предлагается 
алгоритм определения периода и оценок отсчетов 
периодической составляющей: 

1. Находим матрицы оценок отсчетов периоди-
ческой составляющей перебором всех возможных 

значений p   p 1, 2,..., n : 



0

1

p 1

x̂

x̂

.
X

.

.

x̂ 

 
 
 
 

  
 
 
  
 

, 

где 
 

^
q^
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^
s 0

i
q 1

'
i i s

s 0

1
x y

q 1
x

1
x y

q










 
  

 






sp

h

; 

'i 0,1,2,..., n 1  ; 
' 'i n , n 1,..., p  . 

2. Для каждой матрицы оценок отсчетов пе-
риодической составляющей для различных значений 
p  формируем случайные величины : D

p 1
2



i
i 0

D Z


  ;  

^
'
i

i
^
''
i

q 1
x ;

2
Z

q
x ;

2

 
 


'i 0,1,2,..., n 1  ; 

' 'i n , n 1,..., p 1   . 

3. Находим оценки дисперсии  для различ-
ных значений 

2̂
p : 

T

2
' '

' '

Y 1 X1
ˆ

Y Xn

Y 1 X
.

Y X

    
      

    
     

     
    



4. Подставляя найденные оценки дисперсии 2̂
для различных значений p  в выражение для лога-

рифма отношения правдоподобия, находим значе-
ние максимума : ln l

 T T 'T '
2

1 q 1
ln l(Y) Y 1 X (X X) Y X X X .

2 2
'T '        

5. Для выставления порога обнаружения введе-
на случайная величина , а сам порог обнаружения 
определяется для данного 

d
p  по таблицам обнару-

жения распределения 2 , задаваясь вероятностями 

ошибок 1 и 2 рода. 
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ОДИН З МЕТОДІВ ОЦІНЮВАННЯ ПЕРІОДИЧНОЇ СКЛАДОВОЇ БУДЬ-ЯКОЇ ФОРМИ  
ВИПАДКОВОГО ПРОЦЕСУ ПРИ ДОВІЛЬНІЙ РЕАЛІЗАЦІЇ ВИМІРЮВАНОГО ПАРАМЕТРУ 

Г.В. Іванець 

В статті розглядається метод оцінки періоду періодичної складової любої форми випадкового процесу при дові-
льній довжині реалізації вимірюваного параметру. 
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ONE METHOD PERIODIC EVALUATION COMPONENT ANY FORM OF RANDOM PROCESSES  
IN ARBITRARY LENGTH IMPLEMENTATION MEASURED PARAMETERS 

G. Ivanets 

The article discusses the method for estimating the period of the periodic component of any form of a random process with 
an arbitrary length of the implementation of the measured parameter. 

Keywords: method of maximum likelihood, likelihood function, log-likelihood ratio, a periodic component, the random 

component, 2  distribution. 
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