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НЕТРАДИЦІЙНИЙ СПОСІБ АПРОКСИМАЦІЇ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ 
ЗАЛЕЖНОСТЕЙ АБРАЗИВНОГО ЗНОШУВАННЯ 

Розглядаються експериментальні залежності абразивного зносу поверхонь мідних та сталевих мате-
ріалів нежорстко закріпленими абразивними частинками та пропонується нетрадиційний вдосконалений 
спосіб їх апроксимації підвищеної точності. Запропонований алгоритм знаходження оптимальної апрокси-
муючої функції для процесів тертя та зношування дає можливість на ранніх стадіях обґрунтовано і най-
більш точно прогнозувати термін зношування деталей або їх покриттів, а також призначати періоди 
проведення регламентних робіт. 
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личини, алгоритм пошуку апроксимуючої функції. 

Вступ 

Загальна постановка проблеми та її зв’язок з 
науково-практичними задачами. Абразивне зно-
шування є одним з розповсюджених видів пошко-
джуваності елементів авіаційних конструкцій, дета-
лей вузлів тертя автомобілів, деталей сільськогоспо-
дарських, будівельних, гірських і інших машин 
шляхом попадання на їх поверхні в процесі експлуа-
тації часток мінерального походження Si02, глино-
зему, гірських порід, продуктів зносу поверхонь 
самих деталей з виступами шорсткостей більш твер-
дих поверхонь з їх твердими структурними складо-
вими (оксидні плівки та ін.) 

Витрати, пов’язані з тертям та зносом деталей 
машин, оцінюють у 3–5 % валового національного 
продукту, а енергія, що задіяна на компенсацію сил 
тертя, складає 25 % [1]. За 50 років поняття трибо-
логії стало охоплювати всі ланки діяльності людини 
[2]. У зв'язку з цим виникає необхідність розробки 
прискорених методик і критеріїв оцінки процесів 
зношування матеріалів і їхніх покриттів, визначення 
виду апроксимуючих функцій експериментальних 
залежностей процесу абразивного зношування з 
метою визначення порівняльних характеристик 
їхніх механічних властивостей і показників, а також 
всебічного дослідження на основі використання 
математичних методів моделювання процесів абра-
зивного зношування поверхонь деталей. 

Огляд публікацій та аналіз невирішених 
проблем. Види і механізми абразивного зношування 
конструкційних матеріалів описані в роботах [3–4]. 
Дослідники відзначають розмаїтість факторів, що 
визначають той або інший вид зношування і меха-
нізм його розвитку. В основі механізму цього про-
цесу лежить взаємодія абразивної частинки з мета-
лом, що складається з двох етапів: 1) укорінення 
абразивної частинки в метал; 2) поступальне пере-
міщення її уздовж поверхні. У більшості випадків 
дослідження проводили на залізовуглецевих спла-

вах. Питання дослідження властивостей покриттів, 
нанесених на різні сталі, на сьогодні ще недостатньо 
широко вивчені. 

Прогрес в науковому приладобудуванні і тех-
ніки трибо випробувань зробив можливість швидкої 
оцінки технічних рішень [5]. Дисципліни трибології 
та триботехніки присутні у програмах провідних 
світових університетів [6–7]. 

Відомо, що задачі на встановлення зв'язку між ва-
говим зносом і максимальною глибиною лунки або 
зносом і площею поверхні лунки не знаходили рішен-
ня дослідниками. У роботі зроблена спроба знайти 
розв’язок цієї задачі. Однак отриманий результат ви-
явився громіздким і незручним у використанні. 

Використання математичного моделювання та 
математичної обробки результатів експерименту 
прогнозує фрикційне зчеплення в дисперсних пре-
сматеріалах [8]. Мікронерівності шорсткої поверхні 
моделюються сферами. Для моделювання бажано 
додати елементи математичної обробки результатів 
експериментів [9–10] У ній не вказані методи побу-
дови універсальної моделі для всіх матеріалів, тобто 
відсутній універсальний узагальнений принцип 
побудови моделі абразивного зношування. 

В роботі [11] показано зв’язок теоретичних по-
будов з результатами експериментів. В роботі [12], 
на основі моделювання абразивного зношування, 
розглянута можливість прогнозування величини 
зносу матеріалів незакріпленим абразивом. У цьому 
зв'язку виникає необхідність створення універсаль-
ної і узагальненої моделі, яка повинна враховувати 
вплив багатьох характерних факторів на процес 
зношування. Зрозуміло, що для моделювання про-
цесів абразивного зносу, проведення порівняльного 
аналізу та оцінки матеріалів і покриттів на абразив-
ну зносостійкість необхідно мати точні види апрок-
симуючих функцій експериментальних залежностей 
з допомогою яких можна підтвердити або заперечи-
ти вірність моделювання. 
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Мета статті. В даній роботі пропонується спо-
сіб, який полегшує процес визначення оптимального 
виду апроксимуючих функцій експериментальних 
залежностей абразивного зносу та значно підвищує 
точність їх апроксимації, що, в свою чергу, дає мо-
жливість підвищити якість прогнозування зносо-
стійкості матеріалів та покриттів при різних умовах 
експлуатації елементів конструкцій. 

Основний розділ 

Для перевірки способу були проведені експе-
риментальні випробування ряду матеріалів на абра-
зивну зносостійкість на машині тертя Брінеля. 

Для інженерної практики необхідно прогнозу-
вати величину зносу як при дії абразивних частинок 
різної твердості і розмірів, так і при зміні швидкості 
їх переміщення по поверхні матеріалів, а також від 
протяжності шляху тертя та зусиль взаємодії части-
нок з поверхнею матеріалів. 

На рис. 1 показані експериментальні залежнос-
ті вагового зносу від протяжності шляху тертя для 
двох матеріалів, які відрізняються своєю твердістю. 
Наведені експериментальні залежності отримані при 
умовах стандартного навантаження (Р0=44,1Н) згід-
но з ГОСТ 23.208-79. 

Рис. 1. Експериментальні залежності вагового  
абразивного зносу поверхонь матеріалів  

від величини шляху тертя для наступних матеріалів: 

а –для міді МІ ;  1
f x

б – для Ст. ЗО ХГСА нормалізованої   2
f x

Співвідношення між величиною вагового абра-
зивного зносу поверхонь матеріалів підтверджуєть-
ся відповідними значеннями твердості даних мате-
ріалів, наведених у табл. 1. (виміри твердості прово-
дилися на приладі ТШ-2М) 

При цьому, застосування методу найменших ква-
дратів для апроксимації експериментальних залежнос-
тей алгебраїчними поліномами базується на знахо-
дженні коефіцієнтів полінома , , ,… [6]. 0A 1A 2A

. (1) 2
0 1 2 mY=A +A x+A  x +...+A  xm

Таблиця 1 
Значення твердості матеріалів 

Марка 
матеріалу 

Стан HB(d) мм НВ 5/750

Мідь МІМ 3,95 78,3 
30 ХГСА Нормалізована 2,05 217 

Коефіцієнти дають змогу 0 1 2 mA +A +A +...+A

визначити при яких крива (1) найближче проходить 
від усіх n заданих точок , 1 1 2 2 n n(x ,y ),(x ,y ),…,(x ,y )

отриманих експериментально. Число n повинно бути 
зазначено більш ніж m 1 , тому не можна знайти таку 
криву яка проходила через усі задані точки. 

Значення коефіцієнтів  мо-0 1 2 m A +A +A +...+A

жна знайти, розв’язуючи лінійну систему рівнянь (2) 
2 m

0 1 2 m

2 3 m+1
0 1 2 m

2 3 4 m+2 2
0 1 2 m

m m+1
0 1

nA +[x] A +[x ] A +...+[x ] A = [y];

[x]A +[ x ]A +[x ]A +...+[x ]A =[xy];

[ x ]A +[x ]A +[x ]A +...+[x ]A =[ x y];

........................................................................

[x ]A +[x ]A m+2 2m m
2 m+[x ]A +...+[x  ]A =[x y],











 (2) 

де    1 2 n[x]=x +x +...+x ; m m m m
1 2 n[x ]=x +x +...+x ;

m m m m
1 2 n[x y]=x y+x y+...+x y.  

За допомогою методу скінчених різниць визна-
чаємо степінь полінома m=3, який найкращим чи-
ном апроксимує результати досліджень зношування 
робочих поверхонь деталей і графік на рис. 1. 

Тоді матриці для обчислення коефіцієнтів ап-
роксимуючого поліному (1) для визначення величи-
ни абразивного зносу для мідних зразків 

 (3) 2 3
0 1 2 3 4f(t)=A +A  t+A  t +A  t +A  t4



4

мають наступний вигляд (4–5): 

5 30 270 2700 28674

30 270 2700 28674 315900

A 270 2700 28674 315900 3564810

2700 28674 315900 3564810 41179023

28674 315900 3564810 41179023 47471469

 
 
 
 
 
 
 
 

; (4) 

. (5)

0,0662

0,5775

B 5,6673

59, 4837

650,2437

 
 
 

 
 
 
 

Коефіцієнти знайдемо з 

розв’язку матричного рівняння (7)  
0 1A ,  A ,  ... ,  A

A X B  ; (6)

0

1

2

3

4

A

A

X A

A

A

 
 
 
 
 
 
 
 

;   1X : A B  ;   де маємо 

http://www.hups.mil.gov.ua/periodic-app/journal/zhups/2018/2
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. (7)
7

8

0,0000421

0,0028627

X 0,0000846

7,3349884 10

3,4115714 10





 
 
 
 
 
   




З врахуванням (4–7) апроксимуючий поліном 
буде мати наступний вигляд (8): 

 (8) 
-8 4 -7 3

1

2

f (t)=3,4115714 10 t +7,3349884 10 t -

-0,0000846 t +0,0028627 t+0,0000421.

   

 

Для переходу до початкового аргументу х ро-
бимо заміну (4). 

Тоді 
-12 4 -10 3

1

-2 2

f (x)=3,4115714 10 x +7,3349884 10 x -

-0,0000846 10 x +0,0028627 x+0,0000421.

   

  
Знайдемо середньоквадратичну похибку   ап-

роксимації кривої (3) на рис. 2. 

n 2
i

i 1 n






   , де ; . експерим. апроксим.y y   1 0,0000625 

Апроксимація функцій алгебраїчними поліно-
мами в класичній формі методом найменших квад-
ратів потребує значного об’єму обчислень і часу. 

Обчислення значно спрощуються, якщо апрок-
симуюча функція буде знайдена за допомогою про-
грами “Mathcad-2001”. 

У зв’язку з цим розглянемо визначення видів 
апроксимуючих функцій до залежностей величин 
вагового зносу поверхні сталевих та мідних зразків 
від шляху тертя показаних на рис. 1. 

Апроксимуюча функція залежності вагового 
зносу від шляху тертя для сталі ЗО ХГСА нормалі-
зованої має вигляд (7) 

-7 -5
3

-7 2 -9 3

-12 4

f  (x) : -9,92063 10 +2,94268 10 x-

-1,89429 10 x +1,80898 10 x -

-6,43004 10 x .

  

   

 



Відповідна середньоквадратична похибка  

3 0,000005773  . 

Виконаємо обчислення для мідних зразків при 

даних (12) при точності 1510

;

0 0

30 0.0080

data : 60 0.0143

90 0.0197

120 0.0242

 
 
 

 
 
 
 



 S : l inf it X, Y,F  2

3

1

x
F x :

x

x

 
 
   
  
 

;   ; 

0,000011428571441

0,000294682539683
S

-0,000001071428571

0,000000002469136

 
 
 
 
 
 

, 

де апроксимуюча функція має вигляд (12): 

 2

2 3

f x : 0,000011428571441 0,000294682539683x-

-0,000001071428571x 0,000000002469136x . (9)

 


При цьому середньоквадратична похибка 

апроксимації становить 0,000042761793695  . 

Порівнюючи похибку  і попередні, можна зро-

бити висновок, що остання апроксимація майже по-
ступається їй і вища за точність вимірювання маси. 

2

Для підвищення точності апроксимуючої фун-
кції розглянемо інші її складові компоненти. 

При тих самих даних (8) нехай 

 

 

2

1

x
F x :

x

ln x 1

 
 
   
   

, тоді , 

0,000000154545232

0,000245431417031
S

-0,00000046679116

0,000306985138846

 
 
 
 
 
 

а апроксимуюча функція має вигляд (13) 

 3

2

f x : 0,000000154545232 0,000245431417031 x-

-0,00000046679116 x (10)

0,000306985138846 ln(x+1).

  

 
 

Величина середньоквадратичної похибки 

3 0,000005    на порядок менша за . Цю точ-

ність можна збільшити. 
2

Для знаходження оптимальних компонент ап-
роксимуючої функції розглянемо удосконалений 
нами спосіб, який значно підвищує точність апрок-
симації і вибору виду емпіричної залежності. 

Для цього розглянемо особливий клас моно-

тонних двопараметричних функцій .  f x,a, b

Нехай ці функції будуть визначені одним із на-
ступних рівнянь (11–14) 

 
1

p qy ax b  , якщо p 0,q 0  ; (11) 

 
1

qy a ln x b  , якщо ; (12) q 0
paxy e b  , якщо p 0 ; (13)

. (14)qy bx

Як видно функції (11–14) об’єднані за формою 
в один клас. 

 

1

tn t
kZ t k 1

1
M

n 

 
 
 Z


 . (15)

Для визначення середнього гармонічного фор-
мула має вигляд (16) 

 
1

z z
1 2 n

1 1 1 1
H ... M 1

n z z z


  

          
, (16) 
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а для середнього геометричного (17) 

         
1

n
z 1 2 n t 0 z zG z z ... z lim M t M 0      . (17) 

Відповідно формули для обчислення значень 
середнього арифметичного мають вигляд (18) 

 1 2 n
z

z z ... z
A

n

  
  zM 1 , (18) 

а для обчислення середнього квадатичного (19): 

 
2 2 2
1 2 n

z

z z ... z
S

n

  
 zM 2 . (19) 

Розглянемо наступні класи середніх величин (20) 

 
3 3 3
1 2 n3

z z

Z Z ... Z
K

n

  
 M 3  (20) 

і при t=-2 маємо 

 
1

2

2 z2 2 2
1 2 n

1 1 1 1
F ... M 2

n Z Z Z


  

          
. (21) 

При цьому має місце співвідношення між вище 
визначеними середніми додатніх величин за форму-
лами (16–19): 

z z z z z zmin z F H G A S K max z       . 

Визначимо основну властивість класу функцій 
(11–14), яка полягає у рівності значення функції від 
узагальненого середнього від р  узагальненому сере-
дньому від q .  

    x yf M p M q .  

Для функції  p і q візьмемо рівними ну-

лю. Отримаємо , аналогічно мо-

жна показати, що . 

qy bx

  f M 0

 f G 

 x yM 0

x yG

Розглянемо даний клас функцій зі змінними p і q, 
які будуть приймати значення -2; -1; 0; 1; 2; 3, а потім 
визначимо 25 різних функцій, які часто використову-
ються у інженерній практиці при моделюванні різних 
процесів. Види запропонованих нами функцій і функ-
цій, взятих з роботи [13], зведені в табл. 2. 

Таблиця 2 
Види функцій 

№ y f x,a,b   p q  xM p  yM q

1 ax b 1 1 
xA yA

2 xba 1 0 
xA yG

3 1/ ax b   1 -1 
xA yH

4 A ln x b 0 1 
xG yA

5 b a / x -1 1 
xH yA

6 abx 0 0 
xG yG

7 x / bx a   -1 -1 
xH yH

8 1

xba
-1 0 

xH yG

9  1/ a ln x b  0 -1 
xG yH

10 2ax b 2 1 
xS yA

Закінчення табл. 2 

11 2xba 2 0 
xS yG

12  21/ ax b  2 -1
xS yH

13 2ax b 2 2 
xS yS

14 ax b 1 2 
xA yS

15 a ln x b 0 2 
xG yS

16 a x b -1 2 
xH yS

17 ax be   1 0 
xA yG

18 2ax be   2 0 
xS yG

19 3 2ax b 2 3 
xS yK

20 3 ax b 1 3 
xA yK

21 3 a ln x b 0 3 
xG yK

22 3 a x b -1 3 
xH yK

23 3ax b 3 1 
xK yA

24 2ax be   3 0 
xK yG

25 23 a x b -2 3 
xF yK

Для визначення оптимальної апроксимуючої 
формули треба відмітити параметри р і q на рис. З і 
відповідні середні 

x x x x x x y y y y y yF , H ,G , A ,S , K , F , H ,G , A ,S ,K . 

Після цього на відповідних координатних осях 
треба провести через них прямі лінії, паралельні 
осям. Ці лінії перетнуться в тридцяти шести точках, 
кожна з яких відповідає одній із наведених в табл. 2 
функцій. 

Рис. 2. Алгоритм знаходження  
оптимальної апроксимуючої функції 

За наведеним алгоритмом визначимо оптимальну 
компоненту для експериментальної залежності абрази-

вного зносу поверхні мідного зразка  на рис. 1.  1f x

Знайдемо  Нанесемо 

отримані значення на вісі ОХ і OY на рис. 3. Прове-

демо графік експериментальної залежності 

x y x y x yA , A ,G ,G ,S ,S .

 1f x . 

Знаходимо точки перетину прямих ySy  , 

yAy  , xSx  , xAx  . Серед чотирьох точок пе-
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ретину цих прямих  P P P укаємо точку Р 

найближчу до графіка експериментальної залежнос-
ті, яка розташована на перетині прямих 

1P , 2 , 3 , 4  ш

ySy  , 

, , . yAy  xSx  xAx

Рис. 3. Метод знаходження оптимальних компонент 
апроксимуючої функції. 

За табл. 2 визначаємо оптимальну компоненту 

bax   для апроксимуючої функції, де p=1, а q=2. 

Для визначення параметра b скористуємося тим фак-
том, що графік проходить через точку (0;0), тобто b=0. 

Коефіцієнт a буде знайдений за допомогою 
програми “Mathcad-2001”. 

При реалізації даного метода знайшли оптима-

льну компоненту 
1

2x  та x, тобто 

  2

1 2

1

x
F x :

x

x



 

 
 
 
 
 
 
 




, а , 

-7

-7

585 10

0229

154 10

776





3,1

-4 ,3

0

342

0,00

865

,0002




S   
 
 
 
 

де апроксимуюча функція має вигляд 

-710

+0,0

5259

4f x :

-4,38651

4 0,0000 

-7 2

85

x

 

 

152

2

1 2

3,13425 00229 x-

54 10 776 x .

+0,0

002


 (22) 

При цьому середньоквадратична похибка ста-
новить . 0708

Порівнюючи похибки бачимо, що точність ап-
роксимації за функцією (22) підвищилась на поря-
док в порівнянні  з . 4

Для значного підвищення точності апроксима-
ції необхідно включати у склад апроксимуючої фу-
нкції тільки ті компоненти, які можна знайти за 
новим запропонованим алгоритмом (рис. 2) 

 

1 2

2 3

2

x

x
f x

x

x

 
 
 
 
 
 
 

 . 

Коефіцієнти апроксимуючої функції показує 
матриця S. 





















93883640,00000052-

66813450,00067857-

13920550,00030460

07844660,00107536

S . 

Оптимальна апроксимуюча функція для проце-
су абразивного зносу мідних зразків буде мати на-
ступний вигляд 

  1 2

2 3 2

f x 0,001075360784466 x

+0,000304601392055 x-

-0,000678576681345 x -0,000000529388364 x .

  



 
Похибка оптимальної апроксимації  

0,000000000002873  , що в мільйон разів переви-

щує точність реалізації програмою “Mathcad-2001” 
апроксимації розглянутої залежності алгебраїчним 
поліномом. При використанні нового алгоритму по-
шук компонент для оптимальної апроксимуючої фун-
кції залежності абразивного зносу сталі 30ХГСА від 
шляху тертя, за алгоритмом (рис. 2) маємо оптимальні 
компоненти, в порівнянні з класичним поліномом 

 

1 2

2 3

2

3

x

x

F x x

x

x

 
 
 
 

  
 
 
 
 

. 

Коефіцієнти оптимальної функції можна знай-
ти через матрицю S 

























26439420,00000000-

64423040,00000116

71361390,00047620-

79542310,00386553

48276420,00424732-

S . 

Оптимальна апроксимуюча функція прийме 
вигляд 

  1 2

2 3

2 3

f x -0,004247324827642 x

+0,003865537954231 x -0,000476207136139 x+

0,000001166442304 x -0,000000002643942 x .

  

 

  

 

При апроксимації отримаємо похибку 
0,000000000585302  . 

Висновки 

В даній роботі розглянуто прийоми, які полег-
шують процес визначення виду оптимальної апрок-
симуючої функції експериментальних залежностей 
процесів абразивного зношування з нежорстко за-
кріпленими частинками. 

На основі отриманих оптимальних апроксиму-
ючих функцій експериментальних залежностей 
показано значне збільшення точності моделювання 
процесу абразивного зношування, що дає можли-
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вість на ранніх стадіях обґрунтовано і найбільш 
точнопрогнозувати термін зношування деталей або 
його покриттів, а також призначати періоди прове-
дення регламентно-ремонтних робіт. 

В результаті порівняння точностей виконаних 
апроксимацій в даній роботі та за відомим методом 

найменших квадратів можна констатувати, що роз-
глянутий нами удосконалений підхід апроксиму-
вання експериментальних залежностей абразивного 
зношування поверхонь деталей при нежорстко за-
кріплених абразивних частинках підвищує точність 
на порядок і більше. 
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НЕТРАДИЦИОННЫЙ СПОСОБ АППРОКСИМАЦИИ  
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ АБРАЗИВНОГО ИЗНАШИВАНИЯ 

О.А. Вишневский, А.С. Давыдов 

Рассматриваются экспериментальные зависимости абразивного износа поверхности медных и стальных материалов 
нежёстко закрепленными абразивными частицами и предлагается нетрадиционный усовершенствованный способ их ап-
проксимации повышенной точности. В данном методе задействованы все виды средних величин: среднее арифметическое; 
среднее геометрическое; среднее квадратичное; среднее гармоничное и так далее. Рассмотрены базисные компоненты ана-
литической зависимости величины износа в виде таблицы основных функций, из которых формируется аппроксимирующая 
функция. Указаны основные правила применения самого алгоритма на конкретном примере зависимости износа поверхности 
стальных и медных материалов нежёстко закрепленными абразивными частицами. 

Предложенный алгоритм нахождения оптимальной аппроксимирующей функции допускает автоматизацию са-
мого поиска с помощью компьютерного  программирования и даёт возможность на ранних стадиях обосновано и 
наиболее точно прогнозировать срок изнашивания деталей или их покрытий, а также назначать периоды проведения 
регламентных работ. 

Прогнозирование сроков изнашивания деталей машин играет ключевую роль в безопасности и эффективности 
использования гражданской и военной техники. Рассмотренная методика будет играть существенную роль в повыше-
нии эффективности производства. 

Ключевые слова: аппроксимация зависимостей, абразивный износ, математическое моделирование, средние вели-
чины, алгоритм поиска аппроксимирующей функции. 

AN UNCONVENTIONAL METHOD FOR APPROXIMATING  
EXPERIMENTAL DEPENDENCES OF ABRASIVE WEAR 

O. Vishnevsky, A. Davydov 

Experimental dependences of abrasive wear of a surface of copper and steel materials are considered by nonrigidly fixed 
abrasive particles and the nonconventional advanced way of their approximation of the increased accuracy is offered. All types 
of average sizes are involved in this method: arithmetic average; geometrical average; square average; average harmonious and 
so on. Basic components of analytical dependence of size of wear in the form of the table of the main functions of which the 
approximating function is formed are considered. The basic rules of application of the algorithm on a concrete example of de-
pendence of wear of a surface of steel and copper materials are specified by nonrigidly fixed abrasive particles. 

The offered algorithm of finding of the optimum approximating function allows automation of the search by means of com-
puter programming and gives the chance at early stages is proved and most precisely to predict the term of wear of details or 
their coverings and also to appoint the periods of carrying out scheduled works. 

Forecasting of terms of wear of details of cars plays a key role in safety and efficiency of use of civil and military equip-
ment. The considered technique will play an essential role in increase in production efficiency. 

Keywords: approximation of dependences, abrasive wear, mathematical modeling, average sizes, algorithm of search of 
the approximating function 
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