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Теоретичне порівняння фактора стійкості і коефіцієнта 
поздовжнього згину центрально-стиснутих сталевих колон 

з урахуванням початкових деформацій та вигинів 

Білик С.І., д.т.н. 

Київський національний університет будівництва і архітектури, Україна 

Анотація. Проведені теоретичні дослідження, в яких розглянуто стійкість 
центрально-стиснутих сталевих колон. Враховано, що при втраті стійкості елемента 
виникають максимальні деформації, які залежать від початкових залишкових 
деформацій, початкових деформацій вигину, деформацій стиску, деформацій 
вигину стрижня при втраті стійкості. Через модуль Кармана враховано вплив 
розвитку пружно-пластичних деформацій в перерізі колони. Отримано рівняння 
для визначення коефіцієнта поздовжнього згину для центрально-стиснутих колон, 
котрі мають різну гнучкість та враховують початкові недосконалості й розвиток 
пластичних деформацій. В теоретичних дослідженнях отримали формулу для 
розрахунку коефіцієнта поздовжнього вигину і знижувального коефіцієнта фактора 
стійкості за Єврокодом 3. 

Аннотация. Проведены теоретические исследования, в которых рассмотрена 
устойчивость центрально-сжатых стальных колонн. Учтено, что при потере 
устойчивости элемента возникают максимальные деформации, которые зависят от 
начальных остаточных деформаций, начальных деформаций продольного изгиба, 
деформаций сжатия, деформаций продольного изгиба стержня при потере 
устойчивости. Посредством модуля Кармана учтено влияние развития 
упругопластических деформаций в сечении колонны. Получено уравнение для 
определения коэффициента продольного изгиба для центрально-сжатых колонн, 
которые имеют разную гибкость и учитывают начальные несовершенства и 
развитие пластичных деформаций. В теоретических исследованиях получили 
формулу для расчета коэффициента продольного изгиба и понижающего 
коэффициента фактора устойчивости по Еврокоду 3. 

Abstract. Theoretical studies examined stability of сentrally compressed steel 
columns. It is taken into account that when element’s buckling the maximum 
deformation occurs, which depend on initial deformation, on initial buckling 
deformation, on compression deformation of a rod under buckling. By means of 
Karman module the influence of development of elastic-plastic deformations in the 
column cross-section is taken into account. The equation is received for determining 
the buckling coefficient for centrally compressed columns, which have different 
flexibility and take into account initial imperfections and development of plastic 
deformations. Theoretical studies have got formula to calculate the buckling factor and 
reduction coefficient of stability factor according to Eurocode 3. 

Ключові слова: втрата стійкості, деформації, колона, поздовжній вигин. 

 

Актуальність роботи. Постановка задачі. За нормативним документами 
перевірка стійкості центрально-стиснутих сталевих елементів виконується 
за формулою ДБН В.2.6-198:2014 через використання коефіцієнта 
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повздовжнього згину φ в залежності від форми перерізу та початкових 
недосконалостей, які характерні для обраного перерізу, а також 

приведеної гнучкості x , [1…4]: 

N/ (φRy A)≤1; N≤φRy A.      (1.a) 
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Форма перерізу центрально-стиснутого сталевого елемента враховується 
через коефіцієнт δ та коефіцієнти α і β. 

Згідно з Єврокодом 3 та ДСТУ-Н Б EN 1993-1-3:2012 [1…4] перевірка 
стійкості центрально-стиснутих сталевих стрижнів відбувається за 
формулами через понижувальний коефіцієнт (далі за текстом − фактор 
стійкості)  χ (Reduction factor for buckling) , який теж залежить від умовної 

гнучкості стрижня x , та коефіцієнта α – коефіцієнта початкових 

недосконалостей певної форми перерізу. 

, 1/b Rd A y MN Af  .     (2.a) 

де βА = 1 для поперечних перерізів класів 1, 2 або βА = Aeff /A для 
поперечних перерізів класу 4, понижувальний коефіцієнт фактора 
стійкості, для відповідної кривої втрати стійкості χ обчислюють за 
формулою: 
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де Ф – фактори для визначення понижувального коефіцієнта χ, λ1 - 
значення гнучкості для визначення умовної гнучкості. 

  0,5 0,5
1 1/ /А y c AAf N        .   (2.d) 
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Тобто рекурентна формула між умовною гнучкістю у формулі (2.d) за 
європейськими нормами і державними нормами у формулі (1.c) при βА 
=1,0 має вид: 
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Наведені формули (1) і (2) показують, що коефіцієнт поздовжнього згину 
φ є величиною, подібною до фактора стійкості χ, який обчислюється за 
Єврокодом 3. Структура формули однакова, але перед знаком радикала у 
формулі (1.b) в ДБН стоїть знак «мінус», а у формулі (2.b) за Єврокодом − 
знак «плюс». 

У статті наведено підхід щодо узагальнення аналітичного апарату для 
визначення фактора стійкості за різними нормами. 

Аналіз основних досліджень і публікацій. Теоретичні роботи з перевірки 
стійкості центрально-стиснутих елементів з урахуванням розвитку 
пружно-пластичних деформацій має цікаву історію [1…52]. Перші 
зауваження, що модуль деформації змінює своє значення при певних 
напруженнях, належать Т. Юнгу (Youngs T., 1807) [16]. Ще Е. Ламарль 
показав, що при втраті стійкості ідеального металевого стрижня за Л. 
Ейлером (Euler, L., 1759 р.) [14, 15] і Лагранжа відбувається вигин 
стрижня, і в найбільш напружених волокнах стрижня напруження 
перевищує границю пружної роботи матеріалу. У 1889 році Ф. Енгесер (F. 
Engesser) [17,18] запропонував теорію дотичного модуля для визначення 
критичних напружень при втраті стійкості стояків при врахуванні пружно-
пластичних властивостей сталі. Через деякий час після досліджень 
А. Консідера (Considerе A., 1891 р.), [19] Ф. Енгесер запропонував 
теоретичний підхід подвійного модуля для визначення стійкості металевих 
стрижнів. В наступних дослідженнях у 1908 р. Карман Т. (Theodore von 
Kármán) [8, 19] експериментально підтвердив можливість використання 
теорії подвійного модуля для визначення критичного навантаження 
центрально-стиснутих стрижнів. Це було суттєвим внеском у теорію 
стійкості сталевих елементів, бо врахування розвитку пластичних 
деформацій відкрило шлях до підвищення несучої спроможності сталевих 
конструкцій. Для практичного використання результатів Ясинським Ф. С. 
[20] у 1892−1893 роках було узагальнено результати експериментальних 
досліджень (Баушингера, Тетмайєра і Косіндера) і складені таблиці 
критичних напружень для стрижнів з різною гнучкістю. Джонсоном, 
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(Johnson, J. B.) у 1983−2004 рр. [21] отримана апроксимуюча крива для 
розрахунку стійкості й запропонована формула для визначення критичних 
напружень при розвитку обмежених пластичних деформацій. σcr= α – βλ2, 
α і β – деякі коефіцієнти характеристик стрижня і сталі. В більшості 
випадків формулу Джонсона при розвитку пластичних деформацій для 
діапазону гнучкості λ≤λ1 використовують як апроксимацію у формі запису: 
σcr= fy – (fy – σе)(λ1/λ)

2. Для такої апроксимації для коефіцієнта 
поздовжнього згину отримуємо параболічну залежність для коефіцієнта 
поздовжнього згину: φ= σcr/ fy= 1 – (1-σе/ fy)(λ1/λ)

2. Лінійну апроксимацію 
для визначення критичних напружень при розвитку обмежених 
пластичних деформацій використовували Тетмайер і Ясинський Ф. С. 
Тетмайер запропонував таку залежність: σcr= σu[1–а λ], де а1 = (1/π)[(σе /Е) 
(1-σе/σu)]

0,5, σе – границя пропорційності роботи сталі на розтяг, σu – 
тимчасовий опір сталі. При використанні діаграми розтягу сталі Прандтля 
він прийняв позначення гнучкості, більше якої відбувається пружна втрата 
стійкості стрижня λ1 =π(Е/fy)

0,5, тоді формула Тетмайєра [8] набуває 
вигляду: σcr= α– βλ, σcr= σu[1 – а (λ / λ1)], де а1 = [(1-σе/σu)]

 0,5. Ясинський 
Ф.С, способом найменших квадратів, обробляє експериментальні дані 
Тетмайєра і Косіндера й запропоновану формулу σcr= a – bλ, де λ – 
розрахункова гнучкість стрижня, гнучкість стрижня; a =310 МПа, 
коефіцієнт b =1,14 МПа. Однією з формул для визначення стійкості 
стрижня з урахуванням розвитку пластичних деформацій за діаграмою 
Прандтля стала відома формула Ренкіна (Rankine W. J.) [22]: σcr=σ0/(1+ 
αλ2), де σcr – критичні напруження, λ – гнучкість елемента, α-емпіричний 
коефіцієнт. В останній формулі можна прийняти σ0 =σу, та α=σу/(π

2Е), 
σEl=π

2Е/λ2, тоді маємо такий запис критерію стійкості: 
σcr=σу/(1+λ2σу/(π

2Е))=1/(1/σу + 1/σEl). σcr=σу/(1+ν); ν=σу/ σEl. Остаточно: 
σcr/σу+σcr/σEl ≤1. Достатній результат для практичного проектування і 
перевірки стійкості стрижнів дає формула: σcr=fy(1+ν)/(1+ν+ν2). Найбільш 
відомою формулою слід вважати також формулу: N/Ncr+M/[Mcr(1-N/NEl)]≤ 
1. У 1947 році Ф. Шенлі (Chanley F.R.,) [27,28] розробив і обґрунтував 
новий концептуальний підхід для оцінки втрати стійкості стрижня з 
урахуванням пружно-пластичних властивостей матеріалу. Теоретичні 
положення дотичного і подвійного модуля, на сьогодні, є основами з 
визначення несучої здатності центрально-стиснутих і позацентрово-
стиснутих металевих елементів: стрижнів, колон, стояків. 

В подальшому, в основу даних для визначення фактора стійкості за 
європейськими нормами [10…13, 23…26, 29…51] з урахуванням 
пластичних деформацій при втраті стійкості колон, взяті експериментальні 
дані та їх статистична обробка з подальшою апроксимацією параболічною 
залежністю. 
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У ряді робіт авторів [6, 52, 53] пропонується узагальнений підхід для 
теоретичного обґрунтування коефіцієнта поздовжнього згину центрально-
стиснутих стрижнів і колон з урахуванням початкових залишкових 
напружень, початкових ексцентриситетів дії поздовжньої сили та 
початкових вигинів і приведеного модуля. 

Виклад основних результатів досліджень. Розглянута традиційна 
поведінка сталевого елемента при втраті стійкості при центральному 
стиску. Відомо, що теорія втрати стійкості ідеального стрижня (колони) не 
може бути застосована на практиці внаслідок впливу технології 
виготовлення конструкцій та допусків точності під час збирання та 
виготовлення конструкцій сталевого каркасу й окремих елементів. Тому, 
під час розрахунку стійкості центрально-стиснутих колон розглянуто 
розрахункову модель стиснутої колони з ексцентриситетом прикладання 
поздовжньої сили. Ексцентриситет, між віссю поздовжньої сили і віссю 

стрижня, складає незначну величину / 20b xе i . Неточності виготовлення 
сталевих конструкцій, окрім ексцентриситету прикладання поздовжньої 
сили, враховані через початковий вигин осі стрижня та початкові 
залишкові деформації: δ0=l0/750... l0/500. Розвиток пружно-пластичних 
деформацій враховують через теорію подвійного модуля. Прийнято також, 
що пружно-пластичні деформації починаються в напруженні (σe), яке 
береться з діаграми розтягу сталі. Прийнято принцип суперпозиції 
напружень, загальні деформації що виникають при втраті стійкості 
стрижня, розділені на три складові: деформації від центрального стиску 

( N ), деформації початкових недосконалостей ( 0 ), деформації від 

поздовжнього згину ( M ) при втраті стійкості, що враховують також 
початкові ексцентриситети прикладання поздовжньої сили та початкові 
вигини. При втраті стійкості в крайніх фібрових волокнах стрижня 
існують пружно-пластичні і пластичні деформації. Внаслідок 
поздовжнього згину та початкових недосконалостей такі деформації 
можуть мати значення, близькі до деформацій границі текучості сталі (εy), 
або можуть перевищувати їх (εpl=nplyεy, εy= fy/E, E – модуль деформації 
сталі). Загальна жорсткість стрижня з урахуванням розвитку обмежених 
пластичних деформацій враховується через теорію приведеного модуля. 

Таким чином, прийнята робоча гіпотеза, що в поперечному перерізі в 
крайніх фібрових волокнах стрижня виникають пластичні деформації при 
втраті стійкості [6, 52, 53]. 

0pl N M      .      (3.a) 

εpl= ε0+σcal/E+ (0,5π2h/l2) (δf0+eb+epl)/(σcr/ σcal -1).  (3.b) 
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Кожне значення деформацій, що входить до формул (3), залежить від 
особливих чинників. Деформації від центрального стиску (εN) залежать від 
значення поздовжньої сили (N) і модуля пружності сталі (E). Вважається, 
що нормальні напруження від поздовжньої сили не більше певного 
нормативного значення від міцності сталі (σcal= N/ Acal≤fy), відповідно 
деформації при ідеальному стиску можуть приймати значення: 

 

εNy= σcal/Et, при fе< σcal= N/ Acal≤fy.     (4.а) 

εNe= σcal/E, при  σcal=N/ Acal ≤ fе.    (4.b) 

 

Деформації від згину (εM) залежать від максимальних вигинів при втраті 

стійкості стрижня (δm): 
2

2

1
sin

2M m
x x

y l

p p ll

         
 

; εm= yπ2δm/l2. 

Максимальний вигин стрижня залежить також від початкових 
недосконалостей (δf0, eb) та додаткового ексцентриситету (epl) поздовжньої 
сили: δm= δf0+eb+epl. Додатковий ексцентриситет (epl) поздовжньої сили 
виникає від розвитку обмежених пластичних деформацій і зміщення осі 
центру перерізу. Зміщення осі центру перерізу є наслідком зміни модуля 
деформації сталі у фібрах, в яких розвиваються пружно-пластичні і 
пластичні деформації. Ексцентриситет (epl) залежить також від форми 
перерізу стрижня. Максимальні переміщення δm при втраті стійкості 
серединного перерізу (z=l/2), окрім початкових недосконалостей 
прикладання зусилля та початкових прогинів, буде залежати від 
поздовжнього згину: зростання згинального моменту в серединному 
перерізі елемента від поздовжньої сили. Відоме рішення η=fmsin(πz/l); η//=- 
fm π

2 /l2sin(πz/l), диференціального рівняння EIx: η
//+N (η+δf0+eb)=0 

рівноваги позацентрово-стиснутого стрижня [7, 8] при z=l/2 приводить до 
мультиплікатора:δm= (δf0+eb+epl)/[(π2EIx / l2 )/N -1]. Критичні напруження 
при втраті стійкості та при врахуванні приведеного модуля деформацій 
(Ty) мають вигляд за формулами Ейлера-Кармана [7, 8]. 
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x x

ET
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  .      (5) 

Об’єднання формул (1…5) дає вираз для визначення загальних 
деформацій при втраті стійкості стрижня [6]. Загальні деформації 
визначаються через збільшення початкових розрахункових нормальних 
деформацій до пластичних деформацій в крайніх фібрових волокнах. 
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Крайні фіброві волокна мають координату поперечного перерізу (y=h0/2). 
Введення в рівняння (3) радіусу інерції перерізу (ix)

2 =Іх/Аcal, використання 
відношення площі до моменту опору перерізу 0,5h/(ix)

2 = 0,5hАcal/Іх = 
Аcal/Wх відкриває можливість перейти до відносного ексцентриситет 
mxfb=Аcal(δf0+eb+epl)/Wх та гнучкості колони λx=l/ ix. 

 

εpl=ε0rs+σcal/E+[π2/(λx)
2]mxfb/(σcr/σcal -1), при fе< σcal= N/Acal≤fy.  (6) 

εpl=ε0rs+(σcal/Е)(Е/Et)+[π2/(λx)
2]mxfb/(σcr/σcal -1), при σcal=N/Acal ≤ fе (6.b) 

Поточні нормальні напруження, при яких може відбуватися початок 
втрати стійкості стрижня, і що приводить до появи в крайніх фібрових 
волокнах перерізу стрижня напружень, рівних границі текучості сталі, 
приводять через коефіцієнт поздовжнього згину (φ) до границі текучості 
сталі (fy). Від рівнянь (6) виконується перехід до квадратного рівняння 
відносно коефіцієнта поздовжнього згину (σcal= N/Acal= φfy). 

2

0 2 2

2
1

y x b
pl rs

x y

x y

f m f

E ET

f E

  
 

 

  
 
 
 
 

.    (7.a) 

2

0 2 2

2
1

y x b
pl rs

t x y

x y

f m fE

E E ET

f E

  
 

 

  
 
 
 
 

.   (7.b) 

Використання величини умовної гнучкості: 2 2 y
x x

f

E
   дає таке 

узагальнене рівняння для визначення коефіцієнта поздовжнього згину при 
втраті стійкості стрижня: 
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Використання величини умовної гнучкості: 2 2 y
x x

f

E
  , дає таке рівняння 

для визначення коефіцієнта поздовжнього згину при втраті стійкості 
стрижня: 
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Вводимо позначення функцій ΦВ1t і ΦВ2t.: 
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  (8.b) 

Тепер рівняння з визначення коефіцієнта поздовжнього згину при 
перевірці стійкості центрально-стиснутого стрижня має запис: 

2 2 2
1 2 0x B t B tФ Ф      .     (8.c) 

Квадратне рівняння (8.c), яке отримане в результаті наших досліджень, 
має рішення: 

 2 2 2
1 1 2

2

4
.

2

B t B t B t x

x

Ф Ф Ф  








    (8.d) 

Отримана формула (8.d) є подібною за структурою до формули норм з 
проектування сталевих конструкцій (1.b), що вказує на вірність 
теоретичних гіпотез, прийнятих у дослідженнях. 

Квадратне рівняння (8.с) може мати такий вигляд. 
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 .   (9.b) 

Подальші перетворення приводять до запису: 
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  (9.c) 

Формула (9.с) є подібною за структурою до формули європейських норм з 
проектування металевих конструкцій (2.b), що підтверджує вірність 
аналітичного підходу до дослідження стійкості центрально-стиснутих 
металевих стрижнів з урахуванням розвитку пружно-пластичних 
деформацій та початкових геометричних недосконалостей.  

Формули (8.d) та (9.с) спрощуються і переходять до формул, отриманих у 
роботі [6], і ще більше наближаються до формул вітчизняних та 

європейських норм (1.b, 2.b), якщо прийняти 1,0;tE

E
  початкові 

залишкові деформації відсутні 0 0;rs y y plf T   . 

В даному випадку маємо 2 1,0B tФ  . 
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.    (10.b) 

Висновки 

Підтверджено теоретичні основи узагальненого деформаційного підходу 
для визначення коефіцієнта поздовжнього згину центрально-стиснутого 
стрижня при врахуванні початкових залишкових напружень, ексцентри-
ситету прикладання поздовжньої сили, початкових вигинів. Також 
враховується точка початку втрати стійкості через відношення значення 
дотичного модуля до значення модуля пружності сталі. Показано 
узагальнене теоретичне обґрунтування розрахунку центрально-стиснутих 
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стрижнів за вітчизняними і європейськими нормами. Відмінність між 
нормативними документами з проектування металевих конструкцій за 
ДБН і Єврокодом 3 пояснюється різними базовими експериментальними 
результатами, що апроксимуються. Знак «плюс» або «мінус» перед знаком 
радикала у формулах (1, 2, 8, 9, 10) пояснюється тим, що величини 
фактору стійкості повинні бути менше одиниці в певному діапазоні, а при 
незначній умовній гнучкості вираз не повинен давати невизначеність. В 
останньому сенсі, формула європейських норм більш доречна, але має 
обмеження мінімальної величини умовної гнучкості. Можлива певна 
взаємна заміна формул для визначення центрально-стиснутих стрижнів 
через врахування приведених досліджень. 
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