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Розподіл напружень у сипкому середовищі 
обмеженому стінками споруди силосного типу 
 

На основі теорії пластичності розв’язана задача про розподіл компонентів напружень зв’язного 
сипкого середовища у спорудах силосного типу. Встановлено зв’язки механічних властивостей сипкого 
середовища, геометричних параметрів силоса з напруженнями у споруді та умовами граничної рівноваги 
матеріала, крім визначення форм ліній ковзання при порушенні граничної рівноваги. 
напруження, сипке середовище, стінки силоса, кола Мора 

У промисловості та сільському господарстві для зберігання сипких матеріалів 
широке поширення мають споруди силосного типу. При цьому до теперішнього часу не 
існує адекватних результатів теоретичних досліджень щодо визначення тиску сипких 
матеріалів на стінки силосів та умов розвантаження матеріалу під дією гравітаційних 
сил. Природа утворення склепінь та вплив на склепоутворення механічних 
властивостей не достатньо вивчена. Більшість результатів досліджень щодо механіки 
сипких середовищ базується на теорії пластичності, при цьому сипке середовище 
вважається ідеально сипким. Більшість результатів досліджень ґрунтується на 
результатах експериментів і не носить достатньої узагальненості [1]. Теоретичні 
дослідження обмежуються розв’язанням найбільш простих випадків статики сипкого 
середовища [2,3,4] або динаміки середовища по аналогії з Ньютоновською рідиною. [5]  

Метою даних досліджень є встановлення зв’язків механічних властивостей 
сипкого середовища, геометричних параметрів силоса з напруженнями у споруді та 
умовами граничної рівноваги матеріала, крім визначення форм ліній ковзання при 
порушенні граничної рівноваги. 

Для досягнення поставленої мети розв’язувались наступні задачі: 
- визначення критерія гарничної рівноваги для зв’язного сипкого середовища; 
- визначення розподілу компонентів напружень у споруді силосного типу; 
- визначення форм ліній ковзання при настанні пластичності (текучості).  
Результати досліджень. В багатьох процесах при формалізації матеріалів і 

середовищ застосовується модель сипкого дискретного середовища. До таких моделей 
приходять у випадках формалізації процесів пов’язаних з зерновими матеріалами, 
комбікормами, продуктами переробки зернових, бобових та олійних культур. При 
цьому ці матеріали мають суттєві відмінності  у механічних властивостях, зокрема 
граничному напруженні зсуву, початковому напруженні зсуву, коефіцієнтах 
внутрішнього та зовнішнього тертя. Тому при формалізації процесів дуже важливим є 
врахування цих властивостей при визначенні умов руху таких матеріалів, визначенні 
навантажень з боку матеріалів на конструкції, споруди та робочі органи. Крім того 
важливим є знання величин зовнішніх впливів при необхідності переміщення цих 
матеріалів та зміни їх властивостей. Особливо важливим є забезпечення умов 
розвантаження споруд силосного типу. 
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© В.П. Ковбаса, В.В. Ярошенко, 2010 



Конструювання, виробництво  та  експлуатація  сільськогосподарських  машин, 2010, вип. 40, част. І 

 

 315

 
Виходячи з вищеозначеного знання зв’язків компонентів напружень таких 

матеріалів та умов порушення рівноваги має надзвичайно важливе значення.  У 
відповідності з твердженням Хаара та Кармана класична теорія пластичності та теорія 
граничної рівноваги ґрунтів (теорія сипкого середовища) мають спільне підґрунтя, 
тому аналіз сипкого середовища проводиться з застосуванням методів класичної теорії 
пластичності. 

Однією з найбільш поширених та найбільш застосовуваних до сипкого 
середовища критеріїв повної пластичності (умови граничної рівноваги) є критерій 
Треска, згідно з яким умова граничної рівноваги має вигляд: 

3 2 1 3, 2kσ σ σ σ= − = ,     (1) 

де 1σ , 2σ , 3σ  - головні напруження в середовищі; 
k  - константа, що характеризує границю переходу середовища у пластичний 

стан. 
Для визначення величини k  (тобто умови рівноваги) можна скористатися 

колами Мора (рис.1). 

 

Рисунок 1 - Кола Мора для визначення співвідношень між компонентами напружень та умов настання 
пластичності 

На рис.1 позначення мають наступні трактовки: 0τ  - початкове напруження 
зсуву для зв’язного сипкого середовища, ϕ  - кут внутрішнього тертя середовища, 1σ , 

2σ , 3σ  - головні напруження в середовищі (відповідно найбільше, середнє, та 
найменше). Згідно Отто Мору 1CA  та 2CA  - лінії ковзання по яких відбувається 
пластична течія або порушується суцільність. Співвідношення між компонентами 
напружень на лініях ковзання мають вигляд: 
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1 3 0

1 3

1 2 ;
sin

2

tq
σ σ τ

ϕ
σ σϕ

+
+

=
−

     (2) 

З виразу (2) на лініях ковзання можна отримати співвідношення між 
властивостями середовища та компонентами напружень: 

3 0 3 1 0 1
1 3

2 sin sin;
1 sin 1 sin
ctq ctqσ τ ϕ σ ϕ σ τ ϕ σ ϕ

σ σ
ϕ ϕ

+ + − − +
= =

− + +
. (3) 

Згідно з представлень напружень через кола Мора максимальне дотичне 

напруження має вигляд: 1 3
max 2

σ σ
τ

−
= , що у відповідності з умовою пластичності 

Треска: 

1 3
max ,

2
k k constσ σ

τ
−

= ≤ − , або 1 3 2kσ σ− = .     

Слід відзначити, що постійна k  для пластичного зв’язного (сипкого) 
середовища може бути отримана з умови (3) з урахуванням того що: 

3 1 2kσ σ= − , при  2 3σ σ= , 3 1
1 (3 )
2

σ σ σ= − , 1 2 3
1 ( )
3

σ σ σ σ= + + . 

Підстановка виразів для σ  та 3σ  у перше рівняння (3)та вираження з нього 
постійної k  дає вираз: 

03( sin cos ) .
3 sin

k σ ϕ τ ϕ
ϕ

+
= −

− +
     (4) 

Графічно вираз (4) при постійному напруженні constσ =  має вигляд 
представлений на рис.2. 

Для розв’язання задач статики пластичного (дискретного сипкого) середовища 
необхідно знати як зв’язані компоненти напружень між собою та який зв’язок вони 
мають з механічними властивостями самого середовища. 

На площадці довільно нахиленій до осей координат xyz  зв’язок між 
компонентами напружень та головними напруженнями визначається через напрямні 
косинуси: 
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Рисунок 2 - Залежність постійної k  від кута внутрішнього тертя ϕ  та початкового напруження зсуву 

0τ  середовища при 100кПаσ =  

2 2 2
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де існує зв’язок між осями координат та напрямками головних напружень через 
напрямні косинуси: 

 1 2 3 
x  

1l  1m  1n  

y  
2l  2m  2n  

z  3l  3m  3n  

 
При цьому існує зв’язок: 
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2 2 2
1 2 3 1 1 2 2 3 3
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З урахуванням (1) та (5) компоненти напружень можуть бути записані 
наступним чином: 

2
1 1 2

2
3 1 3

2
3 1 2

2 / 3 2 ; 2 ;

2 / 3 2 ; 2 ;

2 / 3 2 ; 2 ,

z xy

y yz

z xz

k k n k n n

k k n k n n

k k n k n n

σ σ τ

σ σ τ

σ σ τ

= − + =

= − + =

= − + =

   (6) 

2 2 2
1 2 3 1n n n+ + = .      

Якщо з виразів (6) для компонентів нормальних напружень виразити 1 2 3, ,n n n  і 
підставити у вирази для i jτ , можна записати: 

2 2

2

( 2 3)( 2 3); ( 2 3)( 2 3);

( 2 3)( 2 3),
xy x y yz y z

xz x z

k k k k

k k

τ σ σ σ σ τ σ σ σ σ

τ σ σ σ σ

= − + − + = − + − +

= − + − +
  (7) 

а далі: 

( 2 / 3) ; ( 2 / 3) ;

( 2 / 3) .
x yz xy zx y xz xy yz

z xy xz yz

k k

k

σ σ τ τ τ σ σ τ τ τ

σ σ τ τ τ

− + = − + =

− + =
   (8) 

Зі співвідношень (8): 

2 3 ; 2 3 ; 2 3 .zy zx zy yz xz yz
x y z

yz xz xy

k k k
τ τ τ τ τ τ

σ σ σ σ σ σ
τ τ τ

= − + = − + = − +  

 (9) 

З (9) умова граничної рівноваги: 

2 .xy zx xy yz xz yz

yx zx xy

k
τ τ τ τ τ τ
τ τ τ

+ + =       

По аналогії з рівняннями (6) для випадку, коли косинуси кутів між осями 
координат у циліндричній системі координат , ,z rθ та найбільшим головним 
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напруженням визначаться як: 1 2 3cos ; cos ; cos ,n n nα β γ= = =  де 
θσβσγσα 111 ,, −−− zr , співвідношення між напруженнями матимуть вигляд: 

2 22 22 cos ; 2 cos ;
3 3r k k k kθσ σ α σ σ β= − + = − +    

22 2 cos ; 2 cos cos ; 2 cos cos ;
3

2 cos cos .

z r z

zr

k k k k

k

θ θσ σ γ τ α β τ γ β

τ α γ

= − + = =

=
  (10) 

 

Рисунок 3 - Сили, що діють на елемент сипкого середовища в циліндричній системі координат 

Для аналізу напруженого стану сипкого матеріалу у споруді силосного типу 
можна використати рівняння динаміки руху суцільного середовища : 

0;

2 0;

0,

r rr zr
r r

r r z

zzr zr z
z z

k F
r r r z

k F
r r r z

k F
r r r z

θ θ

θ θ θ θ
θ θ

θ

σ σ τσ τ ρ
θ

τ τ σ τ
ρ

θ
ττ τ σ ρ
θ

− ∂∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + + + =
∂ ∂ ∂

∂∂ ∂
+ + + + + =

∂ ∂ ∂

  (11) 

де rkρ , kθρ , zkρ  - об’ємні сили; 

rF , Fθ , zF  - розподілені по границях об’єму зовнішні сили. 
По аналогії з пружною постановкою (до настання граничного стану сипкого 

матеріалу) задачі для випадку з осьовою симетрією на основі рівнянь Гука, при 
відсутності кручення навкруги осі oz та відсутності можливості розширення у 
радіальному напрямку (стінки силоса абсолютно жорсткі) деформації у відповідних 
напрямках становлять: 
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1 ( ( )) 0;

1 ( ( )) 0.

z r

r r z

θ θ

θ

ε σ ν σ σ

ε σ ν σ σ

= − + =
Ε

= − + =
Ε

     (12) 

З (12) можна записати:  

;r zθσ ν σ ν σ= +      (а) 

.r
r z z

θ
θ

σ ν σ
σ ν σ ν σ σ

ν
−

= + → =     (б) 

Якщо (б) підставити в (а), можна записати: 

;
,

r r

r r

θ θ

θ θ

σ ν σ σ ν σ
σ ν σ ν σ σ

= + −

+ = +
       

звідки:  r θσ σ= . 
Враховуючи те, що r θσ σ= , з (7) випливає, що 0rθτ = . Крім того слід 

відзначити, що компонента напружень zθτ  на залежить від кута повороту, тому 

( ) 0z rθτ θ∂ ∂ = . В цьому випадку рівняння (11) приймуть вигляд: 

0;

0.

r zr
r r

zr zr z
z z

k F
r z

k F
r r z

σ τ ρ

τ τ σ ρ

∂ ∂
+ + + =

∂ ∂
∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂

   (13) 

В останньому рівнянні (в умовах гравітації) об’ємна сила в напрямку осі or  -- 
0rkρ = . А в напрямку осі oz  -- zk gρ ρ= , де 29.81,g м с= . 
Величини rF  та zF  є силами, що діють з боку стінок силоса  на сипке 

середовище. У загальному випадку при куті нахилу твірної стінки силоса до горизонту 
β  (рис. 4.) величини rF  та zF  визначаться як: 

( )2 21 sin ;
2r z rF f cos

R
σ β σ β

π
= +      

( )2 21 sin cos
2z r zF f

R
σ β σ β

π
= + ,   (14) 

де R  - радіус силоса в точці, в якій визначається сила; 
f  - коефіцієнт зовнішнього тертя сипкого матеріала по стінці силоса. 
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Величини компонентів , ,z r z rσ σ τ  визначаються рівняннями (10). З урахуванням 
виразів (10) та (14) рівняння динаміки (13) приймуть вигляд: 

( )

( )( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( )

0

0

0

0

1 1 cos2 cos 31 csc
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4 3csc 1

4 6cos2 c 3sin2

1
4

f f

R f f

r r
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z z

g

β τ ϕ σ
ϕ

π β α τ ϕ ϕ σ

α σϕ α τ ϕ ϕ σ α ϕ
ϕ

α σα τ ϕ σ α

ρ
π

  − + + − + +
  +

  + − + + +  
 ∂ ∂  + − + + + + =  − ∂ ∂  
 ∂ ∂ + + +  ∂ ∂  
 

+
( )

( )( )( )
( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

0

0

1 1 cos2 cos 3
csc

3csc 1 3 1 1 cos2 cos2 cos sin

1 6cos2 cos 3sin2
3csc 1

3 2csc sin2 cos sin csc cos2 0.
3csc 1

f f

R f f

r r

z r

β τ ϕ σ
ϕ

ϕ β α τ ϕ ϕσ

α σα τ ϕ σ α
ϕ

α σϕ α τ ϕ ϕσ ϕ α
ϕ

















 − − + − + +
 +  − + − + − +  

 ∂ ∂ + + + + − ∂ ∂ 

∂ ∂ + + + − = − ∂ ∂ 






 (15) 

Дана система двох залежних гідростатичного напруження ( , )z rσ  та кута 
( , )z rα  між віссю z  та напрямком найбільшого головного напруження 1σ  від двох 

незалежних змінних ,z r , які визначають положення точки у сипкому матеріалі. 
Система диференціальних рівнянь (15) є системою гіперболічних нелінійних 

неоднорідних рівнянь першого порядку, яка не може бути розв’язана у загальному 
вигляді. Чисельні розв’язки цієї системи не можуть дати узагальненості для аналізу 
розподілу компонентів напружень та визначення положень і форм ліній ковзання. Тому 
можна зробити спробу розв’язати дану систему наближеними методами. 

β

r

z

zF
rF

 
Рисунок 4 - Схема дії сил з боку стінок силоса 
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Такий розв’язок може полягати в наступному. Підбирається потенціальна 
функція зміни гідростатичного напруження ( , )z rσ  з певним невідомим коефіцієнтом 
та потенціальна функція зміни кута нахилу ( , )z rα  з певним невідомим коефіцієнтом, 
які повинні задовольнити граничні (початкові) умови і водночас ці функція повинні 
задовольнити рівняння (15). Потім знаходяться невідомі коефіцієнти. Таким чином 
задача може бути розв’язана. Слід зазначити, що функції ( , )z rσ  та ( , )z rα  повинні 
бути гладкими та їх диференціали не повинні давати постійних, тобто: 

, , , .const const const const
r z r z
σ σ α α∂ ∂ ∂ ∂
≠ ≠ ≠ ≠

∂ ∂ ∂ ∂
 

Початкові умови, які повинні задовольняти функції, формулюються наступним 
чином [2]: 

( )
0

, 0
z

z rσ
=
= ; ( )

0
,

2z
z r πα

=
= .      

Крім того розкладемо трансцендентні функції кута α  у ряд Маклорена, що 
дозволить розв’язувати алгебраїчні рівняння: 

2cos 1 2; sin .α α α α→ − →       

Враховуючи результати експериментальних досліджень щодо вигляду функції 
( , )z rσ  [1], останню можна представити у вигляді: 

( )1 1 exp sin 3
3 2

z Rb g arctg
R r R

σ ρ ϕ
π

    = + − −    +   
;  (16) 

 

( )exp 2 1 exp sin 3
2 2

6

z z Rb g R z arctg
R R r R

z R

ρ π ϕ
π πσ

π

       − + − −         + ∂      =
∂

;  

( )

( )2 2

1 exp sin 3
2

3 2 2

zb g R z
R

r r r R R

ρ ϕ
πσ

  
+ − −  

∂   =
∂ + +

,     

де b  - невідомий коефіцієнт (коефіцієнт незнання). 
Функцію ( , )z rα  можна представити у вигляді: 

2
z rc
h R

πα = + + ;    (17) 
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2
c

z h z h
α∂
=

∂
;  

1
2r R r R

α∂
=

∂
, 

де c  - невідомий коефіцієнт (коефіцієнт незнання); 
h  - висота силоса. 
Стосовно коефіцієнтів незнання b  та c  слід відзначити, що вони повинні бути 

визначені експериментально і, швидше за все, будуть залежати від механічних 
властивостей сипкого середовища. 

Графічно (16) та (17) представлені на рис. 5. 
Враховуючи осьову симетрію споруди силосного типу для випадку 

використання циліндричної системи координат та при відсутності кручення вирази (10) 
приймуть вигляд: 

2 22 22 cos ; 2 sin ; 2 cos sin
3 3r z zrk k k k kσ σ α σ σ α τ α α= − + = − + = ,  (18) 

де α  - кут нахилу напрямку найбільшого головного напруження до осі oz  
(залежність (17)). 

Залежності (18) повністю визначають розподіл компонентів напружень 
зв’язного сипкого середовища у споруді силосного типу. 

 

  

Рисунок 5 - Графіки функцій ( , )z rσ  та ( , )z rα . 

Висновки. В роботі визначений аналітичний вираз критерія рівноваги зв’язного 
сипкого середовища, що враховує механічні властивості останнього, а саме початкове 
напруження зсуву 0τ  та кут внутрішнього тертя ϕ . 

На основі теорії пластичності розв’язана задача про розподіл компонентів 
напружень зв’язного сипкого середовища у споруді силосного типу, яка дозволяє 
враховувати механічні властивості середовища та геометричні параметри споруди. Це 
дозволяє визначати зони порушення рівноваги середовища у споруді, що суттєво 
впливають на умови розвантаження силосів та визначити динамічні навантаження на 
стінки самих споруд.  
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Огляд досліджень витоку сипких матеріалів 

Визначено, що необхідна методика обґрунтування параметрів і режимів роботи 
вивантажувальних пристроїв комбайнів з урахуванням механіко-технологічних властивостей 
сільськогосподарських матеріалів, законів руху сипких тіл та особливостей технологічних процесів і 
операцій, пов'язаних із накопиченням і перевантаженням зерно-рослинного матеріалу із самоскидного 
бункера. 
механіка, сипке тіло, гравітаційний виток, зерновий матеріал, самоскидний бункер 

Постановка проблеми у загальному вигляді та її зв'язок з важливим науково-
практичним завданням. Високопродуктивна та якісна робота збиральних машин і 
комбайнів значною мірою залежить від швидкості вивантаження збираного продукту та 
параметрів і режимів роботи вивантажувальних пристроїв[1-2]. Зважаючи на це, значна 
частина науковців і винахідників обрала метою своїх досліджень та винаходів 
вирішення проблеми забезпечення стабільності процесу вивантаження зібраного 
матеріалу з   бункера-накопичувача.   Досягнення   позитивних результатів їх наукового 
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