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Введение. Обоснованный Л.Крокко механизм запаздывания τ  сгорания топлива 
оставался единственным общепризнанным механизмом вибрационного горения [1], что 
сыграло выдающуюся роль в развитии теории этого явления [2]. Способы подавления 
автоколебаний пытались определить экспериментально, с затратой значительных 
средств и времени. 

В 50-х годах акустические поглотители, в основе которых положен резонатор 
Гельмгольца, были успешно применены для подавления автоколебаний в воздушно-
реактивных двигателях. Вслед за этим они нашли применение в камерах сгорания жидко-
стных реактивных двигателей [3]. Для стабилизации поперечных форм колебаний начали 
применять анти-импульсные перегородки, которые также используются для борьбы с про-
дольно-поперечными колебаниями. Достаточно полной теории процесса подавления коле-
баний анти-импульсными перегородками еще не создано [3]. В [4] для уменьшения ампли-
туды автоколебаний, возникающих при вибрационном горении, был использован проточ-
ный динамический демпфер. Также в этой работе аналитически определены способы 
уменьшения амплитуды колебаний, близких по форме к гармоническим. Механизм отри-
цательного теплового сопротивления, порождающий автоколебания как при конвективном 
подводе теплоты, так и при сгорании газообразного топлива, был обоснован в [5]. Автоко-
лебания, возбуждающиеся при проявлении этого механизма, имеют диаметрально проти-
воположный характер [6] изменения в сравнении с колебаниями генерируемыми механиз-
мом Л.Крокко. Эта особенность должна быть учтена при разработке способов управления 
амплитудой колебаний вибрационного горения или их полного подавления. 

Постановка задачи. Задачей данной работы является математическое моделирова-
ние автоколебаний вибрационного горения в трубе Рийке (рис.1), возбуждаемых совмест-
ным действием механизмов неустойчивости Л.Крокко, запаздывания сгорания топлива и 
предложенного авторами отрицательного теплового сопротивления при включении в ко-
лебательный контур резонатора Гельмгольца. При этом определяется влияние акустиче-
ских параметров резонатора (

гaL  − акустической массы и 
гaС  − акустической гибкости) 

на характер демпфирования рассматриваемых автоколебаний, что позволит осуществить 
оптимально демпфирование автоколебаний с помощью резонатора Гельмгольца. 

Результаты работы. Нестационарные движения сжимаемой среды в сосредото-
ченном колебательном контуре трубы Рийке [6-7], акустические параметры которой aL  

и aС , а к емкости перед источником теплоподвода подключен резонатор Гельмгольца 

(рис.1), описываются следующей системой уравнений: 
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где т0 ppP −= , г0
~

ppP −= , функция ( )Pϕ  является обращением зависимости 
2
вхдрGkP = , т.е. ( ) дрkPP =ϕ , гG  − массовый расход воздуха в емкость резонатора, 

тG  − массовый расход продуктов сгорания, ( )тGF  − напорная характеристика тепло-
подвода [6]. 

 

Рисунок 1 − Схема колебательного контура трубы Рийке с резонатором Гельмгольца 
 

При уменьшении длины гl  трубки резонатора Гельмгольца его акустическая 

масса 0ггaг
→= SL l ; в системе (1) 0k г = , PP

~= , и она преобразуется в динамиче-

скую систему с одной степенью свободы: 
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Таким образом, в этом случае действие резонатора Гельмгольца сводится лишь к 
увеличению акустической гибкости основного колебательного контура. Анализ свойств 
автоколебаний  системы (2) проводился в [6]. 

Также несложно проверить, что при уменьшении емкости резонатора, когда 
0

гa →C , из (1) получается система (2), в которой следует положить 0
гa =C . Следова-

тельно, в случае уменьшения акустической гибкости 
гaC  резонатора его динамическое 

воздействие на основной колебательный контур ослабевает и при нулевой гибкости 
0

гa =C , даже когда 0
гa ≠L , его действие вовсе аннулируется. 

Перейдем к безразмерным переменным, полагая: 
∗= тт1 GGx , ∗= PPx2 , ∗= гг3 GGx , ∗= PPx

~~
4 , tmtt =′ , tmττ =′ ,           (3) 

где tm  − характерный масштаб времени (например, c 1t =m ), а параметры стационар-

ного режима ∗
tG , ∗P , ∗

гG  и ∗P
~

 определяются из (1), где положено: 

0=dtdP ,   0т =dtdG ,  0
~ =dtPd ,  0г =dtdG .                             (4) 

Полагая ξ=∗
тG , из (1) при условии (4) получаем следующие выражения для па-

раметров стационарного режима: ( )ξFPP == ∗∗ ~
, 0г =∗G , причем ( ) 2ξξFk = . В 

дальнейшем, т.к. величина ∗
гG  входит в знаменателе в состав безразмерной переменной 
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3x , полагаем mG =∗
г , где m  − произвольная размерная константа (например ξ=m ). 

После замены переменных (3) система (1) приводится к следующей форме: 
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На рис.2 изображены предельные циклы и формы, соответствующие им перио-
дические автоколебательные решения системы уравнений (5) при изменении акустиче-
ской массы 

гaL  резонатора Гельмгольца, когда 1.0=′τ , aaг
CC = . 

Рисунок 2 − Предельные циклы и формы автоколебаний при изменении 
гaL  

Характер деформации предельного цикла и автоколебательных решений систе-
мы (5) при 1.0=′τ , aaг

LL =  и варьировании акустической гибкости 
гaC  резонатора 

Гельмгольца приведен на рис.3. В этом случае автоколебания, как и в предыдущем слу-
чае (рис.2), возбуждаются совместным действием механизма Л.Крокко и отрицательно-
го теплового сопротивления. 

Рисунок 3 − Предельные циклы и формы автоколебаний при изменении 
гaC  
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При малых значениях запаздывания τ ′  механизм неустойчивости Л.Крокко фак-
тически не проявляется и автоколебания в динамической системе (рис.1) возбуждаются 
из-за наличия восходящей (неустойчивой) ветви ( ) 0тт >dGGdF  на напорной характе-

ристике ( )тGF  (механизм теплоподвода) [4-6]. Однако с ростом τ ′  действие механизма 
Л.Крокко усиливается, и он начинает преобладать над механизмом теплоподвода. Это 
приводит к диаметрально противоположному характеру изменения амплитуды автоко-
лебаний в трубе Рийке (рис.1) при варьировании акустических параметров резонатора 
Гельмгольца. 

Рассмотрим далее, как на автоколебания в основном колебательном контуре 
влияет резонатор Гельмгольца при одновременном увеличении его акустической гиб-

кости и массы. Для этого положим в (5) a
1

aг
СС ⋅= −ε , a

1
aг

LL ⋅= −ε  при 0→ε : 
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Автоколебательное решение системы (6) можно получить методом малого пара-
метра, разлагая его в ряд по степеням 0>ε : 
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k tXtX εττε , ( ) ( ) ( ) ( )[ ]TtxtxtxtxX ετετετετε ,, ,,, ,,, ,,, 4321 ′′′′′′′′= ,     (7) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]Tkkkkk txtxtxtxtX τττττ ′′′′′′′′=′′ , ,, ,, ,,, ,4,3,2,1  ( )0≥k . При 0=ε  система (6) 

вырождается в следующую динамическую систему: 

( )
( )
( ) 2

11

t

a x
F

xF

td

dx

Fm

L
−=

′








ξ
ξ

ξ
ξ

,    
( ) ( ) 21

2

t

a xtx
td

dx

m

FC −′−′=
′








τ

ξ
ξ

,                 (8) 

которая согласно (2) описывает автоколебания в трубе Рийке без подключенного к ней 

резонатора. Обозначим через ( )tx ′∗
1 , ( )tx ′∗

2  периодическое решение системы (8). Тогда 

нулевое приближение в (7) запишется в виде ( ) ( )[ ]TtxtxX 0 ,0 , , 210 ′′= ∗∗ . Для нахождения 

следующих слагаемых kX ( )1≥k  необходимо выполнить стандартную процедуру под-

становки (7) в (6). Далее, приравнивая слагаемые при одинаковых степенях ε , получа-
ется рекуррентная последовательность линейных дифференциальных уравнений, из ко-
торой с любой заданной точностью можно получить автоколебательное решение 

( )τε ′′,tX  исходной системы (7). На рис.4. приведены трехмерное сечение аттрактора 

(рис.4, а), автоколебания, определяемые системой (6) при 101=ε  (рис.4, б), а также 
автоколебания (рис.4, в), описываемые системой (8). Положение равновесия в системе 
(6) является неустойчивым и при малейшем отклонении от него фазовая точка некото-
рое время движется в окрестности предельного цикла системы (8). Далее, выйдя из об-
ласти притяжения этого предельного цикла, она вплотную приближается к своему ат-
трактору, и режим динамики становится установившимся периодическим. 

Реализовать на практике случай, когда 0→ε , можно уменьшением диаметра 

гd  трубки резонатора и увеличением перепада температур: T  − в камере горения и 

0T  − в емкости резонатора. Действительно, это следует из следующих соотношений: 
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где 00 kRTc =  − скорость звука в объеме гV  резонатора, kRTc =  − скорость звука в 

камере горения. 
 

 

Рисунок 4 − Характер демпфирования автоколебаний при увеличении 
акустических параметров резонатора Гельмгольца 

 
Выводы. Получена динамическая система с сосредоточенными параметрами, 

представляющая математическую модель трубы Рийке при присоединении к ней резо-
натора Гельмгольца. Установлен характер преобразования предельных циклов и соот-
ветствующих им форм автоколебаний в такой динамической системе при совместном 
действии механизмов неустойчивости Л.Крокко и отрицательного теплового сопротив-
ления с изменением акустических параметров резонатора Гельмгольца. 
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