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Вступ. Для використання апроксимації побудови наближеного розв’язку задач, 

що моделюють коливальні процеси з різного роду граничними та крайовими умовами, 
отримані і достатньо ефективно використовуються: покрокові методи (типу Рунге-
Кутта); методи, що засновані на різницевих схемах або рядами; методи типу Ритца-
Гальоркіна; методи поліноміальної апроксимації; скінченнорізницеві методи; метод 
сплайн-коллокації та ін. У їх розвиток великий внесок зробили О.А.Самарський, 
А.М.Тіхонов, В.С.Рябенький та багато інших. Основною проблемою використання 
сплайн-методів залишається невисока точність отриманого наближеного розв’язку. Пи-
танням підвищення точності сплайн-розв’язку крайових задач приділялось багато уваги 
в роботах В.Л.Мірошніченко, С.Б.Стечкина, Ю.М.Субботіна, А.О.Лігуна та багатьох 
інших. Цій проблемі присвячені ряд робіт Худої Ж.В., в яких розроблено сплайн-
методи ідентифікації параметрів моделі, яка описує параметричний коливальний про-
цес при заданих початкових умовах, якщо параметри моделі є неперервними функціями 
або функціями, що мають скінчене число розривів першого роду [1, 2]. 

Постановка задачі. Залишається актуальним питання побудови алгоритмів від-
новлення сплайнами кривих, які є розв’язками крайових задач з використанням можли-
востей програм Microsoft Office. В даній роботі ці питання вивчаються на прикладі за-
дачі Коші, яка є моделлю параметричного коливального процесу лінійної динамічної 
системи другого порядку. 

Розглядається задача Коші для лінійного диференціального рівняння другого 
порядку із змінними коефіцієнтами, що характеризують стан динамічного об'єкту: 

)()()( xfyxqyxpy =+′+′′ ,                                                (1) 

0,0 )0()0( yyyy ′=′= ,                                                     (2) 

де )(,)(,)( xfxqxp  – двічі неперервно диференційовані функції. 

Будемо шукати наближений розв’язок задачі (1), (2) у вигляді кубічного сплайна 

)(3 xS  з вузлами на сітці ∆ . Сплайн )(3 xS  – це кубічний сплайн, який є лінійною ком-

бінацією В-сплайнів. 

Результати роботи. Введемо на інтервалі ],[ ba ′′  розбиття ∆ : 

bxxxa N
′=<<<=′ ...10 . Припустимо, що вузли сплайнів і вузли колокації співпа-

дають в точках 
i
x . Параметри рівняння (1) не мають особливостей. 

Використовуємо відомі асимптотичні розвинення першої і другої похідних інте-
рполяційного кубічного сплайна у вузлах розбиття 
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тоді при 0→h  
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Щоб отримати схему підвищеної точності відновлення кривих розв’язку (1) та 

(2) сплайн-методом розв’язується «підправлена» задача, тобто коефіцієнти рівняння (1) 

замінюємо на виправлені коефіцієнти. Тоді задача з ідентифікованими параметрами має 

вигляд: 
2222

)()()1( hfyhqyhpyh θβαη −=++′++′′+ ,                              (7) 

де iiii θβαη ,,
,

 – поправки, які обчислюються за формулами: 
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Розв’язок рівнянь (1), (2) будемо шукати у вигляді сплайну 

∑
∞

−=









−=

1

33 )(

i

i i
h

x
BCxS ,   Nnnhx ∈∈ ,],0[ ,                               (9) 

де 







− i

h

x
B3  – нормований кубічний В-сплайн. 

Застосуємо класичний сплайн-колокаційний метод до задачі (7). Після викорис-

тання відомих значень В-сплайну та його похідних у вузлах розбиття розв’язання зада-

чі може бути зведено до розв’язання наступної системи відносно коефіцієнтів сплайну 

(9): 
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Розв’язання системи (10) може бути зведено до наступної схеми обчислення ко-

ефіцієнтів сплайну (9): 
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де iη , iα , iβ , iθ   )1( ≥i  мають вигляд (8). 

Перевага цієї схеми в тому, що вона має більш високу точність в порівнянні з 

класичною колокаційною схемою, порядок точності якої, як відомо, )(
2

hO . 

Продемонструємо наведену схему підвищеної точності відновлення кривої роз-

в’язку задачі (1), (2) сплайнами з використанням можливостей програм Microsoft Office, 

зокрема електронних таблиць. 

Нехай задано диференціальне рівняння 
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з початковими умовами:   0)0( =y ,   1)0( =′y . 

Необхідно знайти розв’язок диференціального рівняння за методом сплайн-

колокації підвищеної точності по рівномірному розбиттю на інтервалі ]2;0[  з кроком 

1,0=h . 

Відомо, що  
x

x
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1
 – точний розв’язок. Наведемо алгоритм розв’язання задачі. 

Функції )(),(),( xfxqxp  задані. 
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Заносимо значення ix  в таблицю Excel та обчислюємо значення iii fqp ,,  (табл.1). 

Обчислюємо )(),(,)(),(),(),( xfxfxqxqxpxp ′′′′′′′′′  (табл.1): 
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Таблиця 1 – Приклад занесення до таблиці даних та розрахунок похідних 

 
 

1. Знаходимо допоміжні значення з (8) та (12), які необхідні для розрахунку ко-

ефіцієнтів сплайну (табл.2): 
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Таблиця 2 – Розрахунок допоміжних коефіцієнтів 

 
 

4. Для порівняння наближеного розв’язку з точним відомим розв’язком обчис-

люємо значення точного розв’язку в стовпчику поряд із значеннями сплайну. Точність 

наближення дає їх різниця. 

 

Таблиця 3 – Визначення коефіцієнтів iC  та 3S  
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5. Будуємо наближений сплайн розв’язок та точний розв’язок за допомогою Ма-

стера диаграмм (рис.1.) 

Значення найбільшого відхилення точного розв'язку від наближеного складає 

0,0011387. 

 

 

Рисунок 1 – Побудова точного розв’язку диференціального рівняння та сплайну 

 

Обчислені коефіцієнти 
i

C дозволяють отримати значення відновленого розв’язку 

в будь-якій точці. Кожен інтервал [ )1,
+ii xx  також розіб’ємо на інтервали з кроком 0,02 

і для кожного нового значення  із інтервалу обчислюємо )(),(3 xyxS . 

 

Таблиця 4 – Побудова відновленого розв’язку задачі (1), (2) сплайнами в точках 
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Висновки. Розроблені метод та алгоритм відновлення розв’язку диференціаль-

ного рівняння при заданих початкових умовах реалізовано за допомогою засобів 

Microsoft Excel. Наведений алгоритм є ефективними та зручним у застосуванні. Він ре-

алізує метод підвищеної точності, який дає можливість підвищення ступеня адекватно-

сті наближеного розв’язку точному. До того ж наближений розв’язок знаходиться від-

разу в усій області визначення рівняння в аналітичному вигляді, що дозволяє отримати 

значно більшу інформацію про точний розв’язок і є зручним для будь-якого дослідника 

при розв’язанні прикладних задач. 
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СОЗДАНИЕ ЧЕЛОВЕКО-МАШИННОГО ИНТЕРФЕЙСА 
ДЛЯ ДИНАМИЧЕСКИХ ТРЕНАЖЕРОВ 

 

Введение. Ключевыми элементами системы тренинга в рамках динамического 

тренажера (ДТ) являются наглядность технологического процесса (ТП) и представле-

ние его как совокупности объектов управления (ОУ). Причем, для ДТ как модельной 

системы управления ТП и ОУ важно сохранять все управленческие функции, свойст-

венные реальным автоматизированным системам управления (АСУ). 

Оптимальными средствами реализации подобного подхода являются инструмен-

тальные системы разработки, прежде всего SCADA-системы. 

Постановка задачи. В рамках создания ДТ для ТП необходимо разработать по-

нятный и наглядный графический интерфейс автоматизированного рабочего места 

(АРМ) оператора/диспетчера с сохранением всех ключевых функций производствен-

ных АСУ. 

В качестве примера ТП и ОУ рассматривается парогенератор барабанного типа, 

для которого реализованы элементы ДТ. 

Результаты работы. Котельный агрегат (парогенератор) включает барабан, 

топку, пароперегреватель и хвостовые поверхности нагрева (для простоты схемы не 

показаны) (рис.1). Основной показатель качества работы парогенератора – давление 

пара за котлом, основное возмущение – колебания нагрузки. Поэтому, основная задача 

при автоматизации котельного агрегата – регулирование давления пара на выходе кот-

ла. 

Эта задача решается с помощью каскадной автоматизированной системы регу-

лирования (АСР) давления пара за котлом (поз.1). Промежуточная регулируемая вели-

чина – давление пара в барабане, регулирующее воздействие – расход топлива. 


