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ДИНАМИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ДИСКРЕТНО ПОДКРЕПЛЕННЫХ 
ПРОДОЛЬНЫМИ РЕБРАМИ ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫХ ОБОЛОЧЕК ПРИ 

НЕСТАЦИОНАРНОЙ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКЕ 

 
В работе рассмотрен геометрически нелинейный вариант постановки 

задач о   динамическом поведении дискретно подкрепленных продольными 
ребрами        эллипсоидальных оболочек. Численно решены задачи и 
проведен анализ результатов исследования динамического поведения 
продольно               подкрепленных эллипсоидальных оболочек при 
нестационарной нагрузке. 

The statement of problems of forced nonaxisymmetric vibrations of 
longitudinal supported ellipsoidal shells under nonstationary loads with using  
geometrically nonlinear theory is presented. A numerical algorithm of solving is 
constructed and an analysis of obtained results is given. 

Введение. Исследование вынужденных колебаний упругих элементов занимает 
важное место в динамике деформируемых систем, в частности в динамике оболочек и 
оболочечных конструкций. В основном рассмотрены осесимметричные и 
неосесимметричные гармонические колебания подкрепленных оболочек простой 
геометрии (цилиндрические, конические и сферические подкрепленные оболочки) [1 – 
3]. Результаты по вынужденным колебаниям подкрепленных оболочек при импульсных 
нагрузках представлены в работах [4 – 6]. Сложность решения аналитическими методами 
задач для оболочек сложной формы, приводит к необходимости применения различных 
численных подходов. Вынужденные колебания гладких и подкрепленных оболочек 
канонической формы при нестационарных нагрузках с применением численных методов 
рассмотрены в работе [4].  

Целью данной статьи является постановка и численное решение задач о 
вынужденных неосесимметричных колебаниях дискретно подкрепленных 
продольными ребрами эллипсоидальных оболочек при действии нестационарной 
распределенной нагрузки.  

Постановка задачи. Геометрия срединной поверхности гладкой 
эллипсоидальной оболочки задается соотношениями [5]  

 

21 sinsin αα= Rx ,     21cossin αα= Ry ,       1cosα= kRz , 
 

где параметры 1α , 2α  представляют собою гауссовы криволинейные координаты на 
поверхности оболочки, причем координата 1α  соответствует меридиальному 

направлению, а 2α  – окружному направлению; abk /= – параметр эллиптичности; ba, – 
полуоси эллипса.  

При построении математической модели процесса динамического 
деформирования конструкции используется геометрически нелинейный вариант теории 
оболочек типа Тимошенко, в основу которого положены следующие предположения. 
Принимается, что деформированное состояние обшивки может быть определено через 
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компоненты обобщенного вектора перемещений ( )TUUUU 21321 ,,,, ϕϕ= . Изменение 
перемещений по толщине оболочки в системе координат ),,( 21 zss  задается 
аппроксимацией вида 

 
),(),(),,(

211211211
sszssUzssU

z

ϕ+= ,      ),(),(),,( 212212212 sszssUzssU
z

ϕ+= , 
 
,),(),,( 213213 ssUzssU
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=  [ ]
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,
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hhz −−∈  

 
где 111 As α= , 222 As α= , 1А , 2А  – коэффициенты первой квадратичной формы срединной 
поверхности эллипсоидальной оболочки, h  – толщина оболочки. 

Деформационные соотношения и соотношения между напряжениями и 
деформациями для гладкой оболочки принимаются согласно [5]. 

При построении математической модели деформирования i -го подкрепляющего 
ребра направляемого вдоль оси 1α  будем исходить из гипотезы недеформируемости 
поперечного сечения подкрепляющего элемента в рамках геометрически нелинейной 
теории стержней Тимошенко. Деформированное состояние i -го подкрепляющего ребра 
определяется через компоненты обобщенного вектора перемещений 

( )Tіііііі UUUU 21321 ,,,, ϕϕ= . При этом, используется следующая аппроксимация 

перемещений по сечению i -го подкрепляющего ребра 
 

( ) )()(,, 111111
szsUzysU ii
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i
ϕ+= ,      ( ) )()(,, 121212
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yz

i
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( ) )(,, 1313

sUzysU i
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где iU1 , iU2 , iU3 , i1ϕ , i2ϕ  – компоненты обобщенного вектора перемещений центра 

тяжести поперечного сечения і – го ребра. 
Деформационные соотношения и соотношения между напряжениями и 

деформациями для і – го ребра принимаются согласно [5]. 
Условия контакта между компонентами вектора перемещений центра тяжести 

поперечного сечения і – го ребра и компонентами обобщенного вектора перемещения 
исходной срединной поверхности записывается в виде 

 
( ) ),(,)( 21121111 іcііі sshssUsU ϕ±=  ,       ( ) ),(,)( 21221212 ііcіі sshssUsU ϕ±= ,     (1) 

 
( )

іі ssUsU 21313 ,)( = ,    ( )іі sss 21111 ,)( ϕ=ϕ ,    ( )
іі sss 21212 ,)( ϕ=ϕ , 

 
где ( )іcі hhh += 5,0  – расстояние от срединной поверхности к линии центра тяжести 
поперечного сечения і -го ребра; 

і
h  – высота і -го подкрепляющего ребра, 

направленного вдоль оси 1α ; 
i

s
2

 – координата линии проектирования центра тяжести 

поперечного сечения і -го ребра на координатную срединную поверхность обшивки. 
Уравнения колебания. Для вывода уравнений колебания дискретно 

подкрепленной структуры используются вариационный принцип Гамильтона-
Остроградского. После стандартного выполнения операций варьирования и 
интегрирования с учетом условий контакта (1) получаем две группы уравнений: 

– уравнения колебаний оболочки в гладкой области 
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– уравнения колебания і -го подкрепляющего ребра, направленного вдоль оси 1α  
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Обозначения величин и соответствующие выражения усилий – моментов для 

гладкой оболочки и подкрепляющих ребер введены согласно [5]. 
Уравнения колебаний (2), (3) дополняются соответствующими естественными 

граничными и начальными условиями. 
Численный алгоритм. Уравнения (2), (3) представляют собой систему 

нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных по переменным 
tss ,, 21  при наличии пространственных разрывов по координате 

2
s . Исходя из этого 

фактора, численный алгоритм решения исходной задачи строится следующим образом: 
ищется решение в гладкой области эллипсоидальной оболочки (2) и на линиях 
пространственных разрывов (3) [5]. Разностный алгоритм основан на применении 
интегро-интерполяционного метода построения разностных схем по пространственным 
координатам и явной конечно-разностной аппроксимации по временной координате 
[7].  

Анализ результатов численных исследований. В качестве числового примера 
рассматривалась задача вынужденных колебаний продольно подкрепленной части 
эллипсоидальной оболочки с жестко защемленными краями в области 
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{ }NND 22201110 , α≤α≤αα≤α≤α=  при действии распределенной нормальной нагрузки 
( )tP ,, 213 αα , которая имеет вид 

( ) [ ])()(sin,, 213 Ttt
T

t
AtP −η−η

π
⋅=αα , 

где A  – амплитуда нагрузки, T – длительность нагрузки. В расчетах полагалось 
ПаA
6

10= ; сT
6

1050
−

⋅= . 
Краевые условия при этом имеют вид  

 
( ) ( ) 0,, 21210 =αα=αα NUU , ( ) ( ) 0,, 21201 =αα=αα NUU . 

 
Начальные условия для всех компонент обобщенного вектора перемещений 

нулевые при 0=t . 
Задача рассматривалась при следующих геометрических и физико-механических 

параметрах исходной конструкции (случай изотропной оболочки): 

12
10

π
=α ;  

12
1

π
−π=α N ;  

2
20

π
−=α ;  

2
2

π

=α N ;  60=

h

а
; 5,1=
a

b
; 

 
ПаE 10107 ⋅= ;   33,0=ν ;  33

/107,2 мкг⋅=ρ . 
Продольно подкрепляющие элементы располагались вдоль по координате 

1
α  в 

сечениях =α
і2

і
44

π
+

π
− , .2,1,0=і  

Геометрические и физико-механические параметры подкрепляющих элементов: 

hh
і

⋅= 4 ;     2
4 hF

і
⋅= ;    

1
EE

і
= ;    

12
GG

і
= ;    ρ=ρ

і
. 

На рис. 1 – 2 приведены результаты расчетов. Расчеты проводились на временном 
интервале Tt

N
40= . На рисунках приведены наиболее характерные кривые для величин 

3u , 
11
T  (рассматривались времена достижения указанными величинами максимальных 

значений по модулю), которые позволяют проводить анализ напряженно-
деформированного состояния исследуемой структуры. На всех рисунках кривая с 
индексом 1 соответствует моменту времени Tt 1

1
= , кривая 2 – Tt 7

2
=  и кривая 3 – 

Tt 93 = . В силу симметрии приводятся зависимости по координате 2α  в диапазоне 

2
0 2

π
≤α≤ . Как следует с приведенного графического материала, можно визуально 

определить места размещения подкрепляющих ребер в сечениях 
і2

α  и их характер 

влияния на напряженно-деформированное состояние подкрепленной оболочки.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       Рис. 1               Рис. 2 
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На рис.1 приведены зависимости величины 3u  от пространственной координаты 

2α  в сечении 
2

1

π

=α . В области крепления ребер максимальный прогиб оболочки 3u , в 

сравнении с прогибом в гладкой области, меньший приближенно в три раза.  
На рис.2 изображена зависимость величины 

11
Т  от пространственной 

координаты 2α  в сечении 
2

1

π

=α . В области крепления ребер максимальное усилие 

оболочки 
11

Т , в сравнении с усилием в гладкой области, меньше приближенно в пять 
раза.  
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