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ВИКОРИСТАННЯ L-СПЛАЙНІВ ПРИ РОЗВ’ЯЗАННІ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 
 

Розроблено метод розв’язання крайової задачі, реалізований за 

допомогою побудованих раніше узагальнених L-сплайнів порядка два, 

який надає можливість отримати розв’язок в аналітичному вигляді на всій 

області визначення задачі з більш високою точністю в порівнянні зі 

звичайними колокаційними методами. Отриманий майже інтерполяційний 

сплайн враховує особливості шуканого розв’язку. 

The method of solving boundary-value problem, implemented using the 

previously constructed generalized L-splines of the order of two, which allows 

you to get the solution in analytical form for the entire region of definition of 

the problem with higher accuracy than conventional methods kolokatsiynymy. 

The resulting spline interpolation about specific features of the desired solution. 

 

Вступ. Актуальним питанням є побудова схем, які мали б більш високу точність 

у порівнянні зі стандартними кусочно-поліноміальними схемами, і при цьому 

враховували особливості конкретного рівняння, яке розв’язується. Найбільш 

ефективними є методи побудовані на основі сплайнів. Незважаючи на зручність цих 

методів їх точність є недостатньою. Дослідженнями шляхів підвищення точності 

сплайн-схем розв’зання крайових задач присвячено чимало робіт, серед них варто 

відзначити праці Ю.С. Зав'ялова, В.Л. Мірошниченко, С.Б.Стечкина, Ю.М.Субботіна, 

А.О. Лигуна, Т.В. Крилової. Як правило, засновані ці схеми на поліноміальних 

сплайнах. Новим напрямком у вирішенні питання про підвищення точності 

наближеного розв'язку крайових задач і задач Коші стало використання різних 

узагальнень сплайнів, зокрема L-сплайнів. Ці функції були розглянуті  К. Де Бором, 

М.П. Корнійчуком, А.І.Гребенніковим,  А.О Лигуном. Розвиток теорії L-сплайнів був 

багато в чому обумовлений потребами обчислювальної математики, зокрема при 

відшуканні розв’язку диференційних рівнянь. Побудова узагальнених майже 

інтерполяційних L-сплайнів, точність їх відхилення від точного розв’язку  розглянута в 

роботах Ж.В.Худої [2], [3]. 

Постановка задачі. Дана робота присвячена питанням відшукання наближеного 

розв’язку крайової задачі виду 

 

 )()()( xfyxqyxpy =+′+′′ ;                                                          (1) 

ba ybyyay == )()(
,

 ,                                                               (2) 

де )(),(),( xfxqxp - двічі неперервно диференційовані функції. Цей розв’язок потрібно 

знайти з більш високою точністю в порівнянні з розв’язками знайденими  існуючими 

методами. Для вирішення цього питання розроблена сплайн-коллокаціонная схема, яка 

базується на використанні L- сплайнів порядку два, що дозволяє підвищити точність 

наближеного розв’язку. 

Результати роботи. Пропонується шукати наближений розв’язок задачі (1) - (2)  

за допомогою коллокаціонной схеми, а в якості наближеного рішення можна 

використовувати сплайни виду 
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В якості коефіцієнтів  ii QP ; можуть бути обрані значення функцій )(,)( xqxp в 

точках розбиття [ ]baN ,

∆ . Сплайни (3) є узагальненими L-сплайнами порядка два. 

Сплайни (3) можуть бути введені по рівномірному розбиттю [ ]baN ,

∆  відрізка 

[ ]ba,  на частини ( [ ] { }Nihihaxx iibaN ,...,1,0,0,
,

=>+==∆ ), а )(,2 •iB − базисні функції з 

мінімальним носієм [ ]12 , +− ii xx , які також задовольняють рівнянню (4) і нормовані 

умовою: 1)()()( 2/3,22/1,22/1,2 =++
−−+ iiiiii xBxBxB .  Узагальнені базисні функції  

)(,2 •
i

B  побудовані та наведені в роботах [ ] .]3[2 −  

Оскільки підібрати єдине рівняння виду (4), яке найкращим чином описує 

наближений розв’язок задачі (1) - (2) на кожному проміжку дуже складно, то 

доводиться вдатися до рівняння, коефіцієнти якого змінюються від відрізка до відрізка. 

При цьому в якості коефіцієнтів ii QP ,  можуть бути обрані значення функцій )(),( xqxp  

в точках разбиття [ ]baN ,

∆ . Таким чином, ми можемо підбирати вид сплайна )(
~
2 xS  

для кожного конкретного рівняння виду (1). Побудувавши один раз базисні функції, а 

потім, змінюючи тільки вид ),(,)( xqxp  можна очікувати, що отримаємо сплайн (3), 

параметри якого підібрані таким чином, що цей сплайн, краще (в сенсі мінімізації 

ухилення від точного рішення) описує поведінку шуканого розв’язку моделі, ніж 

поліноміальні сплайни. 

Наближений розв’язок  задачі (1) – (2) будуємо у  вигляді сплайну (3), де 

параметри сплайну вибираються на підставі умов  
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Використовуючи явний вигляд базисних функцій )(,2 xB i )1,1( +−= Ni  і значення 

цих функцій та їх похідних у вузлах колокації,  отримаємо систему з 

трьохдіагональною матрицею відносно коефіцієнтів сплайна (3) 
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де ),( 2/1,2 −
= iii xBα  )( 2/1,2 −

′=
iii
xBβ , )( 2/1,2 −

′′=
iii
xBθ , 

)(),(),( iiiiii xffxqqxpp === ,  а )(,2 xB i – базисні функції, що задовольняють 

рівнянню (4).  

Доведемо, що порядок точності такої схеми складає )( 3
hO в довільній точці 

розбиття для сплайнів виду (3). 
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Доведення теореми. Для отримання оцінки точності сплайн-розв’язку (3), 

коефіцієнти якого знайдені з системи (6) використовуємо нерівність  

,),(),()(
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**2*22*2 yyxSyxSxSyxS −+−≤−                              (9) 

де 
*
y - точний розв’язок задачі (1)-(2), ),(

*2
yxS - узагальнений майже інтерполяційний 

сплайн. Сплайни ),( *2 yxS побудовані і наведені в роботі [ ].2  

Такі сплайни мають вигляд 
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При цьому коефіцієнти 
i

C  розраховані  таким  чином,  що  значення сплайна у 

вузлі майже збігаються зі значеннями інтерпольованої функції 
*
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В роботі  [ ]2 доведено, що на кожному з проміжків    [ ]ii xx ,1−  ),0( Ni =   

рівномірно по i та по х буде виконано співвідношення 
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де hixu )2/1( −−= . Тобто відхилення майже інтерполяційного сплайну від точного 
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Оскільки обидва сплайни побудовані на основі узагальнених базисних функцій 

)(,2 xB i , то питання оцінки відхилення ),()(
~

*22 yxSxS −  може бути зведено до  оцінки 

різниці iii CC −=

~

δ . Доведемо, що це відхилення порядку )(
4

hO . 

Позначимо оператор 

( ) ( ) ( )11111111

~~~
)

~
(

++++−−−−
++++++++= iiiiiiiiiiiiiiiiiiii qpCpqCqpСCL αβθθβααβθ

 

Підставимо значення 
i

δ  в оператор 
i

L . 

( ) ( )iiii
i

iiii yLyhLph
p

yLCLL 22

8

1

24

1

12
1)()()( ∆+∆+







 ′
−−=δ ,         (13) 

де 

( ) ( ) ( )111
2

1
2

1111
2

3)(
+++

+−
−−−

−
++++++++= iiiiiiiiiiiiiiiiiii qpypqyqpyyL αβθθβααβθ  

( ) ( )

( )111
2

1
2

3

2
3

2
1111

2
5

2
1)(

+++
−+

−+
−−−

−−

++







−+

+++







−+++








−=∆

iiiiiii

iiiiiiiiiiiiiii

qpyy

pqyyqpyyyL

αβθ

θβααβθ

,  

(14) 

( )

( )

( ).2

2

2)(

111
2

1
2

1
2

3

2
3

2
1

2
1

111
2

5
2

3
2

1
2

+++
−++

−−+

−−−
−−−

++







−−+

+++







+−+

+++







+−=∆

iiiiiiii

iiiiiiii

iiiiiiiii

qpyyy

pqyyy

qpyyyyL

αβθ

θβα

αβθ

 

Використовуючи в формулах (14) розклад 
2

3
2

5
2

1
2

3 ,,,

+−+− iiii
yyyy , за формулою 

Тейлора в точці hix 







−=
2

1
, отримаємо наступні розвинення 



Механіка деформованого твердого тіла, механіка рідини, газу та плазми 

                                                                      97 

 

),(

12242461212

)(

241212122412
)(

4

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1
)3(

2

1

2

1
2

1

2

2
1

2
1

2
1

2

2
1

)4(

2
1

2
1

hOyqypy

hy
qp

y
qp

y
qp

y
p

y
pp

y
p

y
pp

y
q

y
p

y
q

y
q

y
q

yL

i
i

i
i

i

i

ii

i

ii

i

ii

i

i

i

ii

i

i

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i
i

++′+′′+

+







′+

′
+

′
++′

′
+

′
−







−′′

′′
+′

′
−′′++

′′
−′′=

−−−

−−−
−

−

−

−−−−−−

 

,)(2

)15(
263

2

1212

1266

)(

66
)(

4

2
1

)2(

2
1

)3(

2
1

3)3(
2/1

2
1

)4(

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
)3(

2/1

2

2
1

hOyqypyh

hy
q

y
qp

y
p

y
q

y
pp

y
qp

y
pp

y
p

y
p

y
q

yL

ii
i

i
i

i

i

i

ii

i

i

i

i

i

ii

i

ii

i

ii

i

i

i

i

i

i
i

+













′+++

+

+′′++′

′′
−′

′′
+







+′

′
+′′

′
+′

′
−+′′

′
−=∆

−
−−

−
−

−−

−−−−−

 

)()(
42)3(

2/1
2

1
)4(

2
1

2 hOhypyqyyL
iiii

i
i +


+′′







+=∆

−−
−

. 

Враховуючи, що ii fCL =)( , а також те, що i
i

i
i

i
i

fyqypy =+′+′′

−−−

2

1

2

1

2

1 після 

підстановки рівностей (15) у формулу (13) отримаємо, що рівномірно по і ),1( Ni =                   
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Таким чином ми отримали систему (16) з трьохдіагональною матрицею. 

Скористаємось лемою Адамара. Якщо система DAX = де { }NijaA
1

= -матриця з 

діагональним переважанням, ),...,,( 21 NdddD =  має єдиний розв’язок, то справедлива 

оцінка [1] : 
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Доведемо, що матриця системи (16) є матрицею з діагональним переважанням. 
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Нерівність (19) доводить, що умова (17) виконана і матриця системи (16) є 
матрицею з

 

діагональним переважанням. Тоді за лемою Адамара  для розв’язків 

системи (16) справедлива оцінка      

                                  i
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Враховуючи отриману рівність, а також рівність (12), якщо покласти, що 
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з урахуванням нерівності (9) отримаємо нерівність (8). Таким чином теорему доведено. 

 
Висновки. Розроблено метод розв’язання крайової задачі, реалізований за 

допомогою побудованих раніше узагальнених L-сплайнів порядка два. Наведений метод 

є ефективними та зручним в застосуванні. Він надає можливість отримати розв’язок в 

аналітичному вигляді на всій області визначення задачі з більш високою точністю в 

порівнянні зі звичайними колокаційними методами. До того ж отриманий майже 

інтерполяційний сплайн враховує особливості шуканого розв’язку. 
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