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О МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ 

ТЕРМОВЯЗКОПЛАСТИЧНОСТИ ДЛЯ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ 

ТРЕТЬЕГО ИНВАРИАНТА ДЕВИАТОРА НАПРЯЖЕНИЙ 

 

Предложена методика численного исследования осесимметричного 

термовязкоупругопластического напряженно-деформированного 

состояния тонких оболочек. Использованы определяющие уравнения, 

описывающие неупругое деформирование изотропных материалов с 

учетом третього инварианта девиатора напряжений.  

The procedure of numerical investigation of the axisymmetric 

thermoviscoelastoplastic stress-strain state of thin shells is offered. The 

constitutive equations describing the non-elastic deformation of isotropic 

material with allowance for the stress deviator third invariant are used.  

 

Введение. Методика решения осесимметричных краевых задач пластичности 

для оболочек вращения, основанная на использовании определяющих уравнений [1,2],  

изложена  в работах [3,4]. Определяющие уравнения [1,2] обобщены  [5] на описание 

процессов, сопровождающихся возникновением деформаций ползучести. Эти 

уравнения описывают процессы термовязкопластического деформирования 

изотропных материалов по траекториям малой кривизны (ТМК) с учетом зависимости 

их свойств от вида напряженного состояния (ВНС), который в [1,2,5] характеризуется 

углом ВНС [6] и вычисляется через второй и третий инварианты девиатора 

напряжений. Эти уравнения связывают компоненты тензоров напряжений и линейных 

частей деформаций, которые в дальнейшем тексте будем называть деформациями. Они 

записаны в предположении, что деформации состоят из упругих и неупругих 

составляющих, а девиаторы напряжений и дифференциалов неупругих деформаций 

соосны. Уравнения содержат две нелинейные зависимости, вычисляемые по 

результатам экспериментов. Одна из них выражает связь между первыми инвариантами 
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тензоров напряжений и деформаций, а вторая  - связь между вторыми инвариантами 

соответствующих девиаторов. Для конкретизации этих зависимостей используются две 

серии базовых опытов на пропорциональное нагружение трубчатых образцов при 

различных постоянных значениях угла ВНС и нескольких значениях температуры. В 

первой серии проводятся опыты на мгновенное деформирование образцов, т. е. со 

скоростями нагружения, не влияющими на форму получаемых зависимостей. Во 

второй серии выполняются опыты на ползучесть, сопряженные с опытами первой 

серии по скоростям первоначального нагружения. В случае линейной связи между 

первыми инвариантами тензоров напряжений и деформаций и независимости от ВНС 

связи между вторыми инвариантами соответствующих девиаторов рассматриваемые 

определяющие уравнения превращаются в широко используемые соотношения теории 

процессов деформирования по ТМК [7], которые совпадают с традиционными 

уравнениями теории пластического течения, ассоциированными с условием Мизеса. В 

развитие [3,4] в данной работе изложен метод решения осесимметричных задач 

термовязкопластичности для тонких оболочек с учетом зависимости свойств 

материалов от ВНС и температуры на основе определяющих уравнений [5]. 

Постановка задачи. Рассмотрим оболочку вращения из изотропного материала,  

находящуюся в начальный момент времени 
0
tt =  в ненапряженном и 

недеформированном состоянии при температуре Т = Т0, а затем подвергнутую 

осесимметричному неравномерному нагреву и воздействию силовых нагрузок, кроме 

крутящих. Оболочка отнесена к криволинейной ортогональной системе координат 

ςθ ,,s , связанной с недеформированной непрерывной координатной поверхностью, 

где s  ( ba sss ≤≤ ) и θ ( )πθ 20 ≤≤  - меридиональная и окружная координаты; а ς  

( lςςς ≤≤
0

) - координата, отсчитываемая по нормали к координатной поверхности, в 

качестве которой  может быть выбрана  срединная, внутренняя или наружная 

поверхность оболочки. Температурное поле оболочки предполагается известным. 

Предполагается, что в процессе нагружения оболочки ее материал деформируется в 

пределах и за пределами упругости; деформации ползучести соизмеримы с упругими и 

пластическими составляющими; в областях неупругих деформаций может происходить 

упругая разгрузка. При формулировке краевой задачи используем подход Коши [1,2], в 

соответствии с которым все уравнения записываем в вышеприведенной системе 

координат. Задачу о напряженно-деформированном состоянии (НДС) оболочки  будем 

решать в геометрически линейной квазистатической постановке с использованием 

гипотез Кирхгофа – Лява. Для описания деформирования материала  используем 

соотношения термовязкопластичности [5] с учетом ВНС, и теории процессов 

деформирования по ТМК [7], не учитывающей ВНС, линеаризированные методом 

дополнительных напряжений [7]. Задачу о НДС оболочки будем решать методом 

последовательных приближений. 

Методика и результаты решения задачи. Для решения задачи процесс 

нагружения необходимо разбить на ряд малых этапов  таким образом, чтобы моменты 

времени, разграничивающие этапы, как можно лучше совпадали с моментами начала 

разгрузки в элементах оболочки. На каждом этапе используем дифференциальные 

уравнения равновесия и геометрические соотношения в виде [8], и физические 

уравнения [5] в виде связи между компонентами тензоров напряжений θθσσ ,
ss

 и 

деформаций ςςθθ εεε ,,
ss

.  Эту  связь в произвольной точке  оболочки на k  - м этапе 

нагружения представим в форме закона Гука с дополнительными напряжениями 

,
11211 Dssss

AAA −+= θθεεσ        ,
22212 Dss

AAA −+= θθθθ εεσ                     (1) 
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где E  и ν  - зависящие от температуры модуль упругости и коэффициент Пуассона 

материала, ( )ν+= 12GE , ( )
0
TT

TT
−=αε , G - модуль сдвига, 

T
α - коэффициент 

линейного теплового расширения материала,                                      

( ) 3)()()()(
0

ppp

ss

p

ςςθθ εεεε ++= , ( ) 3)()()()(
0

ccc
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c

ςςθθ εεεε ++= , 

                                   ∑
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k

i

n

ssi

n

ss ee

1

)()(
    ( θ→s ).                                                 (4) 

Для определения 
)(

0
p

ε и 
)(

0
c

ε  используем зависимость между первыми инвариантами 

тензоров напряжений ( ) 3
0 θθσσσ +=

ss
 и деформаций ( ) 3/0 ςςθθ εεεε ++= ss  

                                  ( )
σ

ωεσ ,*,
010

TF= ,                                                               (5) 
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*
0

c

T
εεεε −−= ,          ∑

=

∆=

k

i

c

i

c

1

)(
0

)(
0 εε ,                              (6) 

                       
( )









−=

3

3

2

33
cos

3

1

S

DI
arc

σ

σ
ω    








≤≤
3

0
π

ωσ ;                           (7) 

                          ( )[ ] 2
1

ss

22

ss 3/S θθθθ σσ−σ+σ=  ,                                                          (8) 

σ
ω - угол ВНС, ( )

σ
DI

3
 –  третий инвариант девиатора напряжений, S  - 

интенсивность касательных напряжений.  Приращение 
)(n

sske∆   на произвольном  k - 

ом этапе нагружения определяется выражением 

                            
)()(

3

2 n

k

k

ssn

ssk
S

e Γ∆
−

=∆
θθσσ

      ( θ→s ),                             (9) 

где 
)(n

kΓ∆  - приращение интенсивности неупругих деформаций сдвига, 

                  
)()()( c

k
p

k
n

k Γ∆+Γ∆=Γ∆ ,                                                                  (10) 

)( p
kΓ∆ и 

)(c
kΓ∆ - приращения интенсивностей мгновенных пластических 

деформаций  и деформаций ползучести. Угловыми скобками в (9) обозначено среднее 

за этап значение заключенной в них величины.   

Для  определения 
)( p

kΓ∆  используется предположение о существовании 

зависимости вида 

                                                  ( )
σ
ω,,

*

2
TFS Γ= ,                                                 (11) 
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где 
*
Γ - интенсивность мгновенных деформаций сдвига, 

                                      
)(*

2
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G

S
Γ+=Γ ,    ∑
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Γ∆=Γ
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i

p
i

p
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.                             (12) 

 Функции 
1
F  (5) и 

2
F  (11) вычисляются по результатам первой серии 

вышеупомянутых базовых опытов, как  описано в работах [1,2,5]. Для определения 
)(

0
c

kε∆  и 
)(c

kΓ∆  используются результаты второй серии базовых опытов на 

деформирование образцов в условиях ползучести. В [5] предлагается использовать 

аппроксимирующие выражения вида 

( ) ( )( )2654312
)( lnexp,,

σσσ
ωωω ccTccSccTS

c

++++=Γ& ,                         (13) 

( ) ( )( )265430120
)(

0 lnexp,,
σσσ

ωωσωσε ddTddddT
c

++++=& ,                 (14) 

где 
ii

dc , , 6,...,1=i  - числовые коэффициенты, вычисленные из условия наилучшей 

аппроксимации  экпериментальных данных. Тогда  

tk

cc

k ∆=∆
)(

0
)(

0 εε & ,  tk
cc

k ∆Γ=Γ∆
)()( & ,     

1−
−=∆ kkk ttt  .                                (15) 

Соотношения (1)-(3) отличаются от аналогичных соотношений [7], не 

учитывающих ВНС, наличием слагаемых 
)(

0
p

ε  и 
)(

0
c

ε . В  случае, когда 1F  (5) 

принимается в виде ( )
T

K εεσ −=
00

, 0
)(

0 =

p
ε  и 0

)(
0 =

c

ε . В случае, когда 
2

F  (11) 

не зависит от ВНС и определяется по результатам опытов на одноосное мгновенное 

растяжение образцов  и соответствующим диаграммам ползучести,  уравнения (1)-(3) 

превращаются в соответствующие уравнения [7]. 

Используем  (1) для получения связи между усилиями θNN
s
, , моментами 

θMM
s
,  и деформациями θθ κκεε ,,,

ss
координатной поверхности оболочки. 

Получим  
)0(

1
)1(
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11 Dsss NCCCCN −+++= θθ
κκεε , 
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Соотношения (16) вместе с уравнениями равновесия и геометрическими 

соотношениями образуют систему 12 уравнений, которая сводится к системе  шести 

обыкновенных дифференциальных уравнений  

              )()( sfYsP
ds

Yd rr

r

+=                                                                               (18) 

при граничных условиях 
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где Y
r

- вектор-столбец разрешающих функций,  { }ssss wuMQNY ϑ,,,,,=

r

, ( )sP  – 

матрица системы, )(sf
r

 - вектор-столбец дополнительных слагаемых, −
21

,BB  

заданные матрицы, 
21

,bb
rr

 - заданные векторы-столбцы граничных условий.  Элементы 

матрицы ( )sP  и вектора )(sf
r

 вычисляются по формулам [3]. Компоненты вектора 

)(sf
r

 зависят от  неупругих составляющих деформаций, уточняемых в процессе 

последовательных приближений. 

При проведении вычислений для материала оболочки должны быть заданы 

функции 1F  (5) и 2F  (11) при нескольких значениях температуры и угла 
σ
ω , 

коэффициенты выражений (13), (14), а также ν  и 
T

α . На первом этапе удобно 

выбрать уровень нагрузок так, чтобы оболочка деформировалось в пределах 

упругости. Тогда в (3) полагаем 0,0
)(

0
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0
)()(

====

cpnn
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ee εε
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 и решаем задачу 

термоупругости для рассматриваемой оболочки. Получим НДС оболочки на первом 

этапе. Начиная процесс последовательных приближений на втором или произвольном 
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 и ( )
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p
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c
ε , вычисляем 

DD AA 21 , (3) и решаем краевую задачу (18), (19) при нагрузках и граничных условиях, 

соответствующих концу данного этапа. Имея значения компонент НДС, определим 

значения 
0

ε  и 
σ
ω (7) и найдем 

*

0ε  (6). Используя линейную интерполяцию по 

температуре и углу 
σ
ω , найдем соответствующую кривую 1F , на которой определим  

0σ , соответствующее 
*

0ε , и вычислим K
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0 σεε −= .  По значениям 0σ , 
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.   Затем  
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kΓ∆ . Для этого путем линейной интерполяции по температуре и углу 

σ
ω  найдем кривую 2F  и на ней определим значение 
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формуле (8). В общем случае в −M том приближении на −k том этапе  
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Найдем значение 
)(c

Γ&  (13) для  значений 
)(d

S , 
σ
ω  и температуры в конце этапа и 

определим 
)(c

kΓ∆  (15).  Далее вычисляем 
)(n

kΓ∆  (10), а затем 
)(n

sske∆  (9) и 

)()(
,

nn

ss
ee
θθ

 (4) и уточняем DD AA 21 ,  (3), после чего можно решить краевую задачу в 

новом приближении. Таким образом, в каждом новом приближении используются 

результаты решения задачи в предыдущем приближении и на предыдущем этапе. 

Процесс последовательных приближений на этапе продолжаем до выполнения условий 
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где 1δ  и 
2

δ -  заданные числа, характеризующие точность удовлетворения уравнений 

(5) и (11). Расчетная практика показала, что 
21

δδ < . 

 Описанный алгоритм реализуется в том случае, когда в элементах тела 

происходит процесс активного нагружения, критерием которого принято условие 

0
)(
≥∆Γ

p
, проверяемое после решения задачи в первом приближении. Нарушение 

этого условия означает, что в данном элементе оболочки происходит разгрузка, и для 

ее учета  необходимо положить 0
)(
=∆Γ

p
, 0

)(
=∆Γ

c
 и при определении DD AA 21 ,  

использовать значения 
)()(

,

nn

ss
ee
θθ

 и 
)(

0
p

ε , 
)(

0
c

ε , соответствующие концу предыдущего 

этапа. Правильность разбивки на этапы проверяется путем повторного расчета при 

уменьшении величины этапов. Дробление этапов необходимо выполнять до совпадения 

с заданной точностью  результатов с разным количеством этапов. 

Выводы. Изложенная методика апробирована на тестовых примерах. 

Установлено, что предложенный процесс последовательных приближений позволяет 

получить решение задачи с заданной точностью. Показано, что результаты, полученные 

с использованием уравнений термовязкопластичности [5] с учетом ВНС, адекватно 

описывают экспериментальные данные, а результаты, полученные с  использованием 

уравнений [7] без учета ВНС, могут в 2 – 3 раза отличаться от экспериментальных 

данных. Получено решение ряда краевых задач. 
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