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0,05м. У випадку наявності вставок, навантаження рівномірно розподіляється по 

довжині вкладок. В даному випадку довжина вкладок дорівнює  0,05м – 0,02м = 0,03м. 

При рівномірному розподілу навантаження від удару циліндра однієї ваги по 

периметру отвору і по по сумарній довжині вкладок відношення інтенсивності 

навантаження на вкладки до інтенсивності вісесиметричного навантаження на контур 

отвору буде дорівнювати 0,05м/0,03м = 1,67. Порівнюючи експериментальні результати 

і теоретичний розрахунок можна стверджувати, що для розглядуваного випадку 

відношення деформації при наявності вкладок в точці запланованого розколу до 

вісесиметричної деформації практично співпадає з відношенням довжини периметру 

отвору до довжини вкладок. 
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕРХНЕВОГО ЗМІЦНЕННЯ 

ПІВПРОСТОРУ ПРИ ІМПУЛЬСНОМУ ТЕРМОМЕХАНІЧНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 

З ВРАХУВАННЯМ МІКРОСТРУКТУРНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ 

 

Вступ. Лазерна обробка елементів конструкцій потужними імпульсами або 

опромінення деталі короткими пучками електронних променів використовуються, 

зокрема, для зміцнення та очищення поверхні, мікроштампування, мікроформування 

тощо [1, 2]. Імпульсна обробка є ефективним методом підвищення міцності, 

зносостійкості та довговічності металевих елементів конструкцій за допомогою 

утворення областей залишкових стискальних напружень і зміцнення в приповерхневій 

зоні матеріалу.  

В роботі [3] дослідження залишкового напружено-деформованого та 

мікроструктурного поверхневих шарів тіл проводилось із врахуванням 

трансформаційних змін об’єму матеріалу. В даній роботі дається оцінка механізмам 

зміцнення, які виникають при імпульсному термомеханічному навантаженні 

півпростору. При цьому крім трансформаційних змін об’єму враховується залежність 

непружних характеристик від фазового складу матеріалу при мікроструктурних 

перетвореннях (МСП) та зміні температури [4]. В якості матеріалу обирається сталь 

35ХМА.  

Постановка задачі. Постановка задачі для ізотропного матеріалу в системі 

координат Orzϕ  складається із: 

– співвідношень Коші для деформації 
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– рівнянь руху 
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де θ  – температура; 
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θ  – відлікова температура; / tθ θ= ∂ ∂& ; Vc  і k  – об’ємна 

теплоємність і коефіцієнт теплопровідності суміші фаз; α̂  – узагальнений коефіцієнт 

об’ємного розширення; kk rr zz ϕϕσ σ σ σ= + +& & & & ; iξ∆  - прихована теплота перетворення 

аустеніту у фазу ξ ; D′  – швидкість внутрішньої дисипації; ( )V
ξ
θ  – об’єм фази ξ  для 

температури θ ; Ñξ  – об’ємна концентрація фаз ξ , = , , , ,a f p b mξ , де a  – аустеніт, f  

– ферит, p  – перліт, b  – бейніт, m  – мартенсит. 

Постановка задачі включає також початкові (5) та граничні умови (6) – (7). 
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де 0q  і 0p  – задані параметри теплового і механічного навантаження; qt , t
σ

 – часові 

параметри навантаження – терміни дії імпульсів, між якими приймається 

співвідношення 2 qt t
σ

= . 

Нелінійна поведінка матеріалу описується термомеханічною моделлю течії 

Боднера-Партома, яка узагальнена для випадку багатофазового складу матеріалу [5, 6].  

Модель течії включає наступні співвідношення 

– рівняння адитивності деформації  
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– закон Гука, записаний для девіаторної та кульової складових тензора напружень 
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де ijs  і ije  – девіатори тензорів напружень і деформації відповідно; G  і VK  – модулі 

зсуву й об’ємного розширення; 

– закон течії Прандтля-Рейса з умовою непружної нестисливості 
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– рівняння еволюції Орована – Бейлі для внутрішньої змінної ізотропного зміцнення K  
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де =
in in

ij ijW σ ε
& &  – потужність непружної деформації. 

У співвідношеннях (9) і (10) величини 0D , 1m , n , 0K , 1K  – параметри моделі. 

В даній роботі параметри узагальненої моделі 0K  і 1K , які відповідають за 

границю текучості та тимчасовий опір матеріалу, для довільного фазового складу 

визначаються за лінійним правилом сумішей на основі експериментальних даних 

[5, 7, 8]. 
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 – параметри моделі для окремих фаз. Відзначимо, що параметри 1m  та 

n , які відповідають за швидкість насичення зміцнення та чутливість до швидкості 

деформування відповідно, для всіх фаз приймаються однаковими. 

Метод розв’язування задачі. В даній роботі вплив МСП враховується, по-

перше, через термотрансформаційну деформацію, яка враховує зміни об’єму при 

фазових перетвореннях та зміні температури і входить в об’ємну складову закону Гука 

(10), по-друге, через залежність непружних характеристик, зокрема границю текучості 

02σ  та тимчасовий опір Bσ , від фазового складу матеріалу. 
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Термотрансформаційна складова деформації визначається через питомі об’єми 

та концентрації фаз [9]. Розрахунок концентрації фаз переохолодженого аустеніту 

проводиться за допомогою термокінетичної діаграми ТКД [10] та співвідношень для 

питомих об’ємів фаз [11]. Для розрахунку накопичення фаз вздовж ТКД-траєкторії 

використовується рівняння Коістінена-Марбургера. 

Нелінійна задача (1) – (15) розв’язується чисельно методом покрокового неявного 

інтегрування по часу, ітераційного методу та МСЕ. Алгоритм розв’язування описаний в 

роботі [3]. 

Результати розрахунків та висновки. Розрахунки проводились при наступних 

параметрах: 4
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= м, 3
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−

= ⋅ м, 0 8p = ГПа, 11 2
0 2 10 /q êÂò ì= ⋅ , 8

1 10qt c
−

= ⋅ . 

Температура змінювалась в межах від Ñ Ñ20 1300÷
o o . Початковий фазовий склад 

матеріалу був таким: 0a = , 0,79b = , 0,11f p+ = , 0,10m = . 

В розглянутій моделі течії за зміцнення відповідає параметр ізотропного 

зміцнення K , 
0

K K K′= + , 
0 0

K K C
ξ ξ

= . Параметр 
0

K  відображає вплив температури та 

фазового складу матеріалу (трансформаційне зміцнення), а K ′  - здебільшого 

деформаційне зміцнення.  

Непружні характеристики фаз та відповідні значення параметрів для сталі 

35ХМА розраховані в роботі [5]. Діаграми розтягу для окремих фаз, розраховані за 

допомогою узагальненої моделі, показані на рис. 1, де чорними квадратиками 

ілюструються експериментальні дані [7, 8].  

Результати досліджень парціальних вкладів обох механізмів зміцнення в 

залишковому стані ( 7
5 10t c

−

> ⋅ ) показані на рис. 2. Для аналізу розрахунків використані 

наступні позначення: + +
s

q f p  - розрахунок із врахуванням впливу фазового складу на 

непружні властивості матеріалу; + +q f p  - розрахунок із врахуванням лише 

термотрансформаційної деформації. Штрих-пунктирна крива відповідає значенню 

параметра зміцнення K
0

 для початкового фазового складу. 

З рис. 1 видно, що трансформаційний механізм зміцнення матеріалу  
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(крива + +
s

q f p ), пов’язаний із більш високим рівнем границі текучості у фазі 

мартенситу в порівнянні із початковою фазою (рис. 2), є визначальним. Встановлено, 

що приріст параметра зміцнення відносно початкового фазового складу дорівнює 

4200K Ì Ï à∆ = , а приріст за рахунок деформаційного зміцнення складає 800K Ì Ï à∆ = . 

Таким чином, розвинута модель дозволяє отримати кількісні та якісні ефекти 

впливу фазового складу на непружні характеристики матеріалу, а саме: рівень 
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трансформаційного зміцнення, який при даних параметрах навантаження суттєво 

більший, ніж деформаційний. 
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ПОБУДОВА ТА АНАЛІЗ СТИКУВАННЯ ПОВЕРХОНЬ,  
ПОБУДОВАНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ ДВОВИМІРНИХ СПЛАЙН-ФУНКЦІЙ 

 

Вступ.  В останні роки різко зріс інтерес до класичних методів раціональної 

апроксимації функцій. Це пов′язано з тим, що такі апроксимації знайшли різноманітне 

застосування в обчислювальних задачах теоретичної фізики та механіки. Більшість 

чисельних методів розв’язування задач математичного аналізу зв’язана з 

апроксимацією функцій. Серед них на першому місці стоїть проблема представлення і 

зберігання геометричної інформації в самих різноманітних областях, чи то природничі 

науки, чи то техніка, чи архітектура. Особливо широке застосування сплайни отримали 


