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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  УСТОЙЧИВОСТИ ПЛАСТИНЫ С 

ЦЕНТРАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ ПРИ ОДНООСНОМ СЖАТИИ  

 

Введение. Одной из актуальных проблем механики разрушения материалов и 

элементов конструкций является исследование устойчивости хрупких тел, содержащих 

начальную трещину, при одноосном сжатии  [1, 2]. В случае тонкостенных элементов 

конструкций эта проблема может рассматриваться в различных аспектах, 

определяющих механизмы их разрушения. Один из таких аспектов – это анализ 

влияния формы потери устойчивости в окрестности начальной трещины на текстуру 

материала (форму трещины) и дальнейшее развитие трещины, другой – анализ влияния 

формы и размеров начальной трещины на критическую нагрузку для различных 

условий нагружения и закрепления элемента конструкции. В работах [3, 4] решены 

задачи определения критических параметров устойчивости пластины с центральной 

трещиной при одноосном сжатии вдоль направления размещения трещины. При 

исследовании потери устойчивости применялась трехмерная линеаризированная теория 

устойчивости деформируемых тел [5, 6]. Рассмотрены случаи шарнирного опирания и 

шарнирного закрепления торцов пластины. Первый случай соответствует однородному 

докритическому состоянию, второй – неоднородному. В качестве расчетной схемы 
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использована плоская задача теории устойчивости для второго варианта теории малых 

докритических деформаций, когда начальное состояние определяется на основе 

решения задачи линейной теории упругости. Численное решение задачи получено с 

использованием метода сеток на основе концепции базовых схем [7 - 9]. В данной 

работе с использованием указанной расчетной схемы исследуется влияние размеров 

трещины на критическую нагрузку и форму потери утойчивости пластины для случая 

шарнирного закрепления торцов пластины (неоднородное начальное состояние). 

Постановка задачи. Рассматривается прямоугольная в плане пластина 

достаточно протяженная в направлении, перпендикулярном действию нагрузки и 

содержащая в этом направлении сквозную трещину в виде математического разреза 

(нулевой толщины) длиной t2 . Геометрия расчетной области, условия нагружения и 

закрепления пластины, а также соответствующие граничные условия представлены на 

рис. 1. С учетом симметрии условий нагружения и закрепления пластины задача 

рассматривается для области ( ){ }221111 0,0, lxlxxx ≤≤≤≤=Ω  (на рисунке 

заштрихована). 

 
 

Для нахождения критических параметров устойчивости пластины с трещиной при 

одноосном сжатии применяется статический метод трехмерной линеаризированной 

теории устойчивости для второго варианта теории малых докритических деформаций 

[5]. Задача сводится к обобщенной задаче на собственные значения, в которой 

минимальное собственное значение определяет критическую загрузку, а 

соответствующая собственная функция – форму потери устойчивости. Таким образом, 
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Рисунок 1 –  Геометрия расчетной области, условия нагружения и 
закрепления 
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задача определения критических параметров устойчивости включает следующие 

соотношения: 

уравнения в возмущениях: 
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условие для определения критической нагрузки: 

ppкр ||min λ= ,                                                          (3) 

где λ  – минимальное собственное число задачи (1) - (2), p  – интенсивность 

поверхностной нагрузки, приложенной к торцу пластины. 

Компоненты докритического состояния (в соотношениях (1) – (3) обозначены 

индексом “0”) определяются из уравнений линейной теории упругости, которые вместе 

с граничными условиями и основными соотношениями упругости могут быть 

представлены следующим образом: 

уравнения равновесия: 

,

0
ij j
σ = , Ω∈),( 21 xx ,                                  (4) 

граничные условия: 

  21
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соотношения между компонентами напряжений, деформаций и перемещений: 

ikikii A εσ = ,  ijij G εσ 2= , )(
2

1
,, ijjiij uu +=ε , ji ≠ ,    

(6) 
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Обозначения в (1) - (6) являются общепринятыми и индексы изменяются от 1 до 2. 

В соотношениях (4) – (6) индекс “0” для удобства опущен. Линеаризованные 

соотношения напряжения – деформации и деформации – перемещения имеют такой же 

вид, как и соотношения (6). 

Для численного решения задачи (1) – (6) применялся метод сеток на основе базовых 

схем [7 - 9]. Для решения разностных задач использовались эффективные численные 

методы (прямые и итерационные) в соответствии с методикой, представленной в 

работе [7]. Для решения системы линейных алгебраических уравнений, 

соответствующей задаче (4) – (6), использовался прямой метод Холецкого [10], а для 

решения обобщенной проблемы собственных значений, соответствующей задаче (1) - 

(3) – метод итерирования подпространства [11]. 

Результаты численного решения задачи. Расчеты проведены для следующих 

геометрических и механических характеристик пластины: 

52 ,  0.3,  =1E ГПа p ГПаν= = , 
2 1
/ 10,  l l  =

2
/ 0 0.75t l = ÷ .  

На рис. 2 показано изменение критической нагрузки крp  при изменении длины t  

трещины. На рис. 3 приведены формы потери устойчивости в окрестности трещины для 

различных значений ее длины. Кривые 1, 2, 3, 4, 5 соответствуют формам потери 

устойчивости для следующих значений 
2

/t l  длины трещины: 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 

0.75. Из полученных результатов следует, что наличие трещины приводит к 

существенному уменьшению критической нагрузки по сравнению с однородной 

пластиной ( 0=t ). Увеличение длины трещины приводит к дальнейшему монотонному 

уменьшению критической нагрузки. 

Выводы. Сравнение с результатами работы [3] для случая шарнирного 

опирания, когда в пластине реализуется однородное докритическое состояние, 

показывает, что неоднородность начального состояния, которое имеет место при 

шарнирном закреплении торцов пластины, приводит к увеличению критической 

нагрузки для однородных пластин (при отсутствии трещины). Такое увеличение 

достигает 40%. В то же время, при наличии центральной трещины, неоднородность 

начального состояния, связанная с граничными условиями на торцах пластины, 

практически не влияет на критические параметры устойчивости пластины. Это 

позволяет сделать вывод о том, что основные механизмы разрушения пластины 

определяются локальной потерей устойчивости в окрестности трещины. 
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Увеличение длины трещины приводит к уменьшению критической нагрузки и как 

следствие – уменьшению прочности пластины при сжатии. Информация о форме 

локальной потери устойчивости в окрестности трещины позволяет при дальнейшем 

исследовании провести анализ влияния предварительной потери устойчивости на 

разрушающую нагрузку [1]. 
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