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ЯКІСНА ТЕОРІЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ: З ЧОГО ПОЧИНАТИ? 

 

Вступ. В цій статті пропонується методика проведення початкової (вступної) 

лекції з курсу «Якісна теорія диференціальних рівнянь», що базується на повторенні 

вивченого матеріалу та його використання в цьому курсі.  

 Математичний курс «Якісна теорія диференціальних рівнянь» вивчається 

після таких курсів, як «Математичний аналіз», «Звичайні диференціальні рівняння», 

«Функціональний аналіз», тощо [2,4,5,8]. Тому для кращого засвоєння матеріалу варто 

повторити основні поняття вищезгаданих курсів, зробивши акцент на практичних за-

вданнях [3,9,10]. 

 Диференціальні рівняння застосовуються для вирішення задач з екології, 

фізики, техніки, біології, економіки  тощо, але не завжди можна отримати розв’язки у 

явному вигляді [1,6,7]. Тому виникає потреба проаналізувати положення рівноваги сис-

теми диференціальних рівнянь  та дослідити поведінку траєкторій в околі положення 

рівноваги. 

 Постановка задачі. Пропедевтикою вивчення цього курсу є  наступні за-

дачі. 

Задача 1.  На рисунку 1 зображено п’ять прямих, які проходять через точку 

0 0( ; )x y , що належить графіку функції ( )y f x= . Укажіть номер прямої, яка може бути 

дотичною, проведеною до графіка цієї функції в точці 0 0( ; )x y , якщо 0'( ) 1f x > .   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розв’язання та обговорення. З рисунку видно, що лише пряма 2 перетинає дода-

тний напрямок вісі Ох під кутом, більшим за 45° . 

Р
ис.1 
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Доречно поставити студентам запитання щодо інших прямих, наприклад: «Яко-

му проміжку ( ); 1−∞ −  або ( )1;− +∞  належить значення 0( )f x′ , якщо пряма 4 є дотич-

ною, проведеною до графіка цієї функції в точці 0 0( ; )x y ?».  

 Задача 2. На рисунку 2 зображено частину графіка функції ( )y f x=  і до-

тичну, проведену до нього в точці з абсцисою 0 2x = − . Обчисліть ( 2)g′ − , якщо: 

 

1)  ( ) 9 ( )g x x f x= + . 

 

2)  ( ) ( )g x x f x= ⋅ . 

 

3)  
( )

( )
f x

g x
x

= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 2 

Розв’язання та обговорення. 1) ( ) 9 ( )g x f x′ ′= + , ( 2) 9 ( 2)g f′ ′− = + − . Використо-

вуючи графік функції, отримуємо ( 2) 9 1,8 10,8g′ − = + = . Аналогічно розв’язуються на-

ступні пункти. 

Розглянуті задачі перевіряють як техніку диференціювання, так і розуміння гео-

метричного змісту похідної, що буде використовуватись на наступних лекціях цього 

курсу. 

 Задача 3.   На рисунку 3 зображено графік функції 3 22y ax x bx c= − + + . 

 Визначте знаки параметрів ,a b  і c .  

 

 

 

 

 

 

 

( )y f x=  

x  

2−  5−  

1,8  

3 

О 

Р
ис.2 

Рис. 3 
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Розв’язання та обговорення. З рисунку видно:  1) lim ( )
x

y x

→+∞

= +∞ , звідки 0a > ; 

2) (0) 0y′ < , звідки 0b < . 

 Задача 4.  На рисунку 4 зображено графік функції ( )y xϕ= , яка є 

розв’язком  рівняння ( )y f x′ = . Побудуйте схематично графік розв’язку ( )y xµ=  за-

дачі Коші ( )y f x′ = , (0) 0y = . Знайдіть значення  (1)µ .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Розв’язання та обговорення. Розв’язки рівняння ( )y f x′ =  записуються у вигляді 

( )y f x dx C= +∫ . Таким чином, розв’язок розглядуваної задачі Коші ( )y xµ=  отриму-

ється паралельним перенесенням заданого розв’язку ( )y xϕ= на 3 одиниці вгору 

вздовж вісі Оу  (дивись рисунок 5). Відповідно, (1) 3µ = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 При розв’язанні цієї задачі використовується геометричний зміст первіс-

ної. Варто нагадати студентам  зміст константи C , яка зустрічається при розв’язуванні 

звичайних диференціальних рівнянь. 

3−  

( )y xϕ=  

Рис.4 

( )y xµ=  

Рисунок 5 
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Задача 5.  На рисунку 6 зображено дотичну, проведену до одного із розв’язків 

( )y xϕ= рівняння ( ; )y f x y′ = в точці 0 0( ; )M x y . Знайдіть: 1) знак похідної 0( )xϕ′ ; 

 2)  значення 0 0( ; )f x y . 

 

 

 

 

 

 

Розв’язання та обговорення.   1)  Оскільки дотична, що проведена  до одного із 

розв’язків ( )y xϕ= рівняння ( ; )y f x y′ = в точці 0 0( ; )M x y  перетинає додатний напря-

мок вісі Ох під гострим кутом, то 0( ) 0xϕ′ > . 2) В силу заданого рівняння 

0 0 0 0( ; ) ( ) ( )f x y y x xϕ′ ′= = . Використовуючи геометричний зміст похідної, отримаємо 

0

2
( )

5
x tgϕ α′ = =  (дивись рисунок 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                Рисунок  7 

Після такої пропедевтики, студентам набагато простіше сприймати поняття поля 

напрямків та ізоклін, які використовуються при побудові фазового портрету систем 

диференціальних рівнянь. 

Задача 6. Песик  відійшов від свого хазяїна  на відстань 3 м і почав бігати на-

вколо нього по колу зі сталою швидкістю (дивись рисунок 8). Побудуйте графіки фун-

кцій ( )y f x=  і ( )v f x′= , де y   відстань (у метрах) між хазяїном і песиком, а x   

час (у секундах) від початку руху по колу, 0x ≥ . 

 

 

 

 

 

 

 

                                         Рисунок 8 
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Розв’язання та обговорення. Рух по колу означає, що відстань y  між хазяїном та 

песиком з часом x  залишатиметься сталою – 3 м. Отже, графіком функції є пряма 

3y = , при цьому графіком функції ( )v f x′= є пряма 0y = .  

Доречно розглянути інші траєкторії руху песика, наприклад, рух по спіралі (ди-

вись рисунки 9 і 10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 9 

 

Для траєкторії, зображеної на рисунку 9, функція  ( )y f x=  зростає, а 

( ) 0v f x′= > . Для траєкторії, зображеної на рисунку 10, функція  ( )y f x=  спадає, а 

( ) 0v f x′= < .  

Розглянуті траєкторії ілюструють поняття стійкості, нестійкості та асимптотич-

ної стійкості, що допомагає засвоєнню матеріалу на більш глибокому рівні. 

Висновки.  Таким чином , пропедевтику курсу «Якісна теорія диференціальних 

рівнянь» варто починати з багатовекторних завдань, які перевіряють знання, розуміння, 

навички, та водночас готують студентів до нових математичних абстракцій. В статті 

наведено приклади таких завдань, розглянуто їх розв’язання та запропоновано питання 

для обговорення на лекціях.  
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