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ВЛИЯНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ СЛОИСТОЙ 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ НА ВЕЛИЧИНУ КРИТИЧЕСКОЙ НАГРУЗКИ 

ПРИ ОДНООСНОМ СЖАТИИ 
 

Введение. В работах [4,5] исследовано влияние геометрических параметров на 
критическую нагрузку для изотропных и анизотропных пластин. В работе [3]  
рассмотрена устойчивость матричного композитного материала регулярной 
структуры, находящегося под действием одноосной нагрузки. 

В настоящей работе с использованием общих уравнений трехмерной 
линеаризированной теории устойчивости деформируемых тел (ТЛТУДТ) [1]  
(математическая модель) и модели кусочно-однородной среды ( механическая модель) 
в пространственной постановке исследуются влияние геметрических параметров  на 
величину критической нагрузки слоистой прямоугольной пластины . Указанный 
подход является наиболее строгим и позволяет оценить точность результатов, 
полученных с применением различных приближенных теорий и расчетных схем.  
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Пластина представляет элемент конструкции из матричного слоистого 
двухкомпонентного композитного метериала с изотропными слоями (Рис.1).  
 
 

                                                        
                                                                          Рисунок 1 
                                                                   
 

Постановка задачи. Рассматривается прстранственная задача устойчивости 
слоистой двухкомпонентной прямоугольной пластины сжимаемой вдоль оси 

1
Ox усилиями интенсивности 0

11
P  (рис.2) . Слои пластины имеют различные 

геометрические и механические характеристики. Торцы пластины 
1

0x =  и 
1 1
x l=  

жестко защемлены в направлении 
2
x  и 

3
x  и допускают смещение в направлении  

1
x . 

Стороны 
2 2

0,x l= и 
3 3

0,x l=  свободны от напряжений. Пластина находится в 

состоянии простого нагружения. В этом случае уравнения и граничные условия 
ТЛТУДТ для каждого слоя к (к=1,2) пластины запишутся в виде ( индекс к  опускаем). 

                      0

,
( ), 0

im ik m k i
uσ λσ+ =                                                                                     (1) 

                      0

11 1 1,
( ) 0

j j
uσ λσ+ = ; 

2 3
0u u= = , при 

1 2 2 3 3
0 (0 0 )x x l x l= ∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤  

                     0

11 1 1,
( ) 0

j j
uσ λσ+ = ; 

2 3
0u u= = , при  

1 1 2 2 3 3
(0 0 )x l x l x l= ∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤  

                     0
im

σ = ; при 
2 2

0,x l=
1 1 3 3

(0 0 )x l x l∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤                                       (2) 

                     0
im

σ = ; при 
3 3

0,x l=
1 1 2 2

(0 0 )x l x l∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤ , 

и условиями на контакте 

                    [ ] [ ]0, 0
m im

u σ= =  при 1

1 1
x l= ∨

2 2 3 3
(0 0 )x l x l≤ ≤ ∨ ≤ ≤                         (3) 

Интенсивность критической нагрузки определяется по формуле. 

                       
32

0

11 2 3 2 3 1

2 3 0 0

1
min ( , ) | .

ll

kpP P x x dx dx x const
l l

λ= =∫ ∫ ,                                   (4) 

        

где min λ - минимальное по модулю собственное число задачи (1)-(3), 
0

11
P − интенсивность начальной нагрузки, приложенной к торцам пластины. 
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                                                                       Рисунок 2 
 
В рассматриваемом случае начальное состояние неоднородное и компоненты 
начального состояния определяются из уравнений линейной теории упругости 

                             0

,
0

ij i
σ =                                                                                                      (5) 

С граничными условиями 
                              0

im
σ =  при 

2 2
0,x l=

1 1 3 3
(0 0 )x l x l∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤ , 

                              0
im

σ =  при 
3 3

0,x l=
1 1 2 2

(0 0 )x l x l∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤ ,                             (6) 

                              0 0

11 11 2 3
, 0P u uσ = = =  при 

1 1
0,x l=

2 2 3 3
(0 0 )x l x l∨ ≤ ≤ ∨ ≤ ≤  

и условиями  на контакте 

                               [ ] [ ]0, 0
m im

u σ= =  при 1

1 1
x l= ∨

2 2 3 3
(0 0 )x l x l≤ ≤ ∨ ≤ ≤              (7) 

В пределах каждого слоя пластины закон Гука имеет вид 

                                0 0 0 0

, , ,
(1 ) ( )

ij ij ik k k ij ij i j j i
A u G u uσ δ δ= + − + ,                                             (8) 

где ,

ij ij
A G -коэффициенты упругости и модули сдвига изотропного тела; [ ]- скачек 

функции f(x). 
В области занятой пластиной вводится неравномерная сетка ϖ ω γ= + , 

состоящая из множества ω  внутренних и множества γ  граничных узлов. Граница γ , в 
свою очередь, состоит из участков 

ii yγγ
τ

, на которых по m-ой составляющей  заданы, 

соответственно, разностные аналоги граничных условий в напряжениях и 
перемещениях. Сетка ϖ  разбивает расчетную область на М прямоугольных ячеeк, 
(рис.2) и содержит N узлов, нумерация которых осуществляется слева направо и снизу-

вверх. Для m-ой ячейки определены номера узлов )N1,(n ,n =
mm . В каждом узле  

строится дискретная аппроксимация дифференциальных уравнений задач (1)-(3),(5-8) 
Дифференциальным задачам (1)-(3),(5-8) на сетке ω  ставится в соответствие 
разностные задачи: 

                                                Ау= µ Ву   или 
m m

A y B yµ= , x ϖ∈                               (9) 

                                                     Ау=Ф или 
m m

A y Ф= ,                                                     (10) 

Составляющие 
m

A , 
m

B разностных операторов А и В и оставляющие 
m
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вектора правой части Ф определяются из соотношений: 
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i y

xm
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Ф

x

ξ

ϕ ξ ϖ γ

γ

∈


∈

= 
 ∈

∑
      

где ( )
m
a ξ , ( )

m
b ξ  – базовые операторы, ( )

m
ϕ ξ  – базовая функция, ξ =

1 2
( , )ξ ξ  –

 мультииндекс, идентифицирующий узлы произвольной ячейки сетки. Построение 
базовых операторов и базовой функции осуществляется в соответствии с методикой, 
изложенной в работе [6]. Знак ∑

∈хξ

означает суммирование по всем ячеечным узлам ξ , 

принадлежащим сеточному узлу х, причем, если узел принадлежит границе сеточной 
области ( x γ∈ ), то по m- компоненте в этом узле должно быть задано естественное 
граничное условие. Разностным операторам А , В, действующим в пространстве 

размерности 2N соответствует матрицы А={ }ijA ,В={ }ijB  размерности 2N×2N. В силу 

этого задачам (9),(10) на сетке ϖ  поставим в соответствие алгебраические задачи: 
Ау= µ Ву,       (11) 
Ау=Ф,       (12) 

где А={ }ijA ,В={ }ijB  представляют собою блочные матрицы порядка 2N, блоки 

которых получаются как суммы блоков 
ij
a ,

ij
b  базовых матриц a и b  по всем ячейкам 

сетки ϖ , а составляющая 
m

Ф вектора Ф представляет сумму составляющих 
m

ϕ  

базового вектора ϕ . Разностные задачи (9,10) самосопряженные и положительно-
определенные (А=А*>0), (B=B*>0).Для решения задач (11) и (12) применялись 
эффективные численные методы (прямые и итерационные) в соответствии с методикой 
работы [6]. В рассматриваемом случае алгебраическая задача (12) решалась прямым 
методом- методом Холецкого [2], а после сгущения разностной сетки применялся 
итерационный метод сопряженных градиентов [2]. При этом, решение полученное 
методом Холецкого интерполировалось и принималось в качестве начального 
приближения для решения задачи (11) итерационным методом. 

Результаты работы. В качестве примера рассмотрена устойчивость  
двухкомпонентной пластины с излтропными слоями, имеющими следующие 
механические постоянные: связующее:E 520 ГПа;G 200 ГПа, 0 ,3ν= = = , наполнитель:  

ν= = =E 52 ГПа;G 20 ГПа, 0 ,3.Размеры пластины нормированы к ее ширине 

( 1 2

1 1 1
l 1;l 0.2;l 0.8;= = = ) и изменяются в таких пределах . l .

2
0 1 0 3≤ ≤ ; 

. l . l
3

0 1 1 2≤ ≤ = .  Величина l .=1 2  получена из вычислительного эксперимента. При 

l .=
2

0 1  критическая нагрузка полученная для l .=
3

0 1  kp

н( P ) сравнивалась с 

критическими загрузками kp

тP , полученными для значений l . ; . ... .=
3

0 2 0 3 0 8  и 

вычислялась относительная погрешность       

                                                              
kp kp

н т

kp

н

P P
. %

P
δ

−
= 100  

Выводы.В результате расчетов установлено, что при указанных геометрических 
параметрах

max
7%δ =  и с увеличением 

3 3 2
( )l l l≥ значение δ  уменьшается, причем при 

3
0.8l ≥ , 1%δ ≤ .    При 

2
0.2;0.3l = соотвественно 

max
8%δ = ;

max
8.5%δ =  , а 1%δ ≤  
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соответственно при
3

0.9l ≥ .Таким образом, для конкретных значений параметра 

тонкостенности 
3 1
/ 2l lα π=  исследована зависимость критической нагрузки от длины 

пластины и вычислено значениеδ . Установлено, что начиная с некоторого значения 
3
l , 

полученного в результате вычислительного эксперимента для каждого значения α  при 
дальнейшем увеличении параметра 

3
l  величина δ при данных механических 

характеристиках изменяется не более чем на 1%. Результаты, полученные в данной 
работе качественно согласуются с результатами работы [4]. 
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ЧИСЛОВИЙ АНАЛІЗ ПОШИРЕННЯ КВАЗІПОПЕРЕЧНИХ ХВИЛЬ У 
НЕСТИСЛИВОМУ КОМПОЗИТНОМУ МАТЕРІАЛІ З ПОЧАТКОВИМИ 

НАПРУЖЕННЯМИ 
 

Вступ. У роботі [2] було досліджено поширення хвиль вздовж нестисливих 
шарів композитного матеріалу з початковими напруженнями. В цій статті отримано, 
зокрема, дисперсійне рівняння для квазіпоперечних хвиль. Дослідження проведено у 
рамках тривимірної лінеаризованої теорії пружності, яка викладена в [1], де також 
наведено результати дослідження [2]. Тому нижче будемо дотримуватися позначень та 
термінів використаних в [1]. 

Оскільки, в статті [2] аналіз дисперсійного рівняння для квазіпоперечних хвиль 
проводився асимптотично, тобто фазові швидкості хвиль знайдено лише при 
довгохвильовому наближенні, то в даній роботі проведено числове дослідження цього 
характеристичного рівняння. Нижче наведемо основні співвідношення [1, 2], які 
необхідні для одержання дисперсійного рівняння. 

Постановка задачі. Основні рівняння. Розглядається шаруватий композитний 
матеріал, що складається з двох компонентів, шари яких чергуються. Матеріали шарів 
вважаються нестисливими ізотропними з довільною формою пружного потенціалу. Всі 
величини, що відносяться до кожного з компонентів позначаються вгорі індексом в 


