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НЕЛИНЕЙНОЕ ДЕФОРМИРОВАНИЕ ОБОЛОЧЕК ИЗ СЛОИСТЫХ КОМПОЗИТОВ 
ПРИ НЕСОВПАДЕНИИ НАПРАВЛЕНИЙ АРМИРОВАНИЯ  

С ОСЯМИ СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 
 

Введение. В настоящей работе разрабатывается инкрементальный подход к ре-

шению задачи о нелинейном деформировании оболочек, включая докритический этап, 

потерю устойчивости и закритическое поведение. В основу предлагаемого подхода по-

ложены нелинейные зависимости между деформациями и перемещениями, которые 

применимы при больших углах поворота. Они получены из соотношений нелинейной 

теории упругости, взятых в форме Новожилова [1], при использовании кинематической 

гипотезы Тимошенко-Миндлина. Уравнения равновесия записываются в проекциях на 

направления осей до деформации. Их отличительной особенностью является то, что 

они содержат проекции усилий и моментов, обусловленных нелинейностью кривизн и 

кручения ijk , а также деформаций 3iε . Выводится разрешающая система дифференци-

альных уравнений относительно скоростей разрешающих функций, представленная в 

операторной форме Коши [2]. Для решения краевой задачи относительно скоростей ис-

пользуется метод дискретной ортогонализации при равноправии искомых функций и 

нагрузки [3, 4]. Система дифференциальных уравнений дополняется условием норми-

ровки, позволяющим находить решение в регулярных и предельных точках на кривой 

равновесных состояний. Изложенная процедура использована при решении задачи об 

устойчивости и закритическом поведении сферической анизотропной оболочки при 

внешнем давлении. 

Уравнения теории оболочек Тимошенко-Миндлина. При формулировке ука-

занных уравнений будем использовать определяющие уравнения в линеаризованном 

виде относительно приращений перемещений, деформаций и напряжений, возникаю-

щих в теле при бесконечно малых приращениях внешних воздействий. Если скорость 

изменения нагрузок мала, то реализуется квазистатический процесс. Параметром, по 

отношению к которому определяется скорость изменения разрешающих функций, бу-

дем считать длину дуги, которую описывает изображающая точка в пространстве рав-

новесных состояний. 

Полагаем, что оболочка отнесена к ортогональной системе координат 
21

αα , , 

совпадающей с главными линиями кривизны поверхности приведения и образующей  

правую тройку с осью z , перпендикулярной к этой поверхности и направленной к цен-

тру кривизны. Коэффициенты Ляме 21 A,A  и радиусы кривизны поверхности в на-

правлении координатных линий 21 R,R  связаны известными соотношениями Гаусса-

Кодацци. Согласно принятой кинематической гипотезе перемещения по координате z  

изменяются линейно: 

χψθ zww,zvv,zuu +=+=+= 000 ,                                  (1) 

где 000 w,v,u  – перемещения координатной поверхности, χψθ +1,,  – отождеств-

ляются при малых деформациях с направляющими косинусами прямолинейного во-
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локна, которое до деформации было нормальным к поверхности приведения [1]. В свя-

зи с этим между функциями χψθ ,,  выполняется соотношение 

( ) 11
2
=+++ χψθ .                                                      (2) 

Такое же равенство получим, если примем условие нерастяжимости нормально-

го элемента. Из равенства (2) находим 

11
22
−−−= ψθχ .                                                     (3) 

Использование этого выражения без каких-либо упрощений позволяет получить 

формулы для деформаций поперечного сдвига 
3i

ε  и приращений кривизн и кручения 

ijk , применимые в случае сильного изгиба оболочки. В теории оболочек Кирхгофа-

Лява на этом пути возникают дополнительные трудности, если следовать подходу, 

предложенному в работе [1]. Прежде, чем записать эти формулы, введем обозначения 
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Будут использоваться также аналогичные величины с индексом «2». Они полу-

чаются из приведенных путем замены 1→2, ψθ ↔↔ ,vu . Приняв во внимание вы-

ражения (4), представим нелинейные выражения деформаций  ijε , приращений кривизн 

и кручения ijk  в таком виде 
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Для сокращения записи ниже будем использовать векторно-матричные опера-

ции. Введем векторы-столбцы ( )Tk,k,,,,k,, 2212232212111311 εεεεεε = , 
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( )Tl ,,t,k,,,,t,k,,, ψθθωεθωεε 2222211111= . 

Производные от компонентов вектора ε  выражаются через производные от 

компонентов вектора 
l

ε  следующим образом: 

lcM εε && = .                                                              (7) 

Матрица cM  состоит из 8 строк и 12 столбцов: 

( ) .,...,j,,...,i,cM ijc 12181 ===                                          (8) 

Выражений для коэффициентов ijc  не приводим, так как их легко получить, 

дифференцируя формулы (5). 

Полагаем, что тангенциальные деформации изменяются по толщине линейно 

210 ,j,i,zkij,ijij =+= εε ,                                               (9) 

а деформации поперечного сдвига 2313 εε ,  от координаты z  не зависят. Аналогичное 

представление имеют производные ijε& . 

Чтобы получить зависимости между скоростями деформаций и усилий, момен-

тов теории оболочек воспользуемся соотношениями упругости анизотропного тела 

σε &&
pA= ,                                                             (10) 

где pA  – матрица коэффициентов податливости анизотропного тела, вектор-столбец 

ε = ( ) ij(,,,,, εεεεεε 1213232211  – удвоенные тензорные )ji ≠  и вектор  

=σ  ( ).,,,, 1213232211 σσσσσ=  При этом учтено, что 033 =ε , а 33σ&  выражаются че-

рез ijσ& . Вычисляя моменты нулевого и первого порядка от компонентов вектора σ&  при 

учете разложения компонентов вектора ε&  (9), получим 

ε&& AT = ,                                                              (12) 

где ( ) ij
T

T,M,M,T,T,T,M,T,TT 2212232212111311=  – моменты нулевого порядка 

(усилия), ijM – моменты первого порядка (моменты), вектор ε  совпадает с приведен-

ным выше, A  – матрица коэффициентов упругости оболочки. Для вычисления приве-

денных коэффициентов матрицы A  можно воспользоваться известными формулами [5-7]. 

В нелинейной теории упругости уравнения равновесия и граничные условия в 

напряжениях имеют такой же вид, как их аналоги в линейной теории упругости, если 

воспользоваться компонентами тензора напряжений Пиолы [8]. В теории оболочек, где 

вместо напряжений используются моменты от них нулевого и первого порядка, стати-

чески эквивалентными компонентам тензора Пиолы будут компоненты вектора 

( )T***********
T,T,M,M,T,TT,M,M,T,T,TT 231322212322211211131211= ,         (13) 

которые можно найти как   TMT
T
c

*
= ,                                                    (14) 

где T
cM – транспонированная матрица (8). Продифференцировав выражение (14), получим 

( ) lpc
T
c

*
MAMMT ε&&

+= ,                                               (15) 
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где pM  – матрица, коэффициенты которой находятся из равенства TMM
T
clp

&& =ε . Обо-

значим их как ( )121 ...,j,iP ,ij = . Учитывая то, что jiij PP =  и матрица A  – симметрич-

на, можем констатировать, что матрица ( )pc
T
c MAMM +  также симметрична. 

Уравнения квазистатического состояния равновесия имеют вид 
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Граничные условия формулируются относительно пяти функций, взятых по од-

ной из пяти пар 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ψθ ,M,,M,w,T,v,T,u,T
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1211131211

&&&&&                              (17) 
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ψθα 2121  если контурные линии совпа-

дают с координатными линиями. 

При независящих от скоростей механических характеристиках материала можно 

показать, что соотношение (15) и уравнения (16) находятся из условия стационарности 

функционала 
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В случае пологих оболочек вариационный принцип относительно скоростей раз-

решающих функций получен в работе [9]. Потенциал нагрузки, которая в данном слу-

чае является следящим внешним давлением интенсивности q , существует только при 

определенных типах граничных условий [10]. 

Условие стационарности примет вид 

( )( )[ ( ) ( ) −′′+′+−′∫∫
−

uuuTuuTTAuuT
TTT

&&&&&& δεδεεδ 000
1

0  

( ) ( )] 0
000 =+−+− dsuNuNquNuNq TTTT

&&&&&&& δδδδ .                                   (19) 

Отсюда получаем разрешающую систему дифференциальных уравнений в нор-

мальном операторном виде. Первая группа уравнений имеет вид 

( ) 0
1

0 =−′
−

TAuu &&ε .                                                    (20) 

Вторую группу уравнений также получим из вариационного уравнения (19), 

применив интегрирование по частям. 
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Дифференциальные уравнения квазистатического равновесия запишутся в виде 

(16). Для решения системы (16), (20) будем использовать метод дискретной ортогона-

лизации [3], который лежит в основе развитых численных процедур, обеспечивающих 

высокую точность получаемых результатов [4, 7]. 

Результаты расчета. Рассматриваемые оболочки содержат множество струк-

турных и геометрических параметров, которые существенно влияют на вид равновес-

ных кривых и значения критических нагрузок. К таким параметрам относятся механи-

ческие  характеристики элементарных слоев, их количество в слоистом пакете, направ-

ления укладки армирующих волокон по отношению к осям оболочки, значения компо-

нент метрического тензора. 

В качестве примера рассмотрим нелинейное осесимметричное деформирование 

однослойной оболочки вращения в форме сферического сегмента (рис.1), изготовлен-

ную из волокнистого композита с параметрами 5441 ,E = ГПа, 6102 ,E =  ГПа, 

06112 ,G =  ГПа,  1213 GG = ,  7323 ,G = ГПа, 3270,=ν . На рис.2-4 показан вид диа-

грамм нагружения для пологой (рис.2) и непологих (рис.3-4) оболочек рассматриваемо-

го вида. Для пологой оболочки отношение стрелы подъема H к толщине равнялось 4 

при толщине 0,2см,  10=c см, 
H

Hc
R

2

22
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Для непологих оболочек в расчетах принято o
40=β , 100=R см,  толщина 2 см,  

половина центрального угла в вершине сферы 540/π . На рис.2 показан вид равновес-
ных кривых для ортотропной оболочки, на рис. 3, 4 - для анизотропных при различных 

углах ψ  между меридианом и направлением армирования волокон. Так, на рис. 2 кри-

вая 1 построена при o
0=ψ , кривая 2 – при o

15=ψ , на рис. 3 кривая 1 – при o
45=ψ , 

кривая 2 – при o
60=ψ , кривая 3 – при o

90=ψ . На рис.5 показана зависимость кри-
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тических нагрузок 
c

q  от угла армирования 

ψ  для ортотропной (кривая 1) оболочки и 

анизотропной (кривая 2) с одной плоско-
стью симметрии. 

Выводы. Полученные результаты 
свидетельствуют о том, что композицион-
ные материалы по своему функциональ-
ному использованию могут быть весьма 
эффективными, если предварительный 
анализ расчетных данных проводится с 
учетом современных достижений в смеж-
ных областях механики материалов и обо-
лочечных конструкций. В частности, раз-

личие в поведении кривых (1) и (2) на рис.5 указывает на то, что пренебрежение анизо-
тропией композитов при оптимизации структурных параметров оболочек не приведет к 
желаемому результату [5, 11-13]. 
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