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Вступ. Широке застосування п'єзокерамічних пластин і оболонок, як активних 

елементів електромеханічного перетворення енергії, потребує розвитку підходів до по-

будови теорії їх статичного чи динамічного деформування. Вони можуть мати різні от-

вори, порожнини та інші дефекти, навколо яких виникають зони концентрації напру-

жень. Цій проблемі приділяється достатньо уваги [1-5]. У роботах [5-7] редукція 

тривимірних задач теорії електропружності до двовимірних здійснюється за допомогою 

методу розвинення шуканих функцій у ряди Фур'є за поліномами Лежандра координати 

товщини. Дослідження напруженого стану трансверсально-ізотропних п'єзокерамічних 

пластин, послаблених круговими отворами, проведено в [8, 9]. В даній роботі цим са-

мим способом сумісно з методом збурення форми границі [10] знаходиться розв'язок 

задачі про визначення концентрації механічних напружень біля еліптичного отвору в 

п'єзокерамічній пластині, що знаходиться під дією постійного усестороннього розтягу. 

Постановка задачі і основні співвідношення. Розглянемо п'єзокерамічу пла-

стину постійної товщини h2  )( consth = , віднесену до декартової системи координат ix  

)3,2,1( =i . Будемо вважати, що граничні площини hx ±=3  неелектродовані та вільні 

від механічних напружень. Пластина послаблена криволінійним отвором і знаходиться 

під дією постійних розтягуючих сил. Для визначення просторового напруженого стану 

пластини використовується метод розвинення у ряд за поліномами Лежандра сумісно з 

методом збурення форми границі [10]. 

Представимо, наслідуючи [7, 8], компоненти вектора переміщень ( )321 ,, xxxu j  і 

тензора напружень ( )321 ,, xxxijσ , електричної індукції ( )321 ,, xxxD j  і діелектричного 

потенціалу ( )321 ,, xxxφ  у вигляді рядів Фур’є за поліномами Лежандра ( )ξkP , тобто 
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зручності вважатимемо парним: )...,2,1,0(2 ∞<== nnN . 

Відносно коефіцієнтів розкладу як функцій двох незалежних змінних отримуємо 

рівняння рівноваги і відповідні граничні умови. Для трансверсально-ізотропних пла-

стин вони розпадаються на дві групи рівнянь, що описують симетричне і кососимет-

ричне деформування пластини. При симетричному деформуванні загальний розв’язок 

рівнянь рівноваги представляється формулами [7] 
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де ( )zϕ , ( )zψ  – довільні аналітичні функції; mV  та 
s

w  – метагармонічні функції, що 

задовольняють рівнянням 
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в яких ∆  – оператор Лапласа, mk , sλ  – корені відповідних характеристичних рівнянь. 

Введемо в області S  полярні координати θ,r  і запишемо визначальні рівняння 
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На основі даного розв’язку розглянемо задачу про напружений стан 

п’єзокерамічної пластини, послабленої еліптичним отвором. Поверхня порожнини 

вільна від електричних і механічних навантажень, а на нескінченності пластина знахо-

диться під дією постійного всестороннього розтягу інтенсивності p  ( constp = ). Нехай 

пластина ослаблена криволінійним циліндричним отвором, контур L  якого на 

серединній площині S  незначно відрізняється від кругового 0L  радіуса R . Тоді контур 

L описується рівняннями [10] 

)cos(cos1 ϑεϑ += Rx ;   )sin(sin2 ϑεϑ −= Rx ,      (5) 



Математичні проблеми технічної механіки 

 188 

в яких ε  – параметр, що визначає форму отвору. Для еліптичного отвору 

))(( baba +−=ε ; 2)( baR += , де a  і b  – півосі еліпса. Конформне відображення 

зовнішньої області одиничного круга на область, обмежену кривою L , задається фор-

мулою 
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+==+= εςςω siyxz ,               (6) 
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нати. Оскільки система координат ( )ξϑρ ,,  повернута на деякий кут β  відносно ( )3,,θr  

навколо спільної осі hx3=ξ , то маємо співвідношення 
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Граничні умови на кривій L  області S  записуються таким самим способом, як і 

для пластин из круговим отвором. Так, зокрема, для вільного від напружень отвору 

маємо умови 
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Необхідно зазначити, що основні рівняння (3) в змінних ρ  і ϑ  будуть складни-

ми і знайти їх розв’язок з розділенними змінними досить важко. Тому розв’язок задачі 

шукатимемо у вигляді рядів за степенями малого параметра ε  у вигляді  

( ) ( )∑
∞

=

′′′′
=

0

),()(
,,

τ

ττ
ϑρσεϑρσ

l
ji

l
ji

;   ( ) ( )∑
∞

=

′′
=

0

),()(
,,

τ

ττ
ϑρεϑρ

l
j

l
j

uu .        (9) 

Підставляючи (9) разом із розкладом в ряд функцій βi
e , βi

e
2  у співвідношення 

(7) і прирівнюючи вирази при однакових степенях параметра ε , отримаємо значення 

для компонент 
)(l
ji ′′

σ . Таким чином, у кожному наближенні по параметру ε  приходимо 

до розв’язання задачі для кругового отвору. 

Голоморфні функції ( )ςϕ j′ , ( )ςψ j′  для зовнішньої крайової задачі представляємо 

у вигляді 
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визначаються напруженнями, заданими на нескінченності, тобто 
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В залежності від значень коренів характеристичного рівняння, які можуть бути 

дійсними додатними ( )1k  чи комплексно – спряженими ( )232 , kkk = , метагармонічні 

функції 
m
V  записуються таким чином 
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Тут 
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H  – циліндричні функції Бесселя, Ханкеля першого і другого 

роду відповідно; 1
1

1 kRhx
−

= , 2
1

2 kRhx −=
− , 33 xx = . Аналогічне представлення 

мають метагармонічні функції 
s

w . Довільні постійні даних функцій визначаються із 

граничних умов (8). 

Висновки. Викладено результати числових досліджень напруженого стану біля 

еліптичного отвору в необмеженій п’єзокерамічній пластині, що знаходиться під дією 

усестороннього розтягу. Розрахунки проведені для пластини, виготовленої із матеріалу 

РZT- 4 [11]. Знайдені компоненти напружень з урахуванням трьох наближень за малим 

параметром ε . 

У табл.1 наведено значення кільцевих напружень pϑϑσ  на контурі отвору 

( 1=ρ ) на серединній площині 0=ξ  в точці 0=ϑ  для першого і другого наближень в 

залежності від відношення ba  півосей еліпса; при цьому прийняті деякі значення 

відношення hb . Із збільшенням відношення ba  коефіцієнт концентрації зростає. 

Натомість із збільшенням hb  він зменшується. 

 

Таблиця 1 – Значення кільцевих напружень pϑϑσ  

ba  

hb  
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 

1 набл. 2.0 2.2058 2.3892 2.5573 2.7110 2.8516 
1.0 

2 набл. 2.0 2.2168 2.4281 2.6375 2.8418 3.0398 

1 набл. 2.0 2.1972 2.3738 2.5348 2.6819 2.8163 
2.0 

2 набл. 2.0 2.2079 2.4119 2.6128 2.8088 2.9984 

1 набл. 2.0 2.1931 2.3661 2.5242 2.6690 2.8016 
3.0 

2 набл. 2.0 2.2033 2.4036 2.5989 2.7904 2.9757 

1 набл. 2.0 2.1913 2.3627 2.5181 2.6638 2.7960 
4.0 

2 набл. 2.0 2.2012 2.3980 2.5921 2.7814 2.9645 

 

На рис.1 представлені криві зміни напружень p
ϑϑ
σ  від зміни відносної тов-

щини пластини hb  на серединній (крива 1) і граничній (крива 2) площинах відпо-

відно. Як видно, із збільшенням hb  напруження на серединній площині спадають, а 

на граничній – зростають. При тих самих даних криві на рис.2 характеризують зміну 



Математичні проблеми технічної механіки 

 190 

нормальних поперечних напружень p
33
σ  на серединній і граничній площинах пла-

стини. 
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