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Введение. Один из возможных механизмов разрушения материалов и элементов 

конструкций при нагружении связан с появлением и развитием во времени рассеянных 

микроповреждений, приводящих, как правило, к образованию магистральных трещин. 

Согласно физическим представлениям, поврежденность материала можно рассматривать 

как наличие рассеянных дефектов в виде микротрещин, микропустот или разрушенных 

микрообъемов, которые приводят к уменьшению эффективной или несущей части мате-

риала, оказывающей сопротивление нагрузкам. Экспериментальные данные и наблюде-

ния за работой элементов конструкций и сооружений свидетельствуют о том, что повре-

ждаемость может быть как кратковременной (мгновенной), соответствующей уровню 

напряжений или деформаций в момент их задания, так и длительной, проявляющейся в 

росте повреждений во времени после приложения нагрузки. Теория кратковременной и 

долговременной повреждаемости построена соответственно в [1, 2]. При достаточно вы-

соких нагрузках у многих материалов появляется физическая нелинейность деформиро-

вания. Такой вид нелинейности характерен для металлов, а также для полимерных мате-

риалов при высоких температурах. Поэтому построение модели деформирования и дли-

тельной повреждаемости физически нелинейного материала представляется актуальным. 

Постановка задачи. Рассмотрим физически нелинейное деформирование изо-

тропного материала, описываемое зависимостью модулей объемного сжатия K  и сдви-

га µ от деформаций, которое сопровождается микроповреждаемостью в процессе на-

гружения. Микроповреждаемость материала моделируем образованием системы сто-

хастически расположенных квазисферических микропор, возникающих в тех микро-

объемах, где напряжения превосходят предельные значения микропрочности.  

Зависимости между макронапряжениями и макродеформациями можно записать 

в виде 
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где αβαβ ijij DV ,  – объемная и девиаторная составляющие единичного тензора αβijI , т.е. 

).32(21;31; αβαββααβαβαβαβαβαβ δδδδδδδδ ijjijjijijijijijij DVDVI −+==+=  (3) 

В качестве условия образования единичного микроповреждения в некотором мик-

рообъеме неповрежденной части материала примем критерий прочности Губера ─ Мизеса  

,

1
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                                                              (4) 

где 2
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>< ijijI σσσ  – второй инвариант девиатора тензора средних напря-

жений ′
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ijσ  по неповрежденной части материала; k  – предел микропрочности, яв-

ляющийся случайной функцией координат. Так как средние по неповрежденной части 

материала напряжения ><
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ijσ  связаны с макронапряжениями >< ijσ  зависимостями 
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то инвариант девиатора тензора средних напряжений по неповрежденной части мате-
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Поэтому из (5), (6) получим критерий прочности в пространстве соответственно 

макронапряжений и макродеформаций 
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Если величина 1
><σ

I  для некоторого микрообъема материала не достигает соот-

ветствующего предельного значения k , то согласно критерию длительной прочности 

разрушение произойдет по истечении некоторого промежутка времени 
k
τ , длитель-

ность которого зависит от степени близости 1
><σ

I  к предельному значению k . В об-

щем случае эту зависимость можно представить в виде некоторой функции 

)( ,
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причем 0),( =kkϕ , ∞=),0( kϕ . 

Одноточечную функцию распределения )(kF  предела прочности k  микрообъе-

ма неповрежденной части материала можно аппроксимировать степенным законом на 

некотором отрезке 
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или распределением Вейбулла 
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Здесь 0k  – минимальная величина предельного значения k , с которого начина-

ется разрушение в некоторых объемах материала; β,,1 mk  – постоянные, выбираемые 

из условия аппроксимации разброса прочности в материале. 

Примем, что случайное поле предела микропрочности материала k  является 

статистически однородным, что характерно для реальных материалов, а размеры еди-

ничных микроразрушений и расстояний между ними пренебрежимо малы по сравне-

нию с размерами включений и расстояний между ними. Тогда функция распределения 

)(kF  определяет относительное содержание неразрушенной части материала, в кото-

ром предел микропрочности меньше значения k . Поэтому при ненулевых напряжениях 

><
1

ijσ  функция )(
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IF  определяет согласно (4), (9), (10), относительное содержание 

мгновенно разрушенных микрообъемов материала. Так как разрушенные микрообъемы 

моделируются порами, то, принимая начальную пористость материала равной 0p , мо-

жем записать уравнение баланса разрушенных микрообъемов или пористости материа-

ла при кратковременной повреждаемости [1] 
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Для заданных однородных макронапряжений >< ijσ  и макродеформаций 

>< ijε  согласно (7) уравнение баланса пористости (11) соответственно имеет вид 
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Если напряжения в материале ><
1

ijσ  действуют в течение некоторого времени 

t , то согласно критерию длительной прочности (8) за это время в материале разрушатся 

микрообъемы с такими значениями предела микропрочности k , для которых имеет ме-

сто неравенство 
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где величина 1
><σ

I  определяется выражениями (6). 

Время 
k
τ  хрупкого разрушения материала для реальных материалов при невы-

соких температурах имеет конечное значение, начиная только с некоторого значения 
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ϕ  можно пред-

ставить, например, дробно-степенной зависимостью 
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где некоторое характерное время 0τ , показатель 1n  и коэффициент γ  определяются из 

аппроксимации экспериментальных кривых долговечности материала. 
Подставляя (14) в (13), приходим к неравенству 
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Принимая во внимание определение функции распределения предела микро-

прочности )(kF , приходим к выводу, что функция )]()[(
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определяет в момент времени t  относительное содержание разрушенных микрообъе-
мов неразрушенной до нагружения части материала. Тогда с учетом (11) уравнение ба-
ланса разрушенных микрообъемов или пористости для материала при длительной по-
вреждаемости можно представить в виде [2] 
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или с учетом (5) в виде 
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где пористость p  является функцией безразмерного времени t , а величина 
><σ

I  оп-

ределяется выражениями (6). 

Уравнения баланса пористости (17) с учетом (9), (10) в начальный момент 0=t  
определяют кратковременную (мгновенную) поврежденность материала. С ростом вре-
мени уравнения (17), (9), (10), (16) определяют длительную его поврежденность, которая 
состоит из кратковременной и дополнительной поврежденности, развивающейся во вре-
мени. Совместно с уравнениями (2), они образуют замкнутую систему, описывающую 
совместные процессы физически нелинейного деформирования и долговременной по-
вреждаемости материала. Физическая нелинейность влияет на образование пористости 
материала при деформировании, изменение пористости в процессе деформирования 
влияет на кривую деформирования. Поэтому результирующая диаграмма деформирова-
ния обусловлена физической нелинейностью материала и нелинейностью, возникающей 
в результате роста пористости при физически нелинейном деформировании. 

Численные результаты. В качестве конкретной задачи исследуем совместные 
процессы нелинейного деформирования и микроповреждаемости материала, объемные 
деформации которого являются линейными, а сдвиговые деформации описываются 
диаграммой линейного упрочнения, т.е. в микрообъеме имеют место соотношения 

.)(2; >′<=>′<><>=< ijijrrrr SK εµσεσ                         (19) 

Здесь модуль объемного сжатия K  не зависит от деформаций, а модуль сдвига 

)(Sµ  описывается функцией 
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причем 
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где >′<>′< ijij σε ,  – девиаторы соответственно тензоров деформаций и напряжений; 

0σ  – предел пропорциональности на растяжение, который принимаем независящим от 

координат; µµ ′,0  – постоянные материала. 

На основе изложенной теории исследованы совместные процессы нелинейного 

деформирования и микроповреждаемости однородного материала, имеющего диаграм-

му линейного упрочнения (20), (21) с постоянными 

33,3=K ГПа;   11,10 =µ ГПа;   331,0=′µ ГПа                             (22) 

и пределами пропорциональности и минимальной микропрочности на растяжение 

02
3 kp =σ , 

003,00 =σ ГПа;   011,0=pσ ГПа                                        (23) 

в случае заданных макропараметров 

.0;0 332211 >=>=<<>≠< σσε                                        (24) 
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Рисунок 1 – Зависимость пористости 

материала от времени 

Рисунок 2 – Зависимость макронапряжения 

от времени 

На рис.1 при различных значениях макродеформации >< 11ε  сплошными ли-

ниями изображены кривые зависимостей пористости материала p  от времени t  для 

линейно упрочняющегося материала при дробно-степенной функции долговечности 

)(tψ , определяемой формулой (16). На этих же графиках для сравнения штриховыми 

линиями приведены зависимости p  от t  для линейного материала. Такие же обозна-

чения приняты и на рис.2. Как видим, физическая нелинейность деформирования мате-

риала оказывает существенное влияние на его микроразрушение. Графики показывают, 

что для линейно упрочняющегося материала микроразрушения начинаются при боль-

ших значениях времени t , а в дальнейшем проходят более интенсивно, т.е. при доста-

точно больших значениях времени t  пористость линейно упрочняющегося материала 

выше, чем линейного. 
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На рис.2 при различных значениях макродеформации >< 11ε  сплошными ли-

ниями показаны кривые зависимостей макронапряжения µσ >< 11  от времени t  для 

линейно упрочняющегося материала при дробно-степенной функции долговечности 

)(tψ , определяемой формулой (16). Графики показывают, что для малых значений 

времени t  физическая нелинейность деформирования материала оказывает существен-

ное влияние также и на его напряженное состояние. При достаточно больших значени-

ях времени t  влияние нелинейности на напряженное состояние материала несущест-

венно. 

Выводы. Предложена теория длительной повреждаемости для физически нели-

нейных однородных материалов. Процесс повреждаемости материала моделируется 

образованием в нем стохастически расположенных микропор. Критерий разрушения 

единичного микрообъема характеризуется его длительной прочностью, обусловленной 

зависимостью времени хрупкого разрушения от степени близости эквивалентного на-

пряжения к его предельному значению, что характеризует кратковременную прочность 

по критерию Гувера-Мизеса, которая принимается случайной функцией координат. Для 

произвольного момента времени сформулировано уравнение баланса поврежденности 

(пористости) физически нелинейного материала. Построены алгоритмы вычисления 

микроповрежденности материала от времени, макронапряжений от времени, а также 

соответствующие кривые. Исследовано влияние нелинейности материала на кривые его 

макродеформирования и повреждаемости. 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНЫ 
С ПОДКРЕПЛЕННЫМ ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ОТВЕРСТИЕМ 

 

Введение. Проблеме концентрации напряжений около отверстий в нетонких 

трансверсально-изотропных пластинах уделяется достаточно внимания. На этом классе 

граничных задач апробируются разные подходы и методы. Широко известен метод од-

нородных решений, асимптотический, разложения по толщине и др. Для решения крае-

вых задач в [1], [2] используется метод разложения искомых функций в ряды Фурье по 

полиномам Лежандра координаты толщины. Относительно коэффициентов разложе-

ний, как функций двух независимых переменных, составляется система дифференци-

альных уравнений и естественные граничные условия. Излагается метод представления 

общего аналитического решения. Используя методику возмущения формы границы [3], 

в данной работе рассматривается задача о напряженном состоянии трансверсально-


