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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ УПРУГОГО ОРТОТРОПНОГО ТЕЛА  
С ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ТРЕЩИНОЙ ПОД ВНУТРЕННИМ ДАВЛЕНИЕМ  

(С УЧЕТОМ ОРИЕНТАЦИИ ТРЕЩИНЫ) 
 

Введение. Исследования пространственных задач механики разрушения о на-

пряженном состоянии упругого изотропного тела с дискообразными или эллиптиче-

скими трещинами проводились в ряде классических работ и монографий [1-3] и др. 

Значительно меньшее число работ посвящено изучению распределения напряжений в 

трансверсально-изотропном материале, содержащем плоские трещины круговой или 

эллиптической формы [4, 5] и др. При этом существенным ограничением в этих работах 

являлось предположение о расположении плоских трещин в плоскостях изотропии 

трансверсально-изотропного материала. Получение замкнутых решений упомянутых 

задач основано на известных представлениях общих решений трехмерных уравнений 

для изотропного и трансверсально-изотропного материалов через гармонические (ква-

зигармонические) функции. Для упругого ортотропного материала такие представления 

не получены. Также для изотропного и ортотропного материалов фундаментальное ре-

шение (функция Грина для бесконечной среды) выражается в явном виде через элемен-

тарные функции, что принципиально отличает их от случая упругого ортотропного ма-

териала. Дополнительные математические трудности, связанные с упомянутыми об-

стоятельствами, не позволяют при рассмотрении трехмерных задач теории упругости 

для ортотропных материалов использовать методы и подходы, успешно применяемые 

при исследовании пространственных задач механики разрушения для изотропных и 

трансверсально-изотропных тел с плоскими трещинами. 

Задачи о распределении напряжений в ортотропных материалах вблизи круго-

вых или эллиптических трещин, расположенных в главных плоскостях ортотропии ма-

териала, изучены в [6, 7] на основе применения тройного преобразования Фурье, Фу-

рье-образа функции Грина для ортотропной среды, теоремы о вычетах Коши и числен-

ного интегрирования на основе квадратур Гаусса. В настоящей работе этот подход 

усложнен для проведения расчетов напряженного состояния и КИН вдоль фронта эл-

липтической трещины с учетом ее ориентации в ортотропном материале. Даны рекоме-

ндации по применению аналитико-численного алгоритма решения задач при различных 

отношениях полуосей эллиптической трещины (под внутренним давлением). 

Постановка задачи. Пусть ортотропная упругая среда (с осями ортотропии x0 , 
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y0 , z0  в системе координат ),,( zyx ) содержит эллиптическую трещину, ориентация 

которой связана с локальной системой ),,( 111
zyx . Предположим, что от системы 

),,( zyx  можно перейти к системе ),,( 111
zyx  с помощью вращений осей zyx 0,0,0  на 

углы γβα ,,  соответственно. Упругие свойства ортотропного материала в системе 

),,( zyx  характеризуются девятью независимыми постоянными 11c , 22c , 33c , 12c , 13c , 

23c , 44c , 55c , 66c . Упругие постоянные ijklC  связаны с величинами 
mn
c  зависимо-

стями 

111111 cC = ; 222222 cC = ; 333333 cC = ; 1222111122 cCC == ; ;1333111133 cCC ==  

2333222233 cCC == ; 443223323223322323 cCCCC ==== ; 

551313133131133131 cCCCC ==== ; 662112212112211212 cCCCC ==== .      (1) 

При этом остальные компоненты тензора ijklC  равны нулю. Ориентацию тре-

щины можно учесть, переходя к решению задачи об эллиптической трещине (под внут-

ренним давлением) в анизотропном упругом материале (в системе ),,( 111
zyx ), свойст-

ва которого находим с помощью преобразования тензора четвертого порядка 

lqkpjnimmnpqijkl
TTTTCC =

),,( γβα
,                  (2) 

где ijT  – матрица преобразования 

















++−

−+−+

−

=

βαγαγβαγαγβα

βαγαγβαγαγβα

βγβγβ

coscoscossinsinsincossinsincossincos

cossincoscossinsinsinsincoscossinsin

sinsincoscoscos

ijT . (3) 

Эта матрица ijT  является результатом последовательного перемножения трех 

матриц, отражающих правые вращения вокруг каждой из осей координат. 

Граничные условия на поверхности эллиптической трещины при равномерном 

давлении принимают вид 

)(;0;0 0332313
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,0)( ,             (4) 

где S  – двусторонняя поверхность трещины, 0P  – заданное значение давления. 

Метод решения. Воспользуемся интегральным выражением функции Грина для 

для анизотропного упругого пространства [8] 
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где )(ξ
r

ijN  – соответствующие алгебраические дополнения элементов матрицы вида 

)}({}{}{}{)}({
),,(),,(),,(

ξξξξξξξξ
γβαγβαγβα rr

ikjlijkljlklijljkjilki KCCCK ==== ,          (6) 

а )(ξ
r

D  – ее определитель. Для эллиптической трещины поле перемещений представим 

с помощью скачков перемещений [9] через поверхность трещины 
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где неизвестный вектор )(xb
r

r

 принимает вид ( ) 2/1
2

2

2

2

2

1

2

1
//1)( axaxbxb −−=

r

r

r

. С помо-
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где суммирование проводится для M

3
ξ – корней уравнения 0)( =ξ

r

D  с отрицательной 

мнимой частью, а вектор Mξ
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 принимает вид ( )),(,, 21321 ξξξξξξ MM
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. Поле напряже-
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Проводя дальнейшие упрощения, согласно [9] имеем 
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где ϕηϕη sin;cos 21 == , а функция ijmF  имеет вид 
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При вычислении контурных интегралов воспользуемся методом квадратур Гаусса, и, 

удовлетворив граничным условиям на поверхности трещины, определим неизвестные 

значения скачков перемещений. Из анализа асимптотических выражений напряжений в 

плоскости трещины приходим к следующим выражениям КИН: 
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где компоненты нормали в плоскости трещины к ее границе имеют вид 
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222 )///()/( axaxaxn += . Полученные вы-

ражения служат для оценки КИН эллиптической трещины (с учетом ее ориентации в 

ортотропном материале). 

Анализ результатов численных исследований. Изучим распределение коэф-

фициента интенсивности напряжений вдоль фронта эллиптической трещины, располо-

женной в ортотропном материале при различных ориентациях трещины. Упругие свой-

ства ортотропного материала возьмем такими, что соответствуют ортогонально арми-
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рованному стеклопластику (2:1) согласно [10]. На рис.1 приведено изменение КИН IK  

вдоль границы эллиптической трещины с учетом ее ориентации в орторопном материа-

ле. При расчетах значения полуосей эллипса полагались такими: 11 =a ; 5,02 =a . На 

рисунке линии 1, 2, 3 соответствовали зна-

чениям углов поворота 000
90;60;30=γ . 

Видно, что ориентация трещины в анизо-

тропном материале влияет не только на са-

ми значения КИН, но и на характер их рас-

пределения вдоль фронта трещины. На 

рис.2, 3 показано изменение коэффициен-

тов интенсивности напряжений IIK  и IIIK  

вдоль границы эллиптической трещины 

при расположении трещины не в главных 

плоскостях ортотропии. Линии 1, 2 на этих 

рисунках соотвествовали значениям углов 

поворота 00
60;30=β . Отметим, что в слу-

чае расположения эллиптической трещины 

(под постоянным внутренним давлением) в 

плоскостях симметрии ортотропного материала, значения IIK  и IIIK  равны нулю. Не-

нулевые значения этих величин для плоской трещины под внутренним давлением (при 

отсутствии касательных нагрузок) вызваны исключительно ее ориентацией не в глав-

ных плоскостях в ортотропном материале. Также отметим, что при численном нахож-

дении контурных интегралов и вычислении КИН, использовались квадратурные фор-

мулы Гаусса различных порядков, начиная от n=12 и до n=96. Численный анализ ре-

зультатов исследований показал, что при отношении полуосей эллиптической трещины 

1/5,0 ≤≤ ab  (при различных ее ориентациях) достаточно ограничиться порядком квад-

ратурной формулы n=24, в то же время для отношений 1,0/08,0 ≤≤ ab  в отдельных 

случаях возникала необходимость применения порядка n=96. 
 

 
 

Выводы. Таким образом, в работе проведен аналитико-численный анализ коэф-

фициентов интенсивности напряжений вдоль фронта эллиптической трещины (под од-

нородным внутренним давлением) с учетом ее ориентации в упругом ортотропном ма-

териале. Установлены закономерности распределения КИН вдоль границы трещины 
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при различных ее ориентациях. Показано, что ориентация трещины может значитель-

ным образом повлиять не только на значения КИН, но и на сам характер их распреде-

ления вдоль фронта трещины. Выявлены существенные эффекты, вызванные ориента-

цией трещины в анизотропном упругом материале. 
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ПОБУДОВА БАЗИСНОГО ТРИВИМІРНОГО СПЛАЙНА  
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

 

Вступ. Сплайн-інтерполяція, на сьогодні, є одним із найточніших методів на-

ближення, який широко застосовується для розв’язування задач математичного моде-

лювання. І тому останнім часом дослідження різних способів сплайн-апроксимації є 

досить актуальним. 

В сучасних умовах дизайнерська та інженерна діяльність тісно пов’язана з вико-

ристанням електронно-обчислювальної техніки. Перед конструкторами, дизайнерами, 

інженерами завжди постає необхідність мати системи для точного моделювання, візуа-

лізації та аналізу моделей. І чим простіші та ефективніші ці моделі, тим краще. Для 

цього і виникає необхідність побудови багатовимірних сплайн-функцій, що допоможе 

спростити процес моделювання, забезпечуючи при цьому високу точність. Протягом 

останніх років дослідженнями сплайнів та розв’язанням різноманітних задач з допомо-


