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при различных ее ориентациях. Показано, что ориентация трещины может значитель-

ным образом повлиять не только на значения КИН, но и на сам характер их распреде-

ления вдоль фронта трещины. Выявлены существенные эффекты, вызванные ориента-

цией трещины в анизотропном упругом материале. 
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ПОБУДОВА БАЗИСНОГО ТРИВИМІРНОГО СПЛАЙНА  
ДЛЯ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

 

Вступ. Сплайн-інтерполяція, на сьогодні, є одним із найточніших методів на-

ближення, який широко застосовується для розв’язування задач математичного моде-

лювання. І тому останнім часом дослідження різних способів сплайн-апроксимації є 

досить актуальним. 

В сучасних умовах дизайнерська та інженерна діяльність тісно пов’язана з вико-

ристанням електронно-обчислювальної техніки. Перед конструкторами, дизайнерами, 

інженерами завжди постає необхідність мати системи для точного моделювання, візуа-

лізації та аналізу моделей. І чим простіші та ефективніші ці моделі, тим краще. Для 

цього і виникає необхідність побудови багатовимірних сплайн-функцій, що допоможе 

спростити процес моделювання, забезпечуючи при цьому високу точність. Протягом 

останніх років дослідженнями сплайнів та розв’язанням різноманітних задач з допомо-
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гою сплайн-функцій займалося багато, як зарубіжних, так і українських вчених. Зокре-

ма, в публікації [6] запропоновано новий підхід до розв’язування задачі для циліндрич-

ної оболонки обертання зі змінною жорсткістю, в [5] запропоновано новий варіант ме-

тоду розв’язку нестаціонарних двовимірних задач термоупругопластичності з допомо-

гою сплайн-функцій, в [4] представлено побудову та дослідження просторових кубіч-

них сплайнів, та їх практичне застосуванням в задачах механіки та математичної фізики, 

а також в [7] запропоновано побудову двовимірного базисного сплайну. Приставка О.П. 

в [3] представив дослідження двовимірних поліноміальних сплайнів на основі В-

сплайнів п’ятого порядку, а також запропонував спосіб відтворення поверхонь та гіпе-

рповерхонь заснований на використанні В-сплайнів. Зеленський А.С. описав методику 

автоматизованого оконтурення рудних тіл з використанням В-сплайнів [2]. В посібнику 

Ашкеназі В.О. [1] обговорюється сучасний математичний апарат і обчислювальні алго-

ритми побудови сплайн-поверхонь.  

Метою даної роботи є представлення побудови тривимірного базисного сплай-

ну, утвореного як добуток трьох поліномів третього порядку. 

Постановка задачі. Для представлення тривимірного базисного сплайну скори-

стаємося наступною формулою: 

( )( )( )
01

2

2

3

301

2

2

3

301

2

2

3

3
ccccbbbbaaaaS +++⋅+++⋅+++= ζζζηηηξξξ .                (1) 

Щоб досягти поставленої мети необхідно знайти коефіцієнти 

)3,2,1,0,,(   ,, =kjicba kji . 

На рис.1 зображено куб, в якому необхідно побудувати базисний тривимірний 

сплайн (1). 

 

 

Рисунок 1 

 

Результати роботи. 
Знайдемо перші похідні по всім змінним сплайна (1): 

( )( )( )
01

2

2

3

301

2

2

3

312

2

3
23 ccccbbbbaaaS +++⋅+++⋅++= ζζζηηηξξξ ; 

( )( )( )
01

2

2

3

312

2

301

2

2

3

3
23 ccccbbbaaaaS +++⋅++⋅+++= ζζζηηξξξη ;                            (2) 

( )( )( )
12

2

301

2

2

3

301

2

2

3

3
23 cccbbbbaaaaS ++⋅+++⋅+++= ζζηηηξξξζ . 

Використаємо формули (1) і (2), підставляючи координати точок )7,...,2,1,0( =i
i
ω  

(рис.1), і утворимо систему (3) з 32-х рівнянь із 12-ма невідомими: 

1) 
0000

)0,0,0( cbaS ==ω , 2) 
0001231

)()0,0,1( cbaaaaS +++==ω , 

3) 
0012302

)()0,1,0( cbbbbaS +++==ω , 4) )()1,0,0(
0123003
ccccbaS +++==ω , 

5) 
0012301234

))(()0,1,1( cbbbbaaaaS ++++++==ω , 6) )()()1,0,1(
0123001235
ccccbaaaaS ++++++==ω , 
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7) ))(()1,1,0(
0123012306
ccccbbbbaS ++++++==ω , 8) ))()(()1,1,1(

0123012301237
ccccbbbbaaaaS +++++++++==ω , 

9) 
0010

)0,0,0( cbaS == ξξω , 10) 
0100

)0,0,0( cbaS == ηηω , 

11) 
1000

)0,0,0( cbaS == ζζω , 12) 
001231

)23()0,0,1( cbaaaS ++== ξξω , 

13) 
0101231

)()0,0,1( cbaaaaS +++==
ηη

ω , 14) 
1001231

)()0,0,1( cbaaaaS +++== ζζω , 

15) 
0012312

)()0,1,0( cbbbbaS +++== ξξω , 16) 
012302

)23()0,1,0( cbbbaS ++==
ηη

ω , 

17) 
1012302

)()0,1,0( cbbbbaS +++== ζζω , 18) )()1,0,0(
0123013
ccccbaS +++== ξξω , 

19) )()1,0,0(
0123103
ccccbaS +++==

ηη
ω , 20) )23()1,0,0(

123003
cccbaS ++== ζζω , 

21) 
001231234

))(23()0,1,1( cbbbbaaaS +++++== ξξω , 22) 
012301234

)23)(()0,1,1( cbbbaaaaS +++++==
ηη

ω , 

23) 
1012301234

))(()0,1,1( cbbbbaaaaS ++++++== ζζω , 24) )()23()1,0,1(
012301235
ccccbaaaS +++++== ξξω , 

25) )()()1,0,1(
0123101235
ccccbaaaaS ++++++== ηηω , 26) )23()()1,0,1(

123001235
cccbaaaaS +++++== ζζω , 

27) ))(()1,1,0(
0123012316
ccccbbbbaS ++++++== ξξω , 28) ))(23()1,1,0(

012312306
ccccbbbaS +++++==

ηη
ω , 

29) )23)(()1,1,0(
123012306
cccbbbbaS +++++== ζζω , 

30) ))()(23()1,1,1(
012301231237
ccccbbbbaaaS ++++++++== ξξω ,                                                                     (3) 

31) ))(23)(()1,1,1(
012312301237
ccccbbbaaaaS ++++++++==

ηη
ω , 

32) )23)()(()1,1,1(
123012301237
cccbbbbaaaaS ++++++++== ζζω . 

Потрібно виразити невідомі коефіцієнти )3,2,1,0,,(   ,, =kjicba kji  через наперед задані 

)7,...,2,1,0(,,, =mmmmm ζηξ ωωωω , для цього із системи (3) виберемо 10 рівнянь, утворивши нову 

систему (4) (оскільки інші 22 рівняння можна виразити через рівняння системи (4), на-

приклад 
2

0

321

7

ω

ωωω

ω = , при 0
0
≠ω ): 























++==

++==

++==

==

==

==

+++==

+++==

+++==

==

)23()1,0,0(

)23()0,1,0(

)23()0,0,1(

)0,0,0(

)0,0,0(

)0,0,0(

)()1,0,0(

)()0,1,0(

)()0,0,1(

)0,0,0(

123003

012302

001231

1000

0100

0010

0123003

0012302

0001231

0000

cccbaS

cbbbaS

cbaaaS

cbaS

cbaS

cbaS

ccccbaS

cbbbbaS

cbaaaaS

cbaS

ζζ

ηη

ξξ

ζζ

ηη

ξξ

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

.                                              (4) 

Розв’яжемо систему (4) відносно невідомих коефіцієнтів )3,2,1,0,,(   ,, =kjicba kji , 

причому 
000

,, cba  – візьмемо за параметри. В результаті проведених розрахунків при 

0
0
≠ω  отримаємо: 

0

0

01

ω

ω ξ

a

a ⋅= ;  ( )
0

0

10012
233

ω

ωωωω ξξ

a

a ⋅−−−= ;  ( )
0

0

10013
22

ω

ωωωω ξξ

a

a ⋅+++−= ; 

0

0

01

ω

ω
η

b
b ⋅= ;  ( )

0

0

20022
233

ω

ωωωω
ηη

b
b ⋅−−−= ;  ( )

0

0

20023
22

ω

ωωωω ηη

b
b ⋅+++−= ;               (5) 

0

0

01

ω

ω ζ

c

c ⋅= ;  ( )
0

0

30032
233

ω

ωωωω ζζ

с

с ⋅−−−= ;  ( )
0

0

30033
22

ω

ωωωω ζζ

с
с ⋅+++−= . 
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Введемо позначення: 

ξω01
=A ;   ( )ξξ ωωωω

10012
233 −−−=A ;   ( )ξξ ωωωω

10013
22 +++−=A ; 

ηω01
=B ;   ( )ηη ωωωω

20022
233 −−−=B ;  ( )ηη ωωωω

20023
22 +++−=B ;      (6) 

ζω01
=C ;   ( )ζζ ωωωω

30032
233 −−−=C ;   ( )ζζ ωωωω

30033
22 +++−=C ; 

Підставимо вирази знайдених коефіцієнтів (5) в (1), використавши позначення 

(6). В результаті маємо загальний вигляд  базисного тривимірного сплайна (7), утворе-

ного як добуток трьох поліномів третього порядку в кубі ]1;0[]1;0[]1;0[ ××  (рис.1). 

( )( )( )
2

0

01

2

2

3

301

2

2

3

301

2

2

3

3

1

ω
ωζζζωηηηωξξξ ⋅+++⋅+++⋅+++= CCCBBBAAAS , при 0

0
≠ω .           (7) 

Наведемо приклад для отриманої формули 7. Для того, щоб побудувати графік 

поверхні за допомогою отриманого сплайна, зафіксуємо змінну ζ , і побудуємо дві по-

верхні при  0=ζ  (рис.2, а) та при 1=ζ (рис.2, б). 

 

  

а (графік поверхні при 0=ζ ) б (графік поверхні при 1=ζ ) 

Рисунок 2 

 

На рис.3 зображено задану поверхню при зміні ζ  від 0 до 1. 

 

  

Рисунок 3 

 

Необхідно зазначити, що утворена система (4) доцільна лише при 0
0
≠ω , в проти-

лежному випадку із системи (3) вибираються інші рівняння і, відповідно, вигляд утво-

реного базисного сплайна (7) зміниться. Розглянемо всі можливі випадки, при яких 

0
0
=ω : 

1. 0,0,0
000
≠≠= cba  

Оскільки в системі (4) 0
3200320
======= ζηζη ωωωωωωω , то із системи (3) вибираємо 

інші рівняння, в результаті утвориться система (8): 
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




















++++==

++++==

++==

++==

++==

==

+++++==

+++++==

++==

)23()()1,0,1(

)23)(()0,1,1(

)()0,0,1(

)()0,0,1(

)23()0,0,1(

)0,0,0(

)()()1,0,1(

))(()0,1,1(

)()0,0,1(

12301235

01231234

101231

011231

001231

0010

012301235

001231234

001231

cccbaaaS

cbbbaaaS

cbaaaS

cbaaaS

cbaaaS

cbaS

ccccbaaaS

cbbbbaaaS

cbaaaS

ζζ

ηη

ζζ

ηη

ξξ

ξξ

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

.                                                 (8) 

Розв’язуючи систему (8) за параметри візьмемо 
00

,cb . Отже із системи (8) при 

0
1
≠ω  маємо: 

00

01

1

cb
a ⋅= ξω ; ( )

00

1012

1
23

cb
a ⋅−−= ξξ ωωω ; ( )

00

1013

1
2

cb
a ⋅++−= ξξ ωωω ; 

1

0

11

ω

ω
η

b
b ⋅= ; ( )

1

0

41142
233

ω

ωωωω ηη

b
b ⋅−−−= ; ( )

1

0

41143
22

ω

ωωωω
ηη

b
b ⋅+++−= ;      (9) 

1

0

11

ω

ω ζ

c
c ⋅= ; ( )

1

0

51152
233

ω

ωωωω ζζ

с
с ⋅−−−= ; ( )

1

0

51153
22

ω

ωωωω ζζ

с

с ⋅+++−= . 

Введемо позначення: 

ξω 0

1

1
=A ;  ( )ξξ ωωω

101

1

2
23 −−=A ;  ( )ξξ ωωω

101

1

3
2 ++−=A ; 

η
ω

1

1

1
=B ;  ( )ηη ωωωω

4114

1

2
233 −−−=B ; ( )

ηη
ωωωω

4114

1

3
22 +++−=B ;    (10) 

ζω1

1

1
=C ;  ( )ζζ ωωωω

5115

1

2
233 −−−=C ;  ( )ζζ ωωωω

5115

1

3
22 +++−=C . 

Підставимо (9) в (1), використавши позначення (10). В результаті маємо: 

( )( )( )
2

1

1

1

1

21

2

31

31

1

1

21

2

31

3

1

1

21

2

31

3

1

ω
ωζζζωηηηξξξ ⋅+++⋅+++⋅++= CCCBBBAAAS , при 0

1
≠ω .             (11) 

Так як 0
1
≠ω , то, відповідно до розглядуваного випадку, і 0

123
≠++ aaa . А за умови, 

що  0,0,0
000
≠≠= cba  і 0

123
=++ aaa  виразити невідомі із системи (3) неможливо. 

На рис.4 зображено приклад побудови поверхні за допомогою отриманого в 

даному випадку тривимірного кубічного базисного сплайну (11), при при зміні ζ  від 0 

до 1. 

2. 0,0,0
000
≠== cba  

Утворюємо систему: 




















++++++==

++++==

++++==

++++==

++==

++==

+++++++==

++++==

)23)()(()1,1,1(

))(()0,1,1(

)23)(()0,1,1(

))(23()0,1,1(

)()0,1,0(

)()0,0,1(

))()(()1,1,1(

))(()0,1,1(

1231231237

11231234

01231234

01231234

012312

011231

01231231237

01231234

cccbbbaaaS

cbbbaaaS

cbbbaaaS

cbbbaaaS

cbbbaS

cbaaaS

ccccbbbaaaS

cbbbaaaS

ζζ

ζζ

ηη

ξξ

ξξ

ηη

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

.            (12) 
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Розв’язуємо систему (12) при 0
4
≠ω , 

011
,, cba  – параметри. 

 ( )
ξ

ξξ
ω

ωωω

2

1

4242
23

a

a ⋅−−= ;   ( )
ξ

ξξ
ω

ωωω

2

1

4243
2

a

a ⋅++−= ; 

 ( )
η

ηη

ω

ωωω

1

1

4142
23

b
b ⋅−−= ;   ( )

η

ηη

ω

ωωω

1

1

4143
2

b
b ⋅++−= ;             (13) 

4

0

41

ω

ω ζ

c

c ⋅= ;  ( )
4

0

74472
233

ω

ωωωω ζζ

с

с ⋅−−−= ;  ( )
4

0

74473
22

ω

ωωωω ζζ

с
с ⋅+++−= . 

Введемо позначення: 

ξω 2

2

1
=A ;  ( )ξξ ωωω

424

2

2
23 −−=A ;  ( )ξξ ωωω

424

2

3
2 ++−=A ; 

ηω1

2

1
=B ;  ( )

ηη
ωωω

414

2

2
23 −−=B ; ( )ηη ωωω

414

2

3
2 ++−=B ;                (14) 

ζω 4

2

1
=C ;  ( )ζζ ωωωω

7447

2

2
233 −−−=C ;  ( )ζζ ωωωω

7447

2

3
22 +++−=C . 

Підставимо (13) в (1), використавши позначення (14). В результаті маємо: 

( )( )( )
2

4

4

2

1

22

2

32

3

2

1

22

2

32

3

2

1

22

2

32

3

1

ω
ωζζζηηηξξξ ⋅+++⋅++⋅++= CCCBBBAAAS , при 0

4
≠ω .             (15) 

Тобто даний випадок можливий, коли 0)(
123
≠++ aaa  і 0)(

123
≠++ bbb , якщо ж 

0,0,0
000
≠== cba  і 0)(

123
=++ aaa  або 0)(

123
=++ bbb , систему (3) розв’язати неможна. 

На рис.5 зображено приклад побудови поверхні за допомогою отриманого в 

даному випадку тривимірного кубічного базисного сплайну (15), при зміні ζ  від 0 до 1. 

 

  

Рисунок 4 Рисунок 5 

 

3. 0,0,0
000
=== cba  

В цьому випадку маємо наступну систему рівнянь, оскільки всі інші рівняння 

системи (3) дорівнюють нулю: 



















++++++==

++++++==

++++++==

++++==

++++==

++++==

++++++==

)23)()(()1,1,1(

))(23)(()1,1,1(

))()(23()1,1,1(

))(()1,1,0(

)()()1,0,1(

))(()0,1,1(

))()(()1,1,1(

1231231237

1231231237

1231231237

12312316

12311235

11231234

1231231237

cccbbbaaaS

cccbbbaaaS

cccbbbaaaS

cccbbbaS

cccbaaaS

cbbbaaaS

cccbbbaaaS

ζζ

ηη

ξξ

ξξ

ηη

ζζ

ω

ω

ω

ω

ω

ω

ω

.            (16) 

Розв’язавши систему (16) при 0
7
≠ω , прийнявши за параметри 

111
,, cba , маємо: 
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 ( )
ξ

ξξ
ω

ωωω

6

1

7672
23

a
a ⋅−−= ;   ( )

ξ

ξξ
ω

ωωω

6

1

7673
2

a

a ⋅++−= ; 

 ( )
η

ηη
ω

ωωω

5

1

7572
23

b
b ⋅−−= ;   ( )

η

ηη
ω

ωωω

5

1

7573
2

b
b ⋅++−= ;                (17) 

 ( )
ζ

ζζ
ω

ωωω

4

1

7472
23

с

с ⋅−−= ;   ( )
ζ

ζζ
ω

ωωω

4

1

7473
2

с
с ⋅++−= . 

Введемо позначення: 

ξω 6

3

1
=A ;  ( )ξξ ωωω

767

3

2
23 −−=A ;   ( )ξξ ωωω

767

3

3
2 ++−=A ; 

ηω5

3

1
=B ;  ( )ηη ωωω

757

3

2
23 −−=B ;  ( )ηη ωωω

757

3

3
2 ++−=B ;                                        (18) 

ζω 4

3

1
=C ;  ( )ζζ ωωω

747

3

2
23 −−=C ;   ( )ζζ ωωω

747

3

3
2 ++−=C . 

Підставимо (17) в (1), використавши позначення (18). В результаті маємо: 

( )( )( )
2

7

3

1

23

2

33

3

3

1

23

2

33

3

3

1

23

2

33

3

1

ω
ζζζηηηξξξ ⋅++⋅++⋅++= CCCBBBAAAS , при 0

7
≠ω .                (19) 

Наведемо приклад побудованої поверхні за допомогою сплайну (19) у третьому 

випадку (рис.6) при зміні ζ  від 0 до 1. 

Зауважимо, що даний випадок можли-

вий, коли 0)(
123
≠++ aaa  і 0)(

123
≠++ bbb , і 

0)(
123
≠++ ccc , якщо ж 0,0,0

000
=== cba  і 

0)(
123
=++ aaa , або 0)(

123
=++ bbb , або  0)(

123
=++ ccc , 

систему (3) розв’язати неможна. 

Обговорення результатів. Представ-

лений вище тривимірний базисний сплайн є 

нескладним в застосуванні при розв’язуванні 

задач математичного моделювання і, як свід-

чать деякі проведені дослідження, дають ви-

соку точність. До кожного розглянутого ви-

падку додаються приклади побудови сплай-

нової поверхні. При чому, як можна побачити 

з наведених прикладів, в кожному випадку 

отримується частина базисного сплайну розміщена в одному з чотирьох різнотипних 

кубиків, поданого куба на рис.1. Необхідно зазначити, що побудова здійснювалась з 

розрахунку на те, що одна зі змінних є константою, але такою, що належить проміжку 

[0;1], і, якщо її змінювати від 0 до 1, то будуть отримуватись еквівалентні поверхні, але 

“видовжені” або “стиснуті”, це можна спостерігати на малюнках 3-6, де ζ  набуває 

кількох різних значень, а саме {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1}. 

Оскільки побудований сплайн є залежним від трьох змінних то, щоб отримати 

повний графік даної сплайнової поверхні, його побудову слід здійснювати в чотирьох-

вимірному просторі, зважаючи на це на рис.2-6 подано зображення поверхні сплайну в 

різних просторових перетинах. 

Висновки. Було побудовано тривимірний базисний сплайн як добуток трьох по-

ліномів третього порядку, а також розглянуть випадки побудови сплайну в залежності 

від наявності вільного коефіцієнта в кожному із многочленів і , до кожного випадку по-

дано приклади побудови поверхні сплайну, при зафіксованій одній із змінних, тобто 

дано різні зображення поверхні сплайну в різних просторових перетинах. 

Даний базисний сплайн можна застосовувати при розв’язуванні інтерполяційних 

 

Рисунок 6 
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задач та задач математичного моделювання, при дослідженні різноманітних поверхонь 
та для прогнозування їх форми. Причому побудований базисний сплайн не є громізд-
ким, займаючи небагато машинного часу під час обрахунків, і його використання дає 
високу точність при розрахунках, що є важливим для розв’язування різноманітних за-
дач інтерполяції та задач математичного моделювання. 
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РАСЧЕТ ПОЛЕЙ ПЛАСТИЧЕСКИХ ДЕФОРМАЦИЙ  
ПРИ ТЕРМОСИЛОВОМ НАГРУЖЕНИИ 

 

Введение. При эксплуатации конструкций очень большое влияние на их поведе-
ние может оказывать температура, поэтому определение термо-напряженного состоя-
ния достаточно важно. Нахождение термо-напряженного состояния в элементах конст-
рукций в большинстве случаев представляет сложную и трудоемкую задачу. Это связа-
но с влиянием на температурное состояние тела сложного, в том числе и циклического 
нагружения, когда в нем могут возникнуть и развиваться пластические деформации. 
Существующие численные методы, которые используются в таких задачах, приводят, 
как правило, к большим вычислительным трудностям, которые обусловлены решением 
больших систем алгебраических уравнений. В связи с этим рационально прибегать к 


