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Вступ. При дослідженні термомеханічної поведінки металевих тіл, що зроста-

ють, характерною особливістю є постійний перерозподіл температури, напружень та 
деформацій, які обумовлені неперервним або дискретним додаванням матеріалу у про-
цесі його зростання. Процеси, що відбуваються у заготовці, суттєвим чином залежать 
від часу. При охолодженні змінюється температурне поле, змінюються розміри в ре-
зультаті формування зливка. Всі ці фактори приводять до необхідності побудови такої 
математичної моделі, яка здатна описувати вказані нестаціонарні процеси, що відбува-
ються в тілі. Вихід на стаціонарний режим можливий в результаті встановлення 
розв’язку задачі після того, як тіло перестає зростати в результаті охолодження. Для 
чисельного розв’язання таких задач пропонується використовувати варіант методу по-
компонентного розщеплення, розроблений в роботі [1]. 

На даний момент такі задачі розв’язуються чисельними методами: методом кін-
цевих елементів, методом скінченних різниць та іншими. 

Актуальним є застосування методів, які спрощують розрахунок і мають вищу 
точність результатів при знаходженні напруження та деформації циліндричних тіл у 
випадку температурного навантаження  тіла. 

Математичне формулювання моделі. В геометрично лінійній постановці за-
пишемо основні рівняння для розв’язання просторових нестаціонарних задач теорії 
термопружнопластичності. Це рівняння руху, рівняння теплопровідності, геометричні 
співвідношення Коші та фізичні співвідношення, що зв’язують напруження та дефор-
мації. В загальному вигляді сформулюємо початкові та граничні умови. 

Основною задачею нестаціонарної теорії термопружнопластичності є визначення 
швидкостей деформацій, складових тензорів напруг та деформацій і температури, які 
виникають та змінюються в часі у трьохвимірному тілі у процесі його нагрівання (охо-
лодження) та навантаження. Умови теплообміну задаються у вигляді відповідних гра-
ничних умов, а механічні характеристики матеріалу при дослідженні процесів дефор-
мування за прямолінійними траєкторіям малої кривизни задаються у вигляді миттєвих 
діаграм розтягнення зразків, отриманих при різних температурах. Крім цього задаються 
значення коефіцієнта Пуассона  ν  та лінійного теплового розширення αТ в залежності 
від температури. Виходячи з переліченого вище, необхідно визначити температуру 

Τ(αi
i,t), три компоненти вектора швидкості переміщень ( )tv i

k ,α , шість складових тен-

зора напруг ( )tk
ji ,ασ  та шість компонент тензора деформацій ( )tk

ji ,αε , тут  

і,j,k=1,2,3. Таким чином, підлягають визначенню 16 невідомих функцій часу t  і прос-
торових ортогональних координат α

i (в циліндричній системі координат 
zR === 321 ,, αϕαα ). Для цього скористаємось рівняннями руху 
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геометричними співвідношеннями Коші 
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фізичними співвідношеннями, запропонованими у роботі [2] 

,0
)( )3()(2 ijT

n
ijijij KG δε−ελ+ε−ε=σ ∗∗

                                  (3) 

а також рівнянням теплопровідності. 
Температурне поле для ізотропного циліндричного тіла при відсутності в ньому 

джерела тепла з урахуванням тепла, що виділяється у процесі деформування ( )( ijB ε ), 

визначається шляхом розв’язування рівняння теплопровідності [1] 
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Початковий розподіл температури в тілі, що відповідає природному ненапруже-
ному стану тіла, задається наступним чином 

)(TT i
0

α=       при       t =0.                                               (5) 

Граничні умови, які відображають вплив навколишнього середовища на темпе-
ратуру тіла, задаються в такий спосіб 

q)T(
n

T −−−=⋅ θα
∂
∂λ ,                                                  (6) 

де n  – зовнішня нормаль до поверхні тіла, αΤ – коефіцієнт лінійного теплового розши-
рення, α – коефіцієнт теплообміну, Θ – температура навколишнього середовища,  
q – тепловий потік. 

Таким чином, рівняння теплопровідності (4) разом з початковими умовами (5) і 
граничними умовами (6) дозволяють визначити осесиметричне температурне поле в 
циліндричному тілі. Для її визначення, у випадку циклічного навантаження, потрібно в 
кожний момент часу знати розв’язок відповідної нестаціонарної задачі термомеханіки. 

Після визначення поля температур для різних моментів часу розшукуються 
складові вектора швидкості переміщень і компоненти тензорів напруг і деформацій, що 
задовольняють трьом диференціальним рівнянням руху, шести геометричним рівнян-
ням і шести фізичним рівнянням. Зазначені 15 рівнянь розв’язуються при певних поча-
ткових і граничних умовах. Початкові умови задаються для всіх 15 невідомих  

υ α αi
k kV( ) ( )= o

, σ α αij
k

ij
k( ) ( )= Σo

, ε α αij
k

ij
kE( ) ( )= o

,      (7) 

де i, j, k = 1, 2, 3  при t =0. 
На частині поверхні тіла SΣ, де задані поверхневі сили Σin (αk, t), компоненти те-

нзора напруг повинні задовольняти трьом граничним умовам 

jij
k

in
n)t,( ⋅=σαΣ  ,                                                 (8) 
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де nj – напрямні косинуси зовнішньої нормалі до поверхні тіла у відповідній точці. На 
іншій частині поверхні  SV,  де задані складові вектора швидкості переміщень  Vi(αi, t),  

швидкості переміщень υi  повинні приймати значення 

υ αi i
kV t= ( , ) .                                                        (9) 

Визначення невідомих можна вести по-різному залежно від вибору основних не-
відомих. Скористаємося варіантом змішаного методу розв’язання, коли в якості основ-
них невідомих приймаються три складові вектора швидкості переміщень і шість ком-
понентів тензора напруг, для яких безпосередньо формулюються граничні умови. При 
цьому із шести фізичних рівнянь за допомогою геометричних співвідношень Коші ви-
ключаються всі компоненти тензора деформацій, які потім визначаються на підставі 
вже відомих складових вектора швидкості переміщень. 

Рівняння руху нескінченно малого об'ємного елемента суцільного середовища, 
яке підлягає деформації, в ортогональній системі координат α1, α2, α3 у геометрично 
лінійному випадку представимо у вигляді  [3] 
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де i, j, n, m =1, 2, 3, а ρ – густина. 
В геометрично лінійному випадку для швидкостей деформацій можна записати  
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Система рівнянь (9)-(10) замикається фізичними співвідношеннями, що зв'язу-
ють напруги й деформації. 

При розв’язанні нестаціонарної задачі термопластичності будемо використову-
вати визначальні рівняння, що описують неізотермічні процеси навантаження, як по 
прямолінійним траєкторіям, так і по траєкторіям деформування малої кривизни. Після 
розв’язання задачі по геометрії траєкторії деформування можна судити про вірогідність 
визначальних співвідношень, що використовуються. 

Одним з аспектів загальної проблеми розв’язання нестаціонарних задач для не-
пружних тіл є вибір визначальних співвідношень зв'язку між напругами й деформація-
ми. Цей вибір обґрунтовується узгодженістю з експериментом і тісно пов'язаний з дос-
ліджуваними процесами деформування. У загальному випадку начення деформацій яв-
ляють собою функції процесу зміни напруг і температури, які визначаються характери-
стиками всього попереднього процесу зміни фізичних факторів, а не тільки поточними 
значеннями. 

Запишемо фізичні співвідношення, що застосовуються для дослідження обох 
процесів. Для цього розіб'ємо процес навантаження тіла за часом на окремі, досить ма-
лі, етапи; на кожному з них за допомогою постулату ізотропії А.А.Іллюшина й закону 
пружної зміни об'єму записується зв'язок між напругами й деформаціями вигляду [4] 

jiT
n

ijjiij KG  
*)(

  
* )3()(2 δεελεεσ −++= ,                                 (11) 

де i, j = 1, 2, 3, δ i j  – символ Кронекера, а також 

λ ν ν
ν

*
*( ) ( )
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= + − −
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( )υ
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,ε αT T T T= −( )0 .            (12) 
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Тут G – модуль зсуву, ν  – коефіцієнт Пуассона, αT – коефіцієнт лінійного теплового 
розширення. Величини G, ν, αТ  у загальному випадку передбачаються залежними від 

температури. Вирази для G* і ε i j
n
 
( )

 мають різний вигляд залежно від співвідношень 

пластичності, що використовуються: співвідношення теорії простих процесів наванта-
ження або співвідношення процесів малої кривизни. Конкретизація визначальних рів-
нянь зводиться до завдання миттєвої термомеханічної поверхні. Для проведення розра-
хунків необхідно апроксимувати яким-небудь чином цю функцію. Припустимо, що рі-
вняння миттєвої термомеханічної поверхні задається у вигляді таблиці експеримента-
льних даних (σ)i, (ε)i, i = 0,1,..., N при фіксованих Т. Зробимо апроксимацію цих даних 
за допомогою сплайн-функцій. 

Таким чином, отримана розрахункова система рівнянь (1)-(12), необхідна для 
розв’язування нестаціонарних зв'язаних задач теорії термомеханіки. 

Розглянемо приклад чисельного розв’язання осесиметричної задачі для товстос-
тінного циліндра, що зростає. 

Аналіз чисельних результатів. Нехай в момент часу t=0 до товстостінного цилі-
ндра 1 ( ],0[],,[ 10 LzRRR ∈∈ ), що знаходиться в ненапруженому стані, додається інший 

циліндричний шар 2 ( ],0[],,( 21 LzRRR ∈∈ ) з того ж матеріалу. Температурне поле тіла 1 
стаціонарне та має вигляд )./()(,*)( 010010 RRRRllTTTT −−=−+=  Для тіла 2 – 1TT =  

за всією товщиною. Визначимо нестаціонарний термопружний стан, обумовлений по-
дальшим перерозподілом температури в тілах 1 та 2. 

Для чисельного розв’язання даної задачі застосуємо варіант методу покомпонент-
ного розщеплення, розроблений в роботі [1]. Система рівнянь (1)-(3) може бути записа-
на у розщепленому вигляді 
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До складу вектора V
r

 входять швидкості переміщень, напруги та деформації, а до скла-
ду вектора B

r
 – праві частини системи з урахуванням змін температури. Система (13) 

розв’язувалась чисельно за допомогою ітераційної процедури, яка базувалась на неяв-
ній схемі. 

На рис.1 наведено результати розрахунків за часом безрозмірної складової 

sr σσ /  тензора напруг, коли 1Rz = . Результати наведені для різних кроків інтегруван-

ня за часом 1,0=τ  та 05,0=τ . 
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Рисунок 1 

 

Характер зміни температури Т ( 1Rz = ) за часом показаний на рис.2 (крива 1 
отримана при 1,0=τ , а крива 2 при 05,0=τ ) в початковий момент часу при Т=600 0 С. 
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Рисунок 2 

 

Висновки. Запропонована в даній роботі двохвимірна модель циліндричного тіла, 
що зростає, дозволяє визначати його термонапружений стан та дає можливість оцінити 
максимальну величину інтенсивності напруг у процесі встановлення розв’язку. 
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ДИНАМІЧНА ВЗАЄМОДІЯ КОНСТРУКТИВНО ОРТОТРОПНИХ 

ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК З ПРУЖНОЮ ОСНОВОЮ 
 

Вступ. Задачі динамічної взаємодії циліндричних оболонок з пружними середо-
вищами є актуальними, оскільки циліндричні оболонки знаходять широке застосування 
в сучасних інженерних конструкціях і спорудах у вигляді тунелей, резервуарів, трубо-
проводів і т.д. В математичному плані такі задачі є достатньо складними в плані поста-
новки і розв’язку (використання рівнянь суцільного середовища і рівнянь теорії оболо-
нок, формулювання умов контакту середовище – оболонка, побудова чисельного алго-
ритму розв’язку вихідних задач і т.д.) [1-4]. В роботі [4] приведено чисельні розв’язки 
динамічних задач взаємодії гладких та сферичних оболонок з навколишнім середови-


