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Висновки. Запропонована в даній роботі двохвимірна модель циліндричного тіла, 
що зростає, дозволяє визначати його термонапружений стан та дає можливість оцінити 
максимальну величину інтенсивності напруг у процесі встановлення розв’язку. 
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ДИНАМІЧНА ВЗАЄМОДІЯ КОНСТРУКТИВНО ОРТОТРОПНИХ 

ЦИЛІНДРИЧНИХ ОБОЛОНОК З ПРУЖНОЮ ОСНОВОЮ 
 

Вступ. Задачі динамічної взаємодії циліндричних оболонок з пружними середо-
вищами є актуальними, оскільки циліндричні оболонки знаходять широке застосування 
в сучасних інженерних конструкціях і спорудах у вигляді тунелей, резервуарів, трубо-
проводів і т.д. В математичному плані такі задачі є достатньо складними в плані поста-
новки і розв’язку (використання рівнянь суцільного середовища і рівнянь теорії оболо-
нок, формулювання умов контакту середовище – оболонка, побудова чисельного алго-
ритму розв’язку вихідних задач і т.д.) [1-4]. В роботі [4] приведено чисельні розв’язки 
динамічних задач взаємодії гладких та сферичних оболонок з навколишнім середови-
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щем, яке моделюється трикомпонентним ґрунтом [5]. В даній роботі наведено 
розв’язок динамічних задач підкріплених циліндричних оболонок з навколишнім сере-
довищем в рамках теорії середовища [5]. 

1. Динамічні рівняння теорії підкріплених циліндричних оболонок в рамках 
моделі типу Тимошенка. Динамічна поведінка підкріпленої циліндричної оболонки 
описується рівняннями осесиметричних коливань теорії оболонок типу Тимошенка [5] 
в рамках конструктивно – ортотропной моделі. Розглядається циліндрична оболонка, 
підкріплена ребрами, напрями яких співпадають з лініями головних кривизн серединної 
поверхні. Для безпосередньо гладкої оболонки приймається наступний закон розподілу 
переміщень по товщині 

)()(),( 111 xzxuzxu z ϕ+= ,     )(),( 33 xuzxu z = .                                 (1) 

Напружено-деформований стан ребра, яке направлене вздовж осі X , можна описати за 
допомогою вектора переміщень центра ваги поперечного перерізу 

),,( 131 pipipipi uuU ϕ= . Відповідно, для ребра направленого вздовж осі Y , маємо 

),,( 131 pjpjpjpj uuU ϕ= . 

Виходячи з умов контакту жорсткого з’єднання оболонка ребро [5], із застосу-
ванням варіаційного принципу Гамільтона-Остроградського, отримаємо наступні 
рівняння коливань підкріпленої циліндричної оболонки в рамках конструктивно-
ортотропной моделі 
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У рівняннях (2), (3) введено наступні позначення: νρ ,,, GE  – фізико-механічні 

параметри власно гладкої оболонки; GE ,, 11ρ  – фізико-механічні параметри повздов-

жнього набору підкріплень; GE ,, 22ρ  – відповідно фізико-механічні параметри попе-

речного набору підкріплень; h  – товщина оболонки; 21, ll  – відстань між ребрами для 



Математичні проблеми технічної механіки 

 9

повздовжнього та поперечного набору; 111 ,, Fha  – геометричні параметри ребер вздовж 

осі x ; 222 ,, Fha  – геометричні параметри ребер вздовж осі Y ; ),(5,0 1hhhci +=  

)(5,0 2hhhcj += . Знаки ±  відповідають місце розташуванню підкріплень – (+) – 

зовнішньому набору підкріплень, знак (–) – внутрішньому набору підкріплень;  
),(3 txP  – розподілене навантаження. 

Рівняння (2), (3) доповнюються відповідними граничними та початковими умо-
вами. 

2. Постановка зв’язної задачі циліндричних оболонок – пружна основа. 
Розглядається процес деформування нескінченно довгої підкріпленої циліндричної 
оболонки в ґрунтовому середовищі при внутрішньому імпульсному навантажені. Рух 
ґрунтового середовища описується системою рівнянь в ейлерових змінних [5, 6] 
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У рівняннях (4) r  – просторова координата; t  – часова координата; V  – швидкість; 
ρ  – густина; P  – тиск. 

Рівняння стану ґрунтового середовища приймається згідно моделі нелінійного 
рідкого багатокомпонентного середовища [5] 
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де величини з індексом 1 відносяться до повітря, 2 – до води і 3 – до твердого компо-
ненту; iα  – вміст компонентів по об’єму; iγ  – показники ізентроп  в газоподібному, 

рідкому та твердому компонентах середовища; 0ic  – швидкість звуку у відповідних 

компонентах середовища при атмосферному тиску 0P ; 0iρ  – густина компонентів се-

редовища. 

Швидкість звуку при тиску 1P  визначається із умови 2/1)/( ρ= ddpc  і має вигляд 
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Рівняння коливань підкріпленої оболонки радіусом R  і товщиною h  прий-
мається згідно (2), (3). У випадку нескінченно довгої оболонки рівняння (1.2) з 
врахуванням (3) мають вигляд 

)()(
1

1 32
3

2

2
23

2

2

1

1 tPtP
R

u

l

EFEh
u

hl

F

hl

F
h rоб −+








+

ν−
−=








++ρ && .                     (7) 

Як частковий випадок, отримаємо рівняння коливань конструктивно ортотропной обо-
лонки з регулярним повздовжнім підкріпленням 
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В рівняннях (7), (8) )(3 tP  – навантаження на внутрішню частину оболонки; )(tPr  – тиск 

ґрунту на оболонку; 3u  – радіальне переміщення оболонки; νρ ,,Eоб  – фізико-

механічні параметри матеріалу оболонки та ребер для випадку ізотропного матеріалу 
для обшивки та ребер. 

Зв’язність задачі взаємодії забезпечує умова непротікання на поверхні контакту 
оболонка – ґрунтове середовище, що деформується 

rVu =3& ,           (9) 

де rV  – швидкість границі ґрунтового середовища. 
За граничні умови для задачі динаміки ґрунтового середовища приймаються 

рівняння (7)-(9) та умови незбуреного руху на нескінченності. 
3. Чисельний алгоритм розв’язку зв’язної динамічної задачі. Алгоритм 

розв’язку задачі про взаємодію циліндричної оболонки з ґрунтовим середовищем, 
рівняння (4)-(9), базується на використанні скінчено-різницевої схеми Мак-Кормака [6]. 

На кроці предиктор різницеві рівняння мають вигляд 
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На кроці коректор рівняння записуються наступним чином 
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Для знаходження шуканих величин на поверхні контакту оболонка - ґрунтове се-
редовище використовується наступна процедура. Рівняння коливань оболонки (7) 
представимо у вигляді 
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На кроці предиктор рівняння (12) апроксимуються наступними співвідношеннями  
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На кроці коректор для апроксимації рівнянь (12) використовуються скінчено–
різницеві співвідношення виду  
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В співвідношеннях (10)-(16) функція ),( ρPF  має вигляд згідно рівнянь (5) 
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Для знаходження величини P  по заданим значенням ρ  використовується ітераційна 
процедура Ньютона-Рафсона. Враховуючи, що різницева схема Мак-Кормака (10), (11) 
є явною, тоді при розрахунках використовувалася умова різницевої стійкості [6] 

( ) 1/|| <∆τ+ rcV , 

де величина c  відповідна локальна швидкість звуку – формули (6). 
4. Аналіз чисельних результатів. Розглядалася нескінченно довга поздовжньо 

підкріплена циліндрична оболонка в ґрунтовому середовищі при внутрішньому імпуль-
сному навантаженні )(3 tP  – рівняння (8). Відповідні різницеві рівняння – (10)-(16). Ро-

зрахунки проводилися для сталевої оболонки радіусу 1,0=R м; товщиною 01,0=h м. 
Модуль Юнга матеріалу оболонки 210=E ГПа, коефіцієнт Пуассона – 3,0=ν ; густина 

7880=ρоб кг/м3 . Навантаження )(3 tP  задавалося наступною залежністю 

[ ])()(sin)(3 Ttt
T

t
AtP −η−ηπ= , 
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де T  – час навантаження; A  – амплітуда навантаження; )(tη  – функція Хевісайда. При 
розрахунках покладалося 0,1=A МПа; 50=T мкс. 

Задача розв’язувалася для ґрунту з наступними характеристиками компонент: 

1) повітря – 2,11 =ρ кг/м3 ; 3301 =c м/с; 4,11 =γ ; 

2) вода – 3
2 10=ρ кг/м3 ; 15002 =c м/с; 72 =γ ; 

3) тверда компонента – 26503 =ρ кг/м3 ; 45003 =c м/с; 43 =γ . 

Згідно рівнянь коливань поздовжньо підкріпленої оболонки в рамках конструк-
тивно – ортотропной моделі бачимо, що вплив повздовжніх підкріплень проявляється 
лише в інерційному доданку. Тому, надалі будемо проводити аналіз хвильових про-
цесів виходячи з приведеної маси підкріпленої оболонки [ ])/(1 11 hlFhm об +ρ= . Будемо 

характеризувати процес виходячи з коефіцієнта 0/ mm , де hm обρ=0 . 

На рис.1 наведено закономірності розповсюдження хвилі тиску P  по просто-
ровій координаті r  в різні моменти часу для випадку варіанту – 

7,0;3,0;0 321 =α=α=α  в залежності від величини  0/ mm . Криві 1-3 відповідають 

залежностям при 4,1;2,1;1/ 0 =mm  відповідно в часи проходження віддалі по коорди-

натам 000 4,3,2 rrrrrr === . На рис.2 наведено аналогічні залежності для величини 

2;8,1;6,1/ 0 =mm  – криві 4-6. Як бачимо, згідно кривих наведених на рис.1 значення 

величини тиску  для варіанту 1/ 0 =mm  більше ніж на 10% від відповідного значення 

тиску при 4,1/ 0 =mm . Аналогічна картина спостерігається згідно залежностям, наве-

деним на рис.2. 

 

Рисунок 1 Рисунок 2 
 

Висновки. У роботі наведено розв’язок динамічних задач підкріплених цилін-
дричних оболонок при взаємодії з грунтовим середовищем. Динамічна поведінка 
підкріпленої циліндричної оболонки описується рівняннями осесиметричних коливань 
теорії оболонок типу Тимошенка в рамках конструктивно – ортотропної моделі. 
Рівняння стану ґрунтового середовища приймається згідно моделі нелінійного рідкого 
багатокомпонентного середовища. Алгоритм розв’язку задачі про взаємодію циліндри-
чної оболонки з ґрунтовим середовищем базується на використанні скінчено-різницевої 
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схеми Мак-Кормака. Наведено аналіз хвильових процесів в системі підкріплена цилін-
дрична оболонка – грунтове середовище. 
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ХВИЛІ У ШАРІ В'ЯЗКОЇ СТИСЛИВОЇ РІДИНИ,  
ЩО ЗНАХОДИТЬСЯ НА ПРУЖНОМУ ШАРІ 

 
Вступ. Хвилі, що поширюються вздовж границі контакту пружного шару та ша-

ру рідини, належать до числа узагальнень ґрунтовно досліджених основних типів акус-
тичних хвиль: Релея, Стоунлі, Лява та Лемба. Огляд робіт і аналіз результатів, отрима-
них у рамках класичної теорії пружності та моделі ідеальної стисливої рідини, наведено 
в [1]. Разом з тим, значне практичне використання поверхневих хвиль вимагає враху-
вання властивостей, які притаманні реальним середовищам. До числа таких факторів 
належить в'язкість рідини. Задачі, що розглянуто, та результати, які отримані з ураху-
ванням цієї властивості рідини, наведено в [2-4]. У даній роботі длядослідження поши-
рення хвиль у шарі рідини, що взаємодіє з пружним шаром, залучається модель в'язкої 
стисливої ньютонівської рідини.При цьому використовуються лінеаризовані тривимірні 
рівняння Нав'є-Стокса для рідини, що знаходиться у стані спокою без урахування теп-
лових ефектів. В якості підходу обрано постановки задач і метод, що базуються на за-
стосуванні представлень загальних розв'язків рівнянь руху в'язкої стисливої рідини, за-
пропонованих у роботах [5-10]. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу про поширення акустичних хвиль у гід-
ропружній системі, що складається з пружного шару та шару в'язкої стисливої рідини. 
Розв'язок отримаємо із залученням тривимірних рівнянь класичної теорії пружності для 


