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Але, як випливає з рис.4, появу кожної окремої бульбашки на межі розділу компонентів 
можна ототожнити з формуванням парового прошарку певного розміру. 

Висновки. Отримані в результаті проведення експерименту дані дозволяють де-
тально розглянути процес закипання водної фази емульсії, а також доводять, що фор-
мування парового прошарку відбуватиметься на границі двох незмішуваних рідин шля-
хом коагуляції утворених на даній границі розділу окремих парових бульбашок. Засто-
сування віртуальних осцилографів спільно з комп'ютерним забезпеченням дозволяє 
скоротити трудомісткість проведення експерименту і, незважаючи на достатню склад-
ність його проведення, пов'язану з малими розмірами досліджуваних часток і часовими 
проміжками виміру, отримати якісну і кількісну характеристики осциляції імпульсів 
тиску на певній відстані від їх джерела. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ПЛИТЫ  

ПРИ СКОРОСТНОМ НАГРЕВЕ 
 

Введение. Технические условия многих отраслей производства нуждаются в ин-
тенсификации соответствующих теплотехнологических режимов. Однако, необоснован-
ное повышение рабочих температур и сокращение сроков тепловой обработки объектов 
могут привести к росту температурных перепадов, что обусловит появление опасных 
температурных напряжений и других негативных последствий. Именно этим объясняет-
ся все возрастающая необходимость оптимального решения противоречий во взаимо-
связи энергозатрат с временем нагрева, качеством продукции и ее термопрочностью. 

Как известно, поиск температурных режимов скоростного нагрева массивных 
слитков при разных ограничениях относится к задачам управления системами с рас-
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пределенными параметрами, для решения которых обычно привлекается достаточно 
сложный, неприемлемый для широкого инженерного использования математический 
аппарат. Между тем, промышленная теплотехника традиционно тяготеет к приближен-
ным аналитическим методам. 

К общей теории управления объектами с распределенными параметрами отно-
сятся и задачи оптимального (по быстродействию) управления тепловыми процессами 
(ЗОУТПБ), которые описываются уравнениями теплопроводности с соответствующими 
краевыми условиями и определенными ограничениями. Достаточно полный обзор тру-
дов этой проблемы рассмотрен в многочисленных работах (например, [1, 2]). 

В конце прошлого века во львовской термомеханической школе зародился ори-
гинальный подход [3, 4] к проблеме оптимизации тепловых режимов, согласно которо-
му ЗОУТПБ решается по новой схеме, предусматривающей осуществление процесса 
скоростного нагрева по скользящему режиму, что означает поочередное назначение 
предельно допустимых состояний. Такая постановка ЗОУТПБ позволила получить ка-
чественно новое управление – так называемое двухступенчатое вместо известного мно-
гоступенчатого релейного управления по методу Беллмана. 

Новому методу организации скоростного нагрева было дано [5] название «метод 
последовательных предельных режимов» (МППР). 

При решении ЗОУТПБ по этому подходу в работах [3, 4] использован классиче-
ский аппарат математической физики, широко употребляемый при решении линейных 
краевых задач теплопроводности (КЗТ). 

Позитивное качество полученных [3, 4] решений заключается в том, что они – 
точные аналитические. Негатив – избыточная сложность, что значительно утруждает 
применение их в практике управления тепловыми режимами. В связи с этим возникла 
необходимость разработки эффективных приближенных методов решения ЗОУТПБ. 

На то время в прикладную теорию теплопроводности широко внедрялась доста-
точно эффективная модель теплового приграничного (термического) слоя (МТС) [6]. 
Построенные на этой модели методы (Био Ж.-Б., Вейника А.И., Гольдфарба А.Д., Гуд-
мена Д.У., Канторовича Л.В., Постольника Ю.С., Швеца Д.А. и др.), получив признание 
и найдя соответствующее практическое воплощение в привычных прямых задачах теп-
лотехники, почти полностью остаются вне поля зрения проблемы оптимального управ-
ления тепловыми процессами. 

Первым из МТС, примененных к решению ЗОУТПБ, был метод эквивалентных 
источников (МЭИ) [5]. Уже первые попытки подтвердили ожидаемую эффективность 
МЭИ в решении не только линейных [7], но и нелинейных [8] ЗОУТПБ. 

Постановка задачи. При постановке ЗОУТПБ кроме обязательного ограниче-
ния на функцию управления (температуру нагревателя) вводится ограничение еще на 
тот или иной параметр, по которому и устанавливается режим работы нагревателя. Это 
ограничение может быть наложено либо на максимальную температуру, либо на мак-
симальный перепад температур, либо на скорость нагрева, либо на максимальные тем-
пературные напряжения. 

Вполне очевидно, что при ограничениях на напряжение (это фактически будет 
условие термоупругости) целостность нагреваемого тела будет обеспечена. Возникает 
полностью логический вопрос: какое термонапряженное состояние будет иметь тело в 
режимах скоростного нагрева при ограничениях на другие действующие факторы про-
цесса? 

Для ответа на этот вопрос в данной работе рассматривается термонапряженное 
состояние пластины при скоростном конвективном нагреве с ограничением не на на-
пряжение, а на температуру греющей среды ( )tТ

С
 и температуру поверхности ( )tТ

П
. 
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Соответствующая ЗОУТПБ исследуется в следующей постановке [7]: опреде-
лить такую функцию управления ( )τθ

С
, ограниченную предельно допустимым управ-

лением 
( ) ( ) 1≤≤ ττθ U

С
,     (1) 

которая при соблюдении ограничения 

( ) ( ) 1<≤ τϑτθ
П

     (2) 

за минимальный отрезок времени 
∗

τ  переведет тело из начального температурного со-
стояния 

( ) 0,
00
==

=

θτξθ
τ

       (3) 

в конечное ( )
∗

τξθ ,  с температурой поверхности (цель нагрева) 

( ) ( )
∗∗∗

<= τθτθ U
П

      (4) 

и максимальным температурным перепадом (качество нагрева) 

( ) ( )
∗∗∗

∆=− θτθτθ
ЦП

.      (5) 

При этом функция температуры тела должна удовлетворять дифференциально-
му уравнению теплопроводности 

( ) 00,;
02

2

==
∂

∂
=

∂

∂
θξθ

τ

θ

ξ

θ
            (6) 

с предельными условиями конвективного теплообмена (КТО) 

( ) ( )[ ] 0;0

01

=
∂

∂
=−=

∂

∂

== ξξ
ξ

θ
τθτθ

ξ

θ
ПC

Bi .                        (7) 

Здесь введено в общих чертах принятые безразмерные функции, координаты и 
критерии 

( )
( )

( )
( )









===

−

−
=

−

−
=

λατξ

τ
τθ

τξ
τξθ

HBiHatНх

ТТ

ТТ

ТТ

ТТ

K

С

C

C

С

;;

;;
,

,

2

0

max

0

0

max

0

,             (8) 

где ( )txТ ,  – температура тела, К; ( )tТ
C

 – температура греющей среды, К; 
0

Т  и max

C
Т  – их 

начальное и максимальное значение, К; x  – координата, м; t  – время, ч.; H2  – толщи-
на пластины, м; 

K
α  – коэффициент КТО, Вт/(м2К); 

Результаты работы. Решение задачи. Принимая МППР в качестве метода-
организатора режима управления, а МЭИ – в качестве метода-организатора процесса 
решения поставленной задачи, получены [7] следующие функции: 

1-ая ступень ( ( ) ( )τϑτθττ ≤≤≤≤
П11

0;0 ) 

( ) 1
1

=τθ
С

.           (9) 

На стадии прогревания (инерционный этап) ( ( ) 1;0
10

≤≤<≤≤ ξτβτττ ) 

( )
( )[ ]

( )[ ] ( )
( ) ( )τβτ

ττ

τβξ
τξθ −=

+

−
= 1;

2
,

2

11
l

llBi

Bi
,             (10) 
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где относительная толщина ( )τl  прогретого слоя и длительность инерционного этапа 
прогревания определяется формулами: 

( )
( )

( )Bi

Bi

Bi

Bi
l

+

+
=⋅

+

+
=

25,312

25,6
;

25,6

25,312
0
τττ .            (11) 

На стадии нагрева (начало упорядоченного этапа) ( 10;
10

≤≤≤≤ ξτττ ) 

( ) ( )





−

+
−









+
−−=

0

2

12

3

3
exp

2
11, ττξτξθ

Bi

Bi

Bi

Bi
.    (12) 

Заканчивается первый этап в момент 
1

τ , когда температура поверхности достиг-

нет величины ( )
1
τϑ , то есть 

( ) ( ) ( )
10111

3

3
exp

2

2
1 τϑτττθ =





−

+
−

+
−=

Bi

Bi

Bi
П

,   (13) 

откуда получаем трансцендентное уравнение относительно 
1

τ  

( )( )







−








+

+
−=

101
1

2
1ln

3

3
τϑττ

Bi

Bi

Bi
,       (14) 

которое решается при задании конкретной функции ( )τϑ . Например, при 

( ) 1<= сonstτϑ  выражение (14) превращается в обычную формулу. 

2-ая ступень ( ( ) ( )
∗

≤=≤≤≤ θτϑθτϑτττ
П2121

; ). Решается задача (6), (7)2 с гра-
ничными 

( ) ( )τϑτθ =
П2

            (15) 
и начальными 

( ) ( )
11212

,, τξθτξθ =                 (16) 
условиями. 

С помощью МЭИ получаем следующее решение: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )[ ]1

1

3exp3exp5,1
2

1
1,

1

12

2
ττητηηϑ

τϑ
ξτϑτξθ

τ

τ

−−












−+
−

−−= ∫ d
Bi

& .   (17) 

Заканчивается вторая ступень в момент 
2

τ , когда температура поверхности дос-

тигнет нужной величины 
∗

θ  (4). Время 
2

τ  находим из условия 

( ) ( )
∗

== θτϑτθ
22П

.                 (18) 

Функцию управления ( )τθ
2С , обеспечивающую предельное температурное со-

стояние (17) на 2-ой ступени нагрева, определим из предельного условия КТО (7)1 

( ) ( ) ( ) ( ) Bi
Bi

ПС
τθτϑ

ξ

θ
τθτθ

ξ

2

1

2

22
2

1
∆+=

∂

∂
+=

=

,               (19) 

где введен температурный перепад 

( ) ( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )[ ]
11

1

222
3exp3exp5,1

2

1

1

ττητηηϑ
τϑ

τθτθτθ

τ

τ

−−












−+
−

=−= ∫ d
Bi

ЦП
& .   (20) 
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3-я ступень ( ( ) ( )
∗∗

∆≥∆≥∆=≤≤ θτθτθττττ
32232

; ). Обеспечиваем необходимый 

температурный перепад 
∗

∆θ  (5) при сбережении условия (18). 
Решается КЗТ (6), (7)2, при 

( ) const
П

==
∗

θτθ
3

      (21) 

с начальным условием 
( ) ( )

2223
,, τξθτξθ = .      (22) 

Функция температуры тела для этой ступени имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
222

2

23
3exp1, τττθξθτξθ −−∆−−=

∗
.             23) 

Заканчивается третья ступень по достижению температурным перепадом необ-
ходимого значения 

∗
∆θ  (5) 

( ) ( ) ( )[ ]
∗

∆=−−∆=∆ θτττθτθ
232233

3exp .         (24) 

Отсюда находим полное время 
∗

= ττ
3

 оптимального (по быстродействию) про-

цесса нагрева пластины: 
( )

∗

∗

∆

∆
+==

θ

τθ
τττ

22

23
ln

3

1
.           (25) 

Определяем управляющую функцию, обеспечивающую оптимальный режим 
(23)-(25) на 3-ей ступени: 

( ) ( ) ( )[ ]
2223

3exp
2

τττθθτθ −−∆+=
∗

Bi
С

.         (26) 

Таким образом, поставленная ЗОУТПБ, которая отвечает ограничениям (1), (2) 
решена [5, 7]. Для оценки точности полученного решения в работе [7] приведено кон-
кретный числовой пример, взятый из работы [3]: 

( )

05,0;8,0

;2,05,0;5,1;1

=∆=

+===

∗∗∗
θθ

ττϑBiU
      (27) 

Графическое сопоставление точного [3] и приближенного [7] решений отобра-
жено на рис.1. Сравнение расчетов времени нагрева дало результаты: 464,0

1
=τ  (по-

грешность %4,0
1

−=δτ ); 5,1
2
=τ  ( 0=δτ ); 775,1

3
==

∗
ττ  ( %1,1

3
−=δτ ). 

Управляющие функции имеют следующие достаточно простые выражения: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



≤≤−++=

≤≤−++=

775,15,1,3exp5064,132,08,0

5,1464,0,3exp1007,12,06333,0

3

2

ττττθ

ττττθ

С

С .            (28) 

Температурные напряжения. Поле температурных напряжений в симметрично 
нагреваемой неограниченной плите при упругой деформации описывается известным 
[9, 10] решением задачи квазистатической термоупругости. В рамках модели термиче-
ского слоя это решение имеет вид [11]: 

на инерционном этапе (
0

0 ττ ≤≤ ) 

( )( ) ( ) ( )
( )
∫ ≤≤=

1

1

0
0;,

τβ

τβξξτξθτσ d ;       (29) 
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( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

1;,,,

1

11

1

∫ ≤≤−=

τβ

ξτβτξθξτξθτξσ d ;              (30) 

на упорядоченном этапе (
0

ττ ≤ ) 

( )( ) ( ) ( )∫ −=

1

0

22

2
,,, τξθξτξθτξσ d ,       (31) 

где введены безразмерные напряжения: 

( )
ν

α

σσ
σσ

−

−

==

1
; 0

max
TТЕ

КК
CТ ;     (32) 

T
α  – коэффициент линейного температурно-
го размещения (КЛТР), 1/К; Е – модуль упру-
гости 1-го рода, МПа; ν  – коэффициент Пу-
ассона. 

Подставляя нагружающие функции 
( )τξθ ,  (10), (12), (17), (23) в выражения  

(29)-(31), после очевидных математических 
операций приходим к обобщенной формуле 
для напряжений 

( ) ( ) ( )τξτθτξσ ,,
iii

F∆= ,      (33) 

где температурный перепад ( )τθ
i
∆  и функция 

распределения ( )τξ ,
i

F  для соответствующих 

ступеней нагрева следующие: 
на первой ступени (

1
0 ττ ≤≤ ): инерционный этап 

( ) ( ) ( )[ ]
101

0;2 ττττττθ ≤≤≤+=∆ lBilBi ;            (34) 

( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( )



≤≤−−−

≤≤−
=

1;3

;03
,

221

ξτβττβξτ

τβξτ
τξ

ll

l
F ;       (35) 

упорядоченный этап (
10
τττ ≤≤ ) 

( ) ( )





−

+
−

+
=∆ 02,1

3

3
exp

2
τττθ

Bi

Bi

Bi

Bi
;        (36) 

( ) ( ) 331,
2

2
ξτξ ⋅−=F ;       (37) 

на второй ступени (
21
τττ ≤≤ ) ( )τθ

2
∆   (20); ( )τξ ,

2
F   (37); 

на третьей ступени (
∗

=≤≤ ττττ
32

) ( ) ( )τξτξ ,,
23

FF =   (37); 

( ) ( ) ( )[ ]
2223

3exp τττθτθ −−∆=∆ .             (38) 

Для иллюстрации рассмотрим конкретный пример с исходными данными (27) 
(рис.2, 3): 

МПаЕ
5

106,1 ⋅= ; 
КТ

1102,1
5−

⋅=α ; КТ
С

1273
max

= ; КТ 273
0
= ; 3.0=ν . (39) 

–––––––   – МЕД [7]; 
– – – – –   – точное решение [3] 

Рисунок 1 – График оптимального 
нагрева пластины при ограничениях 
(1), (2) и данных (27) 
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Рисунок 2 – График поля термических Рисунок 3 – График изменения экстремальных 
напряжений, построенный по  температурных напряжений во времени, 
исходным данным (27) построенный по исходным данным (27) 

 

Выводы. Из полученных результатов следует, что при скоростном нагреве с ог-
раничением на определенные характеристики теплового процесса нужно иметь в виду 
возможность возникновения температурных напряжений, превышающих границу 
прочности данного материала. В таком случае необходимо вводить соответствующие 
коррективы в исходные данные процесса. 
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РАСЧЕТ ВРЕМЕНИ ИНЕРЦИОННОГО ПЕРИОДА  

ПРИ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ III РОДА 

 
Введение. К настоящему времени существует достаточно много точных [1] и 

приближенных методик [2-4] расчета процессов нагрева (охлаждения) тел на начальной 
стадии, однако, например, в [1, 2] отсутствуют формулы по определению времени 
инерционного периода, а в [3, 4] – по расчету среднемассовых температур, без знания 
которых невозможно определить термические напряжения. 

Получим решения, свободные от указанных недостатков. Аналогичные решения 
были выведены ранее при решении задач для граничных условий I [5]. и II рода [6]. 

Постановка задачи. Математическая постановка задачи симметричного нагрева 
(охлаждения) тел простой геометрической формы от начальной температуры 0T  до 

температуры среды 
c
T  имеет вид (рис.1): 
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