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ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА УСТОЙЧИВОСТИ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА 

С ОРТОТРОПНЫМИ СЛОЯМИ ПРИ ОДНООСНОМ СЖАТИИ 
 

Введение. Технология производства композитных материалов (КМ) и создания 
элементов конструкций из КМ предусматривает разработку практических алгоритмов 
их расчета на прочность и деформативность. При прочностном анализе элементов кон-
струкций и образцов из КМ в качестве одного из механизмов потери их несущей спо-
собности и разрушения при сжатии может рассматриваться потеря устойчивости в 
структуре КМ [1]. Наиболее точным и строгим подходом при исследовании указанного 
механизма является использование общих уравнений трехмерной линеаризированной 
теории устойчивости деформируемых тел (ТЛТУДТ) [2, 3] и модели кусочно-одно-
родной среды. В работах [4-6] с использованием указанного подхода исследована ус-
тойчивость КМ и образца из КМ слоистой структуры при одноосном сжатии поверхно-
стной нагрузкой армирующих слоев для случая неоднородного докритического состоя-
ния, связанного с условиями нагружения. В этих работах задачи устойчивости рассмат-
ривались в двумерной постановке для случая плоской деформации. Показано, что в за-
висимости от граничных условий для конкретной расчетной модели, в композите мо-
жет иметь место, как внутренняя потеря устойчивости, так и приповерхностная потеря 
устойчивости, которая соответствует механизму разрушения композита в виде смятия 
торцов [1]. В работе [7] исследована пространственная задача устойчивости образца в 
виде слоистой прямоугольной пластины с изотропными слоями при одноосном сжатии 
в плоскости армирования. Критические параметры устойчивости образца определялись 
с учетом различных геометрических характеристик внутренней структуры материала. 
Как показали проведенные исследования, используемый подход, в отличие от прибли-
женных подходов, дает возможность получить результаты, соответствующие физике 
процессов, происходящих в КМ с принятой в механике точностью. Этот подход также 
позволяет провести оценку результатов, полученных с применением приближенных 
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теорий и расчетных схем, применяемых при расчете конструкций из традиционных ма-
териалов. 

В продолжение работ [7, 8] в настоящей статье рассмотрена пространственная 
задача устойчивости двухкомпонентного КМ с ортотропными и изотропными слоями, 
находящегося в условиях одноосного поверхностного нагружения в плоскости разме-
щения слоев. С учетом сложности получения аналитических решений для решения за-
дачи устойчивости применяются численные методы. Для построения дискретных мо-
делей, соответствующих дифференциальных задач использована концепция базовых 
факторов [9] в рамках объектно-ориентированного подхода. 

Постановка задачи. Рассматривается КМ, который представляет собой перио-
дическую структуру, образованную чередованием изотропных и трансверсально-
изотропных слоев. Трансверсально-изотропный материал сохраняет все специфические 
свойства ортотропного материала с малой сдвиговой жесткостью и вместе с тем позво-
ляет уменьшать число параметров, от которых зависит критическая нагрузка. Компо-
зитный материал моделируется бесконечной в направлении 1Ox   областью и имеет ко-

нечный размер в направлении 2Оx  и 3Ox  (рис.1). Такая расчетная модель позволяет 

учитывать, как потерю устойчивости в структуре материала, так и образца в целом. 
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Рисунок 1 – Композитный материал Рисунок 2 – Расчетная область 
 
Слои размещены параллельно плоскости constx =1 . На торце 03 =x  слои сжи-

маются равномерной нагрузкой постоянной интенсивности 33PP = . На противополож-

ном торце используются условия жесткого торцевого закрепления слоев. Расчетная об-
ласть выбирается из условия периодичности структуры композита и симметрии усло-
вий нагружения и закрепления. Граничные условия на боковых сторонах образца соот-
ветствуют условиям симметрии. Таким образом, задача устойчивости формулируется 

на параметре структуры материала { } )0 ,0 ),(0 3322
2

1

1

11 lхlхllхV ≤≤≤≤+≤≤= , 

представляющего собой образец из КМ в виде двухслойной прямоугольной пластины 
(рис.2). Расчетная область дает возможность исследовать устойчивость, как композит-
ного материала, так и элемента конструкции из этого материала с соответствующими 
граничными условиями. Критические параметры устойчивости определяются при раз-
личных геометрических характеристиках компонент композитного материала. 

Предполагается, что поверхностное нагружение реализуется в виде «мертвой» на-
грузки, что обеспечивает выполнение достаточных условий применимости статического 
метода ТЛТУДТ [3]. В формулируемой постановке задачи устойчивости начальное со-
стояние является неоднородным. Его компоненты определяются из уравнений линей-
ной теории упругости. Уравнения линейной теории упругости и граничные условия 
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вместе с основными соотношениями для каждого слоя расчетной области 
( ) Ω∈= 1,2 , kk  имеют вид: 

уравнения равновесия 

0
0
, =iijσ , Ω∈x ;       (1) 

граничные условия 

01 =u  при ( )11 ,0 lх = ∧ ( 220 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ), 

0
0

=imσ  при ( )22 ,0 lх = ∧ ( 110 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ),        (2) 

33
0

33
P=σ , 021 == uu  при 03 =х ∧ ( 110 lх ≤≤ ∧ 220 lх ≤≤ ), 

0=
m

u  при 33 lх = ∧  ( 110 lх ≤≤ ∧ 220 lх ≤≤ ); 

условия на контакте 

[ ] 0=
m

u , [ ] 0
0

=imσ  при 1

11 lх = ∧ ( 220 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ),               (3) 

где [ ] – скачек функции )(xf , индекс k  опускаем. 
В пределах каждого слоя КМ соотношения закона Гука имеют вид: 

),()1( 0
,

0
,

0
,

0
ijjiijijkkikijij uuGuA +−+= δδσ               (4) 

где −ijij GA , коэффициенты упругости и модули сдвига изотропного и трансверсально-

изотропного тела. При вычислении ijij GA ,  для трансверсально-изотропного тела с 

осью изотропии 3Ox  и плоскостью изотропии 21Оxx необходимо положить: 

EEE == 21 , EE ′=3 , 
)1(2 ν+

=′
E

G , GGG == 2313 , 

ννν == 2112 , ννν ′== 2313 , ννν ′′== 3132 .      (5) 

Уравнения и граничные условия ТЛТУДТ для рассматриваемой расчетной схе-
мы запишутся в виде: 
уравнения в возмущениях 

( ) 0
,,

0
=+

i
kmikim uλσσ , Ω∈x ;      (6) 

граничные условия 

( ) 0,3
0
333 =+ jj
uλσσ , 021 == uu  при 03 =х ∧ ( 110 lх ≤≤ ∧ 220 lх ≤≤ ), 

0=iu  при 03 =х ∧ ( 110 lх ≤≤ ∧ 220 lх ≤≤ ), 

01 =u  при ( )11 ,0 lх = ∧ ( 220 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ),         (7) 

0=imσ  при ( )22 ,0 lх = ∧ ( 110 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ); 

условия на контакте слоев 

[ ] 0=
m

u , [ ] 0
0

=imσ  при 1

11 lх = ∧ ( 220 lх ≤≤ ∧ 330 lх ≤≤ ).  (8) 

Интенсивность критической нагрузки определяется по формуле 



Математичні проблеми технічної механіки 

 199 

( )
( ) 210321

0 0

33

2
2

1

1

1

3

2

1

1

1 2

|,,
 

1
min dxdxxxxP

lll

P х

ll l

kp =

+

∫ ∫
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где λmin  – минимальное по модулю собственное число задачи (6)-(8), 33P  – интенсив-

ность начальной нагрузки, приложенной к граничному участку 03 =х  (рис.2), ∧  – знак 

логического сложения. 
Для численного решения задачи методом сеток в расчетной области Ω  (рис.2) 

вводится по каждому из направлений 1Ox , 2Ox , 3Ox  неравномерная разностная сетка 

γωω += , состоящая из множества ω  внутренних и множества γ  граничных узлов. 
Сетка ω  разбивает расчетную область на M  прямоугольных параллелепипедов и со-
держит N  узлов, в каждом из которых строится аппроксимация дифференциальных 
уравнений задач (1)-(6), (8)-(13). Дифференциальным задачам (1-5), (6-8) ставятся в со-
ответствие разностные задачи 

ΦAy = , ω∈x ,                (10) 

ByAy µ= , ω∈x .      (11) 

Построение задач (10), (11) осуществлялось в соответствии с методикой, изло-
женной в работе [9]. Для решения дискретных задач (10), (11) использованы численные 
методы (прямые и итерационные) [10]. Эффективность методики решения дискретных 
задач (10), (11) достигалась за счет использования динамической разностной сетки и 
комбинированного применения выбранных методов. Конечная разностная сетка, на ко-
торой было получено решение с заданной точностью, содержала 16384 узла. 

Результаты работы. Рассмотрен КМ, слои которого характеризуются следую-
щими механическими постоянными: 
изотропный слой: E=52ГПа, G=20ГПа, 3,0=ν ; 
трансверсально-изотропный слой: E1=E2=52ГПа, Е3=30ГПа, G12=20ГПа, 
G13=G23=10ГПа, 3,0=ν , 2,013 =ν , 1,023 =ν . 

При фиксированном значении параметра 3l  определялись критические характеристики 

устойчивости КМ для различных значений параметра тонкостенности 
1

2

2l

lπ
α = , 

( )08,0 ;16,0 ;24,0 ;32,0=α . При тех же геометрических характеристиках  вычислялись 
критические характеристики устойчивости КМ для расчетной схемы с изотропными 
слоями. 
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Рисунок 3 – Зависимость отношения Рисунок 4 – Формы потери устойчивости 
критических нагрузок от параметра 
тонкостенности 
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На рис.3 приведена зависимость Ртр.и/Ри от параметра α , где Ртр.и – критическая 
нагрузка полученная для КМ с трасверсально-изотропными и изотропными слоями, Ри 
– критическая нагрузка, полученная для КМ с изотропными слоями. На рис.4 в качест-

ве примера приведены эпюры смещений ( )32
1

12 ,, xllu  при 330 lх ≤≤  на контакте слоев 

рассмотренных материалов для параметра тонкостенности 16,0=α . Кривая 1 соответ-
ствует КМ с трансверсально-изотропными слоями, кривая 2 – КМ с изотропными слоя-

ми. Особенность поведения зависимости ( )32
1

12 ,, xllu  для КМ с трасверсально-

изотропными слоями вблизи границы 03 =x , по-видимому, вызвана условиями жестко-

го защемления слоев. 
Выводы. Как видно из рис.3 при заданных механических характеристиках с 

уменьшением параметра тонкостенности α  влияние ортотропии на критические пара-
метры композитного материала возрастает. 
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