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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ЖЕСТКОЙ ОСНОВОЙ, СОДЕРЖАЩЕЙ ВЫЕМКУ 

КРУГОВОГО СЕЧЕНИЯ, ПРИ СЖАТИИ 
 

Введение. Широкое применение пьезоэлектрических материалов, которые отли-

чаются значительной хрупкостью, стимулирует интерес к изучению и анализу распре-

делений силовых и электрических полей в электроупругих телах вблизи концентрато-

ров напряжений [1-6]. В то же время, рассмотрение пространственных задач электро-

упругости сопряжено со значительными математическими трудностями, поскольку ис-

ходная система уравнений для определения электрического и напряженного состояний 

представляет собой связанную систему дифференциальных уравнений [4]. Решению 

контактных задач для электроупругих тел с учетом связанности силовых и электриче-

ских полей посвящены работы [4-6] и др. 
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В настоящей работе исследовано контактное взаимодействие (при условиях 

гладкого контакта) пьезоэлектрического полупространства с жесткой основой, содер-

жащей осесимметричную пологую выемку, при сжатии тел. Задача электроупругости 

рассмотрена в предположении, что поверхность раздела двух тел расположена в плос-

кости изотропии пьезоэлектрического материала. С помощью гармонических потен-

циалов, зависящих от величины зазора между телами при контакте, получено точное 

решение задачи, найдены геометрические размеры выемки в результате контактного 

взаимодействия. Как частные случаи из полученного решения задачи электроупругости 

следуют соответствующие параметры контакта для упругого трансверсально-

изотропного полупространства, а также для упругого изотропного тела [7]. 

Постановка задачи. Рассмотрим контактное 

взаимодействие при сжатии электроупругого транс-

версально-изотропного полупространства (тело 1) с 

жесткой основой (тело 2) (рис.1), что содержит по-

логую осесимметричную выемку, форма которой 

описывается выражением 

)(,,)/()( / bhbrbrhrf <<≤−= 0
2322

0 1 .     (1) 

Предполагается, что плоскость контакта рас-

положена в плоскости изотропии пьезоэлектриче-

ского материала, и поверхность полупространства 

является неэлектродированной (не содержит элек-

тродного покрытия). Полагается также, что к телам приложены сжимающие усилия p  

и между телами имеет место гладкий (без трения) контакт. Поскольку в жестком теле 

содержится выемка, то контакт осуществляется не по всей поверхности 0=z , а по не-

которой ее части ar > , где a  – неизвестный радиус области контакта (рис.1), который 

зависит от значений усилий p , геометрии первоначальной выемки, свойств электроуп-

ругого полупространства. Дополнив функцию )(rf  нулевым значением в области 

br > , получим 







>

≤−
=

.,

;,)/(
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/

br

brbrh
rf

0

1 2322
0          (2) 

Воспользовавшись суперпозицией состояний, первое из которых – сжатие вдоль оси z0 , 

т.е. p
zz

−=σ , 0=
z

D , для второго електроупругого получаем следующие граничные 

условия в плоскости 0=z : 

0=
zz
σ , ar <<0 ; ∞<<= rarfu

z
),()(1 ; 

0=
zr
σ , ∞<< r0 ; ∞<<= rap

zz
,σ ; 

0=
z

D , ∞<< r0 ,          (3) 

Отметим, что последнее граничное условие по электрическому состоянию соответству-

ет случаю неэлектродированной поверхности полупространства. Также при удалении 

от области контакта имеют место условия на бесконечности 

00 →→−→
zrzzz

Dp σσ ,,  при −∞→z .      (4) 

Основные соотношения. Уравнения статики для электроупругого трансвер-

сально-изотропного тела имеют вид [4] 

Рисунок 1 
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В приведенных уравнениях EEEEE
ccccc
4433131211

,,,,  – независимые модули упругости; 

331531 eee ,,  – пьезомодули; SS

3311
εε ,  – диэлектрические проницаемости. 

Решение системы уравнений (5) можно согласно [4] выразить через четыре по-

тенциальные функции jΦ  ( 41,=j ) 

y

j

xjxu ,, 4
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3
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zjjl ,ΦΨ , (6) 

где jj lk ,  – некоторые постоянные, а функции jΦ  удовлетворяют уравнениям 

0=++ zzjjyyjxxj ,,,

ΦνΦΦ  ( j =1, 2, 3),   (7) 

где 




 −= EEE

ccc
1211444 2 /ν , значения iν  ( 321 ,,=i ) являются корнями следующего ал-

гебраического уравнения третьего порядка [4]: 

+−−++− )()( 22312231
2

2121
3

DCDCBABADCBA νν  

0333323322332 =−+−−++ DCBADCDCBABA )(ν .    (8) 

Значения jj lk ,  ( )321 ,,=j  в формулах (6) связаны с величинами jν  следующи-

ми соотношениями: 
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При введении обозначений ),(
/

41
21

==

−

jznz
jj  функции ),,,( 11 zyxΦ  ),,,( 22 zyxΦ  

),,( 33 zyxΦ , ),,( 44 zyxΦ  становятся гармоническими функциями в соответствующих 

системах координат. 

Метод решения. При построении решения граничной задачи электроупругости 

воспользуемся представлением решений (6). При этом потенциальные функции возь-

мем в виде гармонических потенциалов специального вида 
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S  – круговые площадки радиусов a  и b  соответственно (рис.1). Также положим 
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Пока неизвестными остаются такие параметры: a  – значения радиуса площадки кон-

такта (рис. 1); 1h  – максимальная высота зазора в результате контактного взаимодейст-

вия.  Их значения определим из решения контактной задачи. 

Заметим, что идея применения потенциалов вида (11), что связаны с величиной 

контактного зазора, близка приему использования скачков перемещений для трещины 

нормального отрыва для описания напряженного состояния в ее окрестности. Принци-

пиальное отличие заключается в том, что поверхность трещины задана, а площадка 

контакта 1S  и ее радиус a  – заранее не известны и определяются в процессе решения 

задачи. Для контактных задач в упругом изотропном теле это указано в [8]. 

С помощью потенциальных функций (11), учитывая (12) и удовлетворяя гранич-

ным условиям задачи, приходим к решению интегро-дифференциального уравнения 
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После дифференцирования воспользуемся значениями следующих интегралов [9]: 
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Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях декартовых координат, 
получаем 
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Из формул (14) по известным размерам первоначальной выемки (параметры b  и 0h ), 

значению сжимающих усилий p , девяти независимых значениях электроупругих по-

стоянных (входят через значение *
M ) находим значение радиуса контакта a  и макси-

мальную высоту зазора (после контактного взаимодействия) 1h . Также, приравняв зна-

чение a  к нулю, находим критическое значение нагрузки 
*

*

bM

h
p

4

3 0π

= , при которой 

выемка в жестком теле полностью заполняется электроупругим материалом. 

При переходе к чисто упругому трансверсально - изотропному материалу имеем 
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
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 +−+− ccncccccncc )( , которые зависят от 

упругих свойств материала. Заменив в выражениях (14) значение *
M  величиной 

Trans
M , получаем параметры контакта чисто упругого трансверсально-изотропного 
полупространства с жесткой основой (с выемкой). Дальнейший предельный переход к 

упругому изотропному материалу приводит µ/)( vM
Trans

−→ 1 . При взаимодейст-

вии упругого изотропного полупространства с жесткой основой, содержащей осесим-
метричную выемку (частный случая рассмотренной контактной задачи), заменив в 

формулах (14) величину *
M  значением µ/)( v−1 , приходим к полному совпадению 

результатов с данными [7], найденными с помощью сведения контактной задачи к ре-
шению парных интегральных уравнений. 

Выводы. Таким образом, в работе на основе использования гармонических по-
тенциалов специального вида найдено точное решение задачи контактного взаимодей-
ствия электроупругого полупространства с жесткой основой, содержащей осесиммет-
ричную выемку, при сжатии. В явном виде получены геометрические параметры зазо-
ра, образовавшегося в результате контакта, определено критическое значение сжатия, 
при котором выемка полностью исчезает (заполняется материалом). 
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СТАТИЧЕСКОЕ РАВНОВЕСИЕ ОРТОТРОПНОГО ТЕЛА С ПРОИЗВОЛЬНО 
ОРИЕНТИРОВАННОЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ ТРЕЩИНОЙ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ И 

ИЗГИБЕ 
 

Введение. Пространственные задачи механики разрушения для упругих изо-

тропных тел с дискообразными или эллиптическими трещинами изучались в работах 

[1-3] и др., а для трансверсально-изотропных тел с трещинами – в [4, 5]. Отметим, что 

при рассмотрении задач для трансверсально-изотропных материалов, в основном, 

предполагалось, что плоские трещины расположены в плоскостях изотропии трансвер-

сально-изотропного материала. Такое ограничение на ориентацию плоских трещин су-

щественно упрощает нахождение решений задач с помощью представлений решений 

уравнений статики трансверсально-изотропного тел посредством гармонических функ-

ций. Однако, для других ориентаций плоских трещин в трансверсально-изотропном ма-

териале, как и для случая упругого ортотропного материала с трещиной, задачи механи-

ки разрушения существенно усложняются. Возникающие при этом трудности матема-

тического характера не позволяют использовать методы и подходы, успешно приме-

няемые при специальной ориентации плоских трещин (в плоскостях изотропии материа-

ла). 

Задачи механики разрушения для трещин круговой или эллиптической формы в 

ортотропных телах, расположенных в главных плоскостях ортотропии материала, ис-

следованы в [6, 7] с помощью применения тройного преобразования Фурье, Фурье-


