
Математичні проблеми технічної механіки 

 228 

тами прихвата. Рассмотрены случаи эллиптических, гиперболических, параболических 

проектных траекторий скважины при выполнении операций спуска и подъема. 
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НЕУСТАЛЕНИЙ РУХ ҐРУНТОВИХ ВОД ДО СВЕРДЛОВИНИ 
 

Вступ. Як відомо, у водонасичених пластах в результаті зміни рівнів ґрунтових 
вод або при зовнішніх навантаженнях на пласт виникає пружний режим фільтрації. 
Особливо це різко проявляється в напірних пластах. Основи теорії пружного режиму 
фільтрації розглянуті в [1]. 

Якщо проводиться великий відбір води із безнапірних пластів за допомогою ве-
ртикальних свердловин при розробці корисних копалин і глибинному водопониженні, 
було виявлено суттєвий прояв пружного режиму фільтрації і в безнапірних пластах. 
Цьому присвячена постановка і розв'язування задачі в даній роботі. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу пружного режиму фільтрації до вертика-
льної свердловини зі сферичним фільтром в напівобмеженому по товщині пласті з ру-
хомою вільною поверхнею. 

Нехай на глибину ζ  перпендикулярно до площини XOY  опущена свердловина 

з фільтром в точці ( )0,0,ζ . Вільна поверхня ґрунтових вод, яка була горизонтальна, в 

процесі роботи свердловини не суттєво викривляється і гранична умова. яка повинна 
виконуватись на вільній поверхні ґрунтових вод, наперед невідомій, зноситься на пло-

щину XOY . Враховуючи малість такого викривлення допустима вказана лінеаризація 
задачі. 

Вважаючи, що пружний режим фільтрації задовольняє рівняння Фур'є, а потен-
ціал на фільтрі свердловини, який розглядається як потенціал точкового стоку, моде-
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люється фундаментальним розв'язком цього рівняння, задача про знаходження цього 
потенціалу зводиться до знаходження функції впливу крайової задачі 
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де функція V  задовольняє рівняння Фур'є і вибрана так, щоб виконати граничну умову (1). 
Враховуючи, що 
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для знаходження ( )0, , z , t tV x y ζ+ −  отримаємо диференціальне рівняння в частинних 

похідних першого порядку. 

( ) ( )

( )

2 2 2

2

0

2 2 2

4

3 3 75 3

0 0

3
,

8 16

x y

a t tV V x y
c e

t a t t a t t

ζ

ζ

ζ π π

+ +
−

−

 
∂ ∂ + + + = −

 ∂ ∂ − − 

   (5) 

Запишемо праву частину (5) у вигляді 
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і скористаємось інтегральним представленням фундаментального розв'язку оператора 
Фур'є 
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Тоді отримаємо 
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Такий спеціальний вид правої частини дозволяє вибрати розв'язок, який задово-
льняє завідомо рівняння Фур'є і рівняння (5), що дає нам для функції V  вигляд  
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функції ( ), ,A α β γ  отримаємо просте алгебраїчне рівняння  
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Таким чином функція V  знайдена у вигляді 
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Враховуючи симетрію інтервалу інтегрування в (11) і властивості парності 
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Отже функція Гріна задачі (1) буде мати вигляд 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( )

( )
( ) ( )

2 22 2 2 2

2 2

0 0

2 2 2 2

0

2 2 2 2

0

3

4 4

0

4 2 2 2

23
4 2 2 2 2 2

2 2 2
2

23
4 2 2 2 2 2

1

2

cos cos cos
4

cos cos
4

x y z x y z

a t t a t t

Г

a t t

a t t

e e
a t t

a
e x y z d d d

a c

ca
e x

a c

ζ ζ

α β γ

α β γ

ϕ
π

α β γ
α β γ ζ α β γ

π α β γ γ

γ α β γ
α

π α β γ γ

+ + − + + +

− −

− −

∞

− + + −

−∞

− + + −

  
  = + −
  −   

+ +
− + +

+ + +

+ +
+

+ + +

∫ ∫∫

( )sin .y z d d dβ γ ζ α β γ

∞

−∞

+∫ ∫∫

 (13) 



Математичні проблеми технічної механіки 

 231 

Висновки. В результаті розв'язування поставленої задачі знайдено вираз для по-

тенціалу швидкості фільтрації (13), що дає можливість з одного боку отримати набли-

жене рівняння вільної поверхні ґрунтових вод при безнапорному пружному режимі фі-

льтрації, а з другого боку визначити величину витрати q  при роботі свердловини. 
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ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫЙ СЛОЙ С КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ПОЛОСТЬЮ ПРИ ЗАДАННОЙ РАСЩЕПЛЯЮЩЕЙ СИЛЕ 

 

Введение. Исследованию концентрации напряжений около отверстий в нетон-

ких трансверсально-изотропных пластинах посвящено много публикаций [1-4]. Для 

решения задач в этой области широко используется метод разложения искомых функ-

ций в ряды Фурье по полиномам Лежандра координаты толщины [5-7]. В работе [7] 

найдено решение задачи о напряженном состоянии трансверсально-изотропной пла-

стины, на граничной поверхности которой задано значение расщепляющей силы, т.е. 

уравновешенной по толщине пары сил, стремящейся расщепить пластину по срединной 

плоскости, при отсутствии нормального радиального напряжения. 

В данной работе излагается решение задачи о напряженном состоянии трансвер-

сально-изотропного слоя с круговой цилиндрической полостью, на поверхности кото-

рой заданы однородные граничные условия для радиального смещения и действует 

уравновешенная по толщине пара сил (расщепляющая сила). 

Постановка задачи. Рассмотрим неограниченный трансверсально-изотропный 

слой толщиной 2h  ( )h const= , содержащий круговую цилиндрическую полость, ра-

диуса R . На поверхности полости [ ];R h h× −  выполняются условия третьей краевой 

задачи теории упругости: заданы значения нормального перемещения и касательных 

напряжений. Будем считать, что нормальное смещение ( )3, ,

r
u R xθ  равно нулю, а каса-

тельные напряжения задаются формулами 3( , , ) 0
r

R xθσ θ = , 2
3 3( , , ) (1 )
r

R x qσ θ ξ ξ= − − , 

где q  – некоторая константа, [ ]3 1,1x hξ = ∈ − . Эти поперечные касательные напряже-

ния представляют уравновешенную по толщине пару сил, стремящуюся расщепить 

(или сжать) слой вдоль срединной плоскости. Необходимо определить и исследовать 

напряженное состояние в окрестности полости. 

Результаты работы. Для сведения трехмерной задачи к двумерной воспользу-

емся методом разложения искомых функций в ряды Фурье по полиномам Лежандра от 

третьей координаты. Предполагая, что деформирование слоя будет симметричным от-

носительно серединной плоскости S , представим составляющие вектора перемещений 

и тензора напряжений таким образом [8, 9]. 


