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ТЕОРЕТИЧНІ ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ НА ВИТЯЖНОМУ РЕБРІ 

МАТРИЦІ ПРИ ВИТЯГУВАННІ ЦИЛІНДРИЧНИХ ДЕТАЛЕЙ 

 

Вступ. Процес виготовлення циліндричних деталей методом витягування досить 

добре вивчений як теоретично, так і експериментально, що підтверджується великою 

кількістю публікацій з даного питання [1-4]. Однак, з жорсткістю вимог до кінцевої 

продукції, великою конкуренцією на ринках збуту, укрупненням машинобудівних під-

приємств все більш гостро стоїть питання про прогнозування якості, механічних і фун-

кціональних характеристик готового виробу на етапі проектування технологічного 

процесу. Тому, питанням визначення напружено-деформованого стану при деформації 

заготовок, оцінки прийомів, що дозволяють управляти розподілом залишкових напру-

жень, геометрією деталі, формуванням необхідних функціональних характеристик в 

різних зонах готового виробу приділяється велика увага вітчизняних і зарубіжних дос-

лідників [5-7]. 

Постановка задачі. Вивчення розподілу напружень в операціях листового шта-

мпування останнім часом в основному ведеться чисельними методами шляхом моде-

лювання процесів за допомогою спеціальних програмних комплексів з візуалізацією 

результатів у вигляді діаграм, графіків і кольорових зображень. Це досить наочно і за-

безпечує дослідникам достовірні результати, тому що розрахунок ведеться з мінімаль-

ною кількістю припущень і наближень до реального процесу формозміни [8-10]. Але, 

для того щоб визначити вплив того чи іншого фактору процесу на напружено-

деформований стан, якість напівфабрикату, необхідно провести велику кількість чисе-

льних експериментів і обробити їх результати статистично для отримання, наприклад, 

регресійній моделі. Для цього потрібно певні навички у дослідника і час, який входить 

у час технічної підготовки виробництва. Виходом з такої ситуації є застосування до до-

сліджень прямих теоретичних методів, за допомогою яких отримують аналітичні рі-

шення. У них в явному вигляді проявляється вплив прийнятих в розрахунках факторів 

деформування на кінцевий стан виробу [1-3]. Це дає можливість, не вдаючись безпосе-

редньо до розрахунку визначити найбільш значимі з них, що значно скоротить час під-

готовки виробництва і дозволить впливати на показники відповідності готової деталі.  

Велику зацікавленість, з точки зору інтенсифікації процесу витягування циліндрич-

них деталей, представляє визначення конструктивних і технологічних параметрів, що 

впливають на розподіл небезпечних розтягуючих меридіональних напружень, які діють в 

осередку деформації. Максимальне меридіональне напруження є сумою складових, що 

описують його розподіл на плоскій ділянці фланця і радіусі заокруглення матриці, а також 

його збільшення від дії притиску і сил тертя [3]. Так, Є. А. Попов [3], представляє приріст 

напружень на тороподібній ділянці матриці від дії вигину і випрямлення, виходячи з при-

пущення про пластичний вигин смуги, аналогічні формули отримані в роботах Л. А. Шоф-

мана [2] і Ш. Гелеі [11]. В. І. Вершинін [12] виходить з моментної теорії оболонок і отри-

мує замкнуті рішення для ділянок вільного вигину при допущенні лінійності зміни згина-
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льного моменту в осередку деформації. У першому випадку авторами виведені прості  

залежності, які дають задовільну точність, але не відображають всіх закономірностей зміни 

меридіональних напружень в силу прийнятих припущень, у другому – складність і громіз-

дкість кінцевих формул ускладнює їх аналіз. 

Тому, метою даного дослідження було встановлення формальних взаємозв'язків 

між розподілом меридіональних напружень на витяжному ребрі матриці і основними 

факторами процесу витягування на підставі математичного апарату і припущень без-

моментної теорії оболонок, що дозволить уточнити наявні рішення і розширити уяв-

лення про закономірності формоутворення. 

Результати роботи. Раніше була вирішена задача розподілу меридіональних на-

пружень на тороподібній ділянці матриці, виходячи з припущень теорії оболонок обер-

тання [13, 14, 15]. Коли кут охоплення заготівлею округленої кромки матриці досягає 

значення 
2


   вираз для меридіональних напружень має максимальне значення 

 з

Д Д

ln m
s

m m

R r

R r R r
 

 
  

   

.  (1) 

де зR  – радіус заготовки; ДR  – радіус деталі, що витягується; mr  – радіус вхідної кро-

мки матриці. 

Як видно з виразу (1) величина меридіональних напружень буде залежати від ді-

аметрів заготовки, готової деталі і радіуса закруглення матриці. Зі зменшенням радіуса 

закруглення матриці і збільшенням відносини з

Д

R
k

R
  меридіональні напруження зрос-

тають, що узгоджується з положеннями вище згаданих дослідників. Але другий дода-

нок, який буде зменшувати величину напружень, що розтягують, збільшується зі збіль-

шенням радіуса деталі, тобто зі зменшенням коефіцієнта витягування k . Таким чином, 

було зроблено висновок, що зменшення ступеня деформації знижує рівень меридіона-

льних напружень не тільки за рахунок основного доданка з

Д

ln
R

R
, але також і за рахунок 

їх зниження на витяжному ребрі. 

Вираз (1) дає можливість визначити умови, при яких напруження, що розтягу-

ють дорівнюватимуть нулю на витяжному ребрі або перейдуть в стискаючі: 

з

Д Д

ln m

m m

R r

R r R r


 
. Вирішивши цю нерівність і використовуючи апроксимацію ло-

гарифмічної функції, було отримано 
з Д

2
m

R R
r


 . Для того, щоб напруження, що роз-

тягують, перейшли в стискаючі необхідно, щоб фланець заготовки був менше або дорі-

внював подвійному радіусу заокруглення матриці. Але такий висновок зроблено пос-

пішно, тому що виходячи з виразу (1), товщина заготовки не впливає на розподіл на-

пружень на витяжному ребрі матриці і воно не розкриває всіх складових процесу дефо-

рмування. Тому цю формулу необхідно було уточнити й розширити. 

Для уточнення залежності (1) будемо виходити з рівнянь рівноваги для тора 

[13, 15], але з урахуванням поверхневого навантаження 
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де 1N , 2N , T  – внутрішні меридіональні, тангенціальні і зсувні напруження; q  – кон-

тактний тиск. 

Враховуємо, що деформація осесиметрична, а це означає, що зникають члени 

системи (2), що містять  , а також зсувне зусилля T , і 
 

1
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a kR
R
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  , 

2R a , 
a

k
R

 , тоді матимемо: 
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.                            (3) 

Далі розрахунок ведемо відповідно до методики [16] з тією лише різницею, що 

тиск на заготовку при ковзанні її по кромці матриці докладено зсередини півтора. Вва-

жаємо, що constq  , виключимо з рівнянь (3) 1N , що дає диференціальне рівняння 

 2sin
cos

dR N
q a R

d





   . (4) 

Інтегруючи отримане рівняння від 0 до  , матимемо 

 
Д

2
2

mR r Rqa
N

R

 
   ,  (5) 

де ДR  – радіус деталі, що витягується; q  – товщина заготовки; mr  – радіус вхідної 

кромки матриці;  

Д sinR R a   ;     ma r . 

Підставляючи (4) в друге рівняння (3), отримаємо 

 1
2

qa
N  .  (6) 

При впливі на тор поверхневого навантаження з втратою стійкості у вигляді 

утворення випучин авторами [16] при  0k   було отримано вираз для q : 
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де   – коефіцієнт Пуассона; E  – модуль Юнга; n  – кількість виникаючих напівхвиль 

при втраті стійкості. 

Щодо наших умов витягування, його слід трохи змінити. Для подальшого розраху-

нку скористаємося циліндричною жорсткістю оболонки, відповідно січного модулю – 
3

cE

9

s
D D  , підбираємо значення п, при якому  2 1 1n   . Далі, так як сЕ i

i




 , 

то приймаємо срi  , а 
1

2
і   . Коефіцієнт витягування дорівнює 

0

D
т

D
 , звідси 

0

1 1
D

т
D

     , де D  і 0D  – діаметр деталі і діаметр заготовки відповідно. Тоді 

вираз (7) матиме вигляд 
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Підставляємо дане співвідношення в формули для внутрішніх зусиль (5), (6)  

і переходячи до напружень отримаємо 
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Вище була наведена формула для розрахунку величини компонент тензора на-

пружень на тороподібній ділянці матриці без урахування поверхневого навантаження 

(1) [13, 14, 15]. Скориставшись принципом накладення або суперпозиції [17, 18] і провівши 

нескладні перетворення, остаточно залежності для розрахунку меридіональних і тангенці-

альних напружень на радіусі заокруглення матриці при 90  матимуть вигляд 
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,  (11) 
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.  (12) 

На відміну від співвідношення (1) для обчислення меридіональних напружень на 

тороподібній ділянці матриці залежності (11) і (12) містять доданок, який пов'язує тов-

щину заготовки з величиною напружень, що виникають при витягуванні, яке більш то-

чно описує їх розподіл на витяжному ребрі матриці. 
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Цікавим є порівняння розрахункових даних по залежностям (1) і (11), а також із 

співвідношенням Є. А. Попова (13) (рис. 1) 

 Δ
2

s
m

s

r s
 


.  (13) 

 

1Δ  – приріст меридіональних напружень по залежності (13), МПа ( 1Δ s  );  

2Δ  – приріст меридіональних напружень по залежності (1), МПа( 2Δ s  ); 

3Δ  – приріст меридіональних напружень по залежності (11), МПа( 3Δ s  ) 

 

Рисунок 1 – Залежність додаткових меридіональних напружень від зміни радіуса 

заокруглення матриці:  

 

Висновки. Як видно з графіків, величина приросту напружень зі зменшенням 

радіуса закруглення матриці за уточненою залежністю в 2 рази більше при 2mr   мм і 

збігається з розрахунком Є. А. Попова при 10mr   мм, що говорить про достатню точ-

ності отриманої формули. Однак, вона більш громіздка, але повніше розкриває законо-

мірності зміни меридіональних напружень при витягуванні циліндричної деталі на ра-

діусі закруглення матриці. Вплив третього доданка позначається при зменшенні радіуса 

закруглення матриці до розмірів порівнянних з товщиною заготовки. При зменшенні 

товщини металу меридіональні напруження зменшуються, але при цьому вплив на ве-

личину напружень, що розтягують, надає відношення товщини заготовки до радіусу 

закруглення матриці. Звідси випливає, що можна підібрати таке співвідношення цих 

параметрів, що при збільшенні товщини заготовки, зростання меридіональних напру-

жень на тороподібній ділянці матриці буде мінімальним. Дана залежність підтверджує 

класичне положення про те, що з ростом радіуса закруглення величина напружень, що 

розтягують, зменшується. 
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