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РОЗРАХУНОК РЕЙКИ НА ЗГИН ТА КРУЧЕННЯ ЗА МЕТОДОМ  

ТОНКОСТІННИХ СТЕРЖНІВ ТА ЯК БАЛКИ НА ПРУЖНІЙ ОСНОВІ 
 
 

Рейка у поперечному перерізі – це складна фігура: під дією вертикальних і горизон-
тальних сил картина розподілу напружень у перерізі значно змінюється в результаті 
викривлення перерізу. Тому в даній статті буде розглянуто дві різні методики ро-
зрахунку рейки на вигин, а саме: метод тонкостінних стержнів із теорії опору ма-
теріалів і метод, який був запропонований професорами Єршковим О. П. та Ша-
хунянцем Г. М. В якості висновків – можна побачити розбіжність у результатах 
цих двох методів. 

 
Рельс в поперечном сечении представляет собой сложную фигуру: под действием 

вертикальных и горизонтальных сил картина распределения напряжений в сечении 
значительно изменяется в результате искривления сечения. Поэтому в данной ста-
тье будет рассмотрено два разных способа расчета рельса на изгиб, а именно: метод 
тонкостенных стержней из теории сопротивления материалов и метод, который 
был предложен профессорами Ершковым А. П. и Шахунянцем Г. М. В качестве выво-
дов – можно увидеть расхождение в результатах этих двух методов. 

 
Rail in cross-section is a complex figure, under the vertical and horizontal forces picture 

of the stress distribution in the cross section varies significantly as a result of section strain . 
Therefore, in this article will be considered two different methods of calculating the rails on a 
bend, namely the method of thin rods with the theory of strength of materials and the method 
which was proposed by Prof. Yershkov O.P. and Shahunyants G.M. As a conclusion – you 
can see the difference in the results of these two methods. 

 
Ключові слова: метод тонкостінних стержнів, балка на пружній основі, згин та кручен-

ня рейки, стиснене кручення, сегментна площа, жорстке защемлення, реактивний опір. 
 
Визначення напружень у брусі з некруглим поперечним перерізом – це досить складна 

задача, перерізи бруса помітно скривлюються, в результаті чого суттєво змінюється кар-
тина розподілу напружень по перерізу. Розрахувати вигин рейки та кручення можна з 
теорії опору матеріалів методом тонкостінних стержнів [1].  

Тонкі профілі поділяються на замкнуті і відкриті, якщо розглядати рейку під колісним 
навантаженням, то в нашому випадку це буде відкритий профіль, на який  
діє стиснене кручення. Під стисненням розуміється таке кручення, при якому обмежена 
депланація перерізу. Наприклад, для затисненого одним кінцем тонкостінного стержня 
(рис. 1) переміщення ω  для всіх точок перерізу в жорсткому защемленні рівні нулю. По 
мірі віддалення від цього перерізу депланація і питомий кут закручування збільшуються. 

Нормальні напруження в перерізі утворюють самозрівноважену систему сил. Згиналь-
ні моменти відносно осей х  і у  і нормальна сила рівні нулю, тобто: 
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F

ydF 0σ ,    =
F

хdF 0σ ,   =
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або:   =
F

ydF 0ω ,                 =
F

хdF 0ω                     =
F

dF 0ω                                   (2) 

Сегментна площа ω  визначена тут віднос-
но центра кручення. Отже, з двох перших ви-
разів випливає, що при стисненому крученні 
центр кручення співпадає з центром згину. 

При побудові епюри ω  початок відліку ду-
ги s  потрібно  вибирати так, щоб дотримува-
лася попередня умова. Для симетричного 
профілю очевидно, що початкова точка має 
бути на вісі симетрії.                                                                           Рис. 1 

У загальному випадку потрібно побудувати епюру 0ω  при довільному початку. 

Тоді: С+= 0ωω  Далі, згідно з вимогами: 00 =+=  CFdFdF
F F

ωω . Звідки визначається 

постійна інтегрування:   

F

dF

C F


−=
0ω

                                                  
(3) 

Цю величину потрібно додати до значень 0ω  в усіх точках контуру. Тоді отримана 

епюра буде задовольняти вимогам.  
Епюра ω , побудована при центрі згину як при полюсі і задовольняюча вимогам са-

мозрівноваженої системи, має назву епюри головної сегментної площі. 
Дотичні напруження утворюють у перерізі результативний крутний момент, який 

можна розглядати як суму двох моментів:   21 МММк +=                                             (4) 
Перше з доданків – рівнодіючий момент основних дотичних напружень τ  (рис 2). Ве-

личина цих напружень і закон їх розподілу по пере-
різу відомі нам: θкGJМ =1 , де кJ  – геометрична 
характеристика перерізу, а сааме: момент інерції на 
кручення;   

)1(2 μ+
= E

G
 

–  модуль зсуву;
 

кркр СIG =⋅
 

 – 

жорсткість балки при скручуванні. 
                        Рис. 2  
Другий доданок – момент другорядних дотичних напружень 2τ  (рис 2): 

ωδτδτ drdsМ
Fs
 == 222  або: ωωθ

ddF
dz

d
EM

FF
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∗
2

2

2  (5) 

Інтегруючи по частинах, отримуємо: dFdFddF
F

s
s

FF
 −=
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1
ωωωωω   (6) 

Але для точок контуру 1 і 2 ( рис. 2)    = 0dFω . Отже: 
2

2

2
dz

d
EJM

θ
ω−=      (7) 

Вираз (4) приводиться до вигляду: 

2

2

dz

d
EJGJM кк

θθ ω−=
  .                              (8)
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Позначаючи: 2α
ω

=
EJ

GJ к , отримаємо в кінцевому вигляді диференційне рівняння стис-

неного кручення:    

  
к

к

GJ

M

dz

d 22
2

2

αθαθ −=− ,                                (9)  

де 
dx

dϕθ =  – відносний кут закручування;  кМ  розглядається як відома функція z.  

Розв’язуючи рівняння, знаходимо: ∗++= θααθ zchCzshС 21 ,   де ∗θ  – дане рішення 
рівняння. 

Повернемося до випадку затисненого одним кінцем стержня (рис.1). 
Тут: constММ Зк == , де ЗМ – момент зовнішніх сил. Тоді:  

 
. 

 

Приватне рішення цього рівняння буде:   
к

З

GJ

М
=∗θ  .                    

Постійні інтегрування С1 і С2 визначаються з таких граничних вимог. При 0=z   

осьове переміщення 0=ω . Отже, при 0=z  кут 0=θ . Тоді: 02 =+
к

З

GJ

М
C . 

При lz =  напруження 0=σ , або  0=
dz

dθ
 і: 021 =+ lshClchC αααα .      

В підсумку отримуємо: 

к

З

GJ

М
C −=2 ,           ,1 lth

GJ

М
С

к

З ⋅= α  

[ ].1 zchzshlth
GJ

М

к

З αααθ ⋅−⋅⋅+=
                                                                              (10)

 

Найбільше кутове переміщення при lz = : 





 ⋅−

⋅
=⋅=  lth

lGJ

lМ
dz

к

З α
α

θϕ 1
1

1

0

max                                (11) 

в той час, коли при чистому  крученні та сама величина: 

.
к

З

GJ

lМ ⋅
=ϕ                                                        (12) 

Найбільші нормальні напруження виникають в защемленні: 

.0 lth
GJ

EМ

dz

d
E

к

З
z αωαθωσ ⋅⋅−=−= =

                                 
(13) 

Складові моменти 1M  і 2M  в довільному перерізі будуть: 

),1(1 zchzshlthМGJM Зк αααθ ⋅−⋅⋅⋅+==                              (14) 

).(
2

2

2 azchzshlthМ
dz

d
EJM З ⋅−⋅⋅⋅−=−= ααθ

ω
                 (15) 

Розглянемо розрахунок рейки на вигин і кручення іншим  методом, а сааме:  методом профе-
сорів Єршкова О. П. та Шахунянца Г. М. [2] 
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Подивимось на рейку під впливом горизонтальної поперечної сили Н, діючої водночас із по-
зацентровим прикладенням вертикального навантаження Р, яка лежить на пружній основі 
(рис. 3). На рисунку позначено: ен – ексцентриситет прикладення сили Н відносно центру кру-
чення рейки; ер– ексцентриситет прикладення вертикальної сили Р відносно вертикальної осі си-
метрії рейки. Осі в даному випадку прийняті: z – в вертикальному напрямку, y – в горизонталь-
ному, x – в поздовжньому напрямку. 

Від одиночного колісного навантаження, що утворюють 
сили Н та Р, в перетині під вантажем буде діяти крутячий мо-
мент М, що визначається за формулою:    

M H e P eн p0 = ⋅ − ⋅
.
                           (16) 

Цей момент створює кручення рейки, вертикальна сила Р 
створює вигин у вертикальній площині, сила Н – вигин в го-
ризонтальній площині. 

                          Рис. 3                 Задача про вертикальний вигин рейки розглядається в теоремі 
практичних інженерних розрахунків колії на міцність. Тому не будемо брати до уваги вертикаль-
ний вигин і розглянемо в даній роботі вигин рейки у поперечній площині і дію крутного моменту. 
Диференційне рівняння поперечного згину рейки в горизонтальній площині можна записати у 
вигляді, аналогічному вертикальному згину (рейка розглядається як балка на пружній основі). 

.
1

2

2

dx

yd

EI

M

у

гор
згин‹ −==

ρ
 

Звідси згинаючий момент від дії бокової сили Н визначиться з рівняння:  

.
2

2

dx

yd
EIM у

гор
згин −=

                                                     
(17) 

Значення реактивного опору рейки по підошві в поперечному напрямку при дії лише горизон-

тальної сили буде: ( )q U y hy y n= − ϕ ,  

де Uy – модуль пружності в горизонтальній площині для рейкової нитки не завантаженою вер-
тикальною силою: y – бокове зміщення центра кручення рейки; ϕ – кут закручування; пh  - 

відстань від підошви до центра кручення.  
А з урахуванням впливу вертикальної сили і тертя, при якому вертикальний опір основи 

q U Zz z= ⋅  буде перешкоджати переміщенню рейки по підошві, значення реактивного опору 
рейки в поперечному напрямку треба знаходити з уточненої формули проф. О. П. Єршкова 

( )q U y h U Z fy y n z= − ± ⋅ ⋅ϕ ,  
де  Z – прогин рейки під дією вертикальної сили; f – коефіцієнт тертя ковзання. Для подаль-

ших розрахунків зручно в правій частині виразу для реактивного опору qу згрупувати окремо 
складові, стосовно до протидії горизонтальної сили, і окремо, стосовно протидії крутячого мо-
менту, тобто:  

.ϕ⋅⋅−







±= nyzyy hU

y

Z
fUUyq  

Якщо позначити:  U U fU
Z

yy y z0 = ± , то можна записати вираз для реактивного опору в ін-

шому виглядіq U y U hy y y n= ⋅ − ⋅ ⋅0 ϕ
. 

Тут Uy0  – модуль пружності рейкової нитки в горизонтальній площині з урахуванням дії вер-

тикального навантаження. 
Використовуючи раніше прийняте в практичних розрахунках колії на міцність 

співвідношення між рівномірно розподіленим вертикальним навантаженням, прикладе-
ним до балки на пружній основі, і осадкою, яка нею викликається, і розглядаючи рейку 
при згині в горизонтальній площині, як таку ж балку на пружній основі, для нашого 
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випадку можемо записати: q EI
d y

dxy y= −
4

4 . Тепер, прирівнявши попередні рівняння, отри-

маємо в остаточному вигляді диференційне рівняння бокового згину від дії бокової сили Н з 
урахуванням впливу вертикального навантаження Р: 

.004

4

=⋅⋅−⋅+ ϕnyyy hUyU
dx

yd
EI

                                               
(18) 

За дослідженнями проф. О. П. Єршкова [3] з достатньою для практичних розрахунків точ-
ністю можна брати значення Uy0  рівним: 

.
9,01

0

H

P
f

U
U y

y

−
=

 

Диференційне рівняння (1) має два невідомих у і φ і його недостатньо для їх визначення. Тому 
розглянемо інші види деформації рейки при прикладених сумісно силах Р і Н. Від означеного 
спільного впливу на рейку вертикальної і бокової сил, окрім розглянутих, згину в вертикальній і 
горизонтальній площинах, створюється стисле або згиннальне кручення рейки. При цьому харак-
тер деформації поперечних перетинів відрізняється від чистого кручення. При чистому крученні 
поперечний перетин під вантажем залишається плоским. Призначимо початок координат у точці 
0 (в центрі кручення рейки), ось Х направимо (як і раніше при практичних розрахунках колії на 
міцність) вздовж рейки, ось z – вниз, ось y – ліворуч (рис. 3, а). Позначимо крутячий момент у 
будь-якому перетині через M M Mk = +1 2                                                                                           (19) 

Частина його М1 – викликає чисте кручення, а інша М2 – викликає згин головки й підошви 
відносно шийки..З теорії кручення відомо, що:  

.1 dx

d
CM

ϕ⋅−=
                                                            (20)

 

де ϕ - поточний кут закручування; C - жорсткість рейки при крученні. Момент М2 може бути 
виражений у вигляді моменту пари сил (рис. 3, б): M Qh2 = , де Q – поперечна сила, що виникає 
внаслідок згину головки і підошви рейки відносно шийки; h – відстань між центрами тяжіння 
поперечних перетинів головки і підошви. Поперечна сила Q визначається з виразу: 

Q EI
d y

dxГ
Г=

3

3
 або Q EI

d y

dxП
П=

3

3
 .                                      (21) 

З урахуванням того, що величину горизонтального переміщення центрів тяжіння головки і 
підошви можна виразити через кут закручування: 

y hГ = ⋅1 ϕ      y hП = ⋅2 ϕ . 

Далі для поперечної сили переписують у іншому вигляді:  

.23

3

3

3

1 h
dx

d
EI

dx

d
hEIQ пд ⋅=⋅⋅= ϕϕ  

Після цього підставляючи значення поперечної сили  у вираз для М2, отримують вираз для 
моменту, що викликає згин головки і підошви відносно шийки у вигляді : 

.
3

3
2

2
dx

d

II

II
EhhQM

пд

пд ϕ⋅
+
⋅

=⋅=
                                           (22) 

Позначивши далі як жорсткість при згинальному крученні рейки вираз:  ,
пд

пд

II

II
ED

+
⋅

=  от-

римують остаточний вигляд диференційного рівняння кручення рейки: 

 M C
d

dx
Dh

d

dxk = − + ⋅
ϕ ϕ2

3

3
.                                               (23) 

Однак у цьому рівнянні не враховано, що рейка по всій довжині зв’язана з суцільною пруж-
ною основою, і при крученні в цій основі буде виникати розподілений по довжині реактивний 
момент опору крученню рейки.  

Позначимо одиничний реактивний момент, діючий на одиницю довжини балки від одинично-
го кута закручування ϕ = 1 через Uϕ , тоді значення розподіленого реактивного моменту бу-
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де: m U= ⋅ϕ ϕ . На частині балки, де немає впливу зосереджених сил і крутячих моментів, при-

ріст сумарного крутячого моменту Мk буде складатися як результат дії сил реактивного опору по 

підошві рейки і розподіленого реактивного моменту: 
dM

dx
q h mk

y п= ⋅ − .  

Або      ( ) .2
0 ϕϕ ⋅+−⋅⋅= •y•y

k hUUyhU
dx

dM
 

Після взяття похідної по Х від моменту Мk, отримано в остаточному вигляді диференційне 
рівняння кручення рейки з урахуванням сил реактивного опору: 

( ) .00
2

2

2

4

4
2 =⋅⋅−⋅++− yhUhUU

dx

d
C

dx

d
Dh •y•y ϕϕϕ

ϕ
                 (24)

 

Результат системи двох рівнянь, що у повному вигляді описують деформацію бокового згину 
і кручення рейки під впливом бокової сили Н з урахуванням одночасної дії вертикального наван-
таження Рt., наведено в [4]. При цьому робота рейки в горизонтальній площині розглядається як 
балка на пружній основі, і в розрахунку враховані: реактивний опір рейки при крученні, реактний 
опір при боковому згині і сили тертя по підошві рейки.             
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Із спільного рішення системи рівнянь, що виконується звичайними методами,  згідно з мето-
дикою [4] визначаються обидва невідомих ϕ і y . Залежність кута закручування рейки від діючо-

го крутячого момент визначається за формулою: 
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де 1λ , 2λ  – постійні інтегрування; .
2

4
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Модуль пружності рейки ϕU  з урахуванням сил тертя (при одночасній дії Н і Р) і 

жорсткість рейки при кручені ϕС  (при саме таких умовах) згідно з методикою, викладеної в [4] 

визначається за  формулами: )(2 2121
2 rrrrhDС +⋅⋅⋅⋅=ϕ , 
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ϕ , де l – довжина напівхвилі деформації стиснутого кручення 

рейки. Після інтегрувань і визначення невідомих у і ϕ  можна визначити значення КМ і 
гор
згинМ . 

При практичних розрахунках за методикою 1 (для стисненого кручення тонкостінних 
стержнів) і за методикою 2 (для рейки на пружній основі) порівняння результатів рішення 
за формулами (11, 14, 15) і (25, 26) дає розбіжність у межах  10 %. 
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