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ВИЗНАЧЕННЯ КОНТАКТНИХ НАПРУЖЕНЬ  

У РЕЙКАХ ЗАЛІЗНИЧНОЇ КОЛІЇ ЗА ДОПОМОГОЮ 

МЕТОДУ СКІНЧЕННИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
 

 

Розглянуто аналітичний та чисельний методи визначення контактних 

напружень в рейках залізничної колії. Представлено результати розрахунку 

контакту рейки залізничної колії та колеса рухомого складу за допомогою 

методу скінченних елементів в пружно-пластичній постановці. Показано, що 

контактні напруження в результаті взаємодії перевищують границю текучо-

сті, що свідчить про доцільність використання чисельних методів розрахун-

ку, які дозволяють враховувати фізично нелінійну поведінку матеріалу.  

 

Рассмотрены аналитический и численный методы определения кон-

тактных напряжений в рельсах железнодорожного пути. Представлены 

результаты расчета контакта рельса железнодорожного пути и колеса 

подвижного состава с помощью метода конечных элементов в упруго-

пластической постановке. Показано, что контактные напряжения в ре-

зультате взаимодействия превышают предел текучести, что свидетель-

ствует о целесообразности использования численных методов расчета, ко-

торые позволяют учитывать физически нелинейное поведение материала. 

 

Analytical and numerical methods for determining the contact stresses in railway 

rails are considered. The results of the calculation of contact between railway rails 

and wheels using finite element method in elastic-plastic formulation are presented. 

It is shown that the contact pressure resulting from the interaction exceed the yield 

stress, which indicates about the feasibility of using numerical methods for the cal-

culation that takes into account physically nonlinear material behavior. 

 

Ключові слова: рейка, колесо, контактна взаємодія, пружно-пластичні дефо-

рмації, метод скінченних елементів. 

 

Визначення напружено-деформованого стану контактних поверхонь являє 

собою досить складну задачу. При взаємодії колеса з рейкою залізничної колії, 

на умови контакту впливає багато випадкових факторів, що змінюються з пли-

ном часу. Тому при розв’язанні таких задач використовують досить значні 

спрощення, зокрема при визначенні контактних напружень аналітичними мето-

дами використовують залежності, що вперше були отримані Герцем. 
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У разі контакту колеса з рейкою у центральній частині поверхні кочення рей-

ки, розрахункова схема взаємодії являє собою контакт двох циліндрів, осі яких 

взаємоперпендикулярні.  

Для умови контакту двох тіл циліндричної форми максимальні напруження 

на поверхні визначаються за формулою [1]: 
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де a  і b  – півосі контактної площадки. 

В загальному випадку площадка контакту являє собою еліпс (рис. 1), розміри 

півосей визначаються таким чином: 

 
Рис. 1. Схема розподілу нормального тиску по площадці контакту 

 

3

2211

2

1111

)1(3
























rrrr
E

P
a




 

(2) 

3

2211

2

1111

)1(3
























rrrr
E

P
b




 

(3) 

де 1r  та 


1r  – радіуси кривини в точці дотику першого тіла; 2r  та 


2r  – радіуси 

кривини в точці дотику другого тіла; E  – модуль Юнга;   – коефіцієнт Пуас-

сона;   і   – табличні значення. 

Поряд із тим, що теорія Герца дає досить точні результати та досить проста у 

використанні, вона побудована на таких передумовах: 

1) контактуючі тіла ідеально пружні, однорідні та ізотропні; 

2) стискаюча сила нормальна до площадки контакту; 

3) в межах контактної площадки діє тільки нормальний тиск; силами тертя 

нехтують; 

4) розміри контактних площадок невеликі у порівнянні з розмірами повер-

хонь дотичних тіл і радіусами їх кривини; 

5) в зоні контакту мають місце тільки пружні деформації, а матеріал тіл задо-

вольняє закону Гука.  
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Оскільки в реальності не всі передумови виконуються, професором Г.М. Ша-

хунянцем [2] було запропоновано коригування формули Герца–Біляєва у вигляді:  
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де   і fk  – поправочні коефіцієнти, що враховують вплив дотичних сил та 

різницю між фактичною площею контакту і розрахунковою, що пов’язана із 

зносом коліс. 

Професором В.Ф. Яковлевим було запропоновано таке: якщо не виконуються 

передумови теорії Герца–Біляєва, то розрахунок контактних напружень викону-

вати у такому вигляді [3]: 

ГМrbrушк   , (5) 

де    – дійсні контактні напруження; 

к  – коефіцієнт, що враховує вплив краю; 

ш  – коефіцієнт, що враховує вплив ширини головки рейки; 

у  – коефіцієнт, що враховує вплив кута нахилу бокових граней рейки; 

r – коефіцієнт, що враховує вплив близькості за величиною радіусів кон-

тактуючих тіл; 

rb  – коефіцієнт, що враховує вплив близькості за величиною радіуса по-

верхні контакту та розмірів контактної площадки; 

М  – коефіцієнт, що враховує вплив мікронерівностей; 

Г  – контактні напруження, розраховані за теорією Герца–Біляєва. 

І хоча існує багато альтернативних аналітичних підходів до розв’язання зада-

чі взаємодії колеса з рейкою, все ж описати поведінку матеріалу за умови наяв-

ності в ньому пластичних деформацій таким способом на даний час неможливо. 

Сучасний підхід до розв’язання задач з визначення напружено-дефор-

мованого стану конструкцій складної форми базується на використанні чисель-

них методів механіки деформівного твердого тіла. 

Зокрема, останнім часом найбільшого поширення cеред чисельних методів 

отримав метод скінченних елементів [4-10]. 

Метод скінченних елементів (МСЕ) являє собою чисельний метод 

розв’язання крайових задач математичної фізики [11].  

Основна ідея МСЕ полягає в тому, що будь-яку безперервну величину (пере-

міщення, тиск, температуру) можна апроксимувати дискретною функцією декі-

лькох змінних (дискретною моделлю), що будується на множині кусково-

неперервних функцій, визначених на скінченному числі підобластей. Кусково-

неперервні функції визначаються за допомогою значень безперервної величини 

в кінцевій кількості точок розглядаємої області. 

За допомогою програмного пакета, що засновано на МСЕ було розв’язано за-

дачу контактної взаємодії рейки UIC60 відповідно до [12] та колеса із діаметром 

за кругом кочення 957 мм і конусністю поверхні кочення 1:10, відповідно до [13]. 

Задача розв’язувалася в об’ємній пружно-пластичній постановці. 

Механічні властивості матеріалу рейки відповідали таким значенням: 

- модуль пружності 
5101.2 E  Н/мм

2
; 
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- коефіцієнт Пуассона 3.0 ; 

- межа текучості 480T МПа; 

- межа міцності 936max  МПа; 

У результаті розрахунків було отримано всі компоненти тензорів напружень, 

повних і пластичних деформацій, а також переміщень у кожній точці розрахун-

кового перерізу рейки залежно від положення коліс візка рухомого складу щодо  

вказаного перерізу. За відомими компонентами напружень і деформацій розра-

ховували також еквівалентні напруження і деформації  
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головні напруження і деформації, максимальні дотичні напруження та максима-

льні деформації зсуву.  

На рис. 2–5 наведено основні результати розв’язання контактної задачі. Так 

форма контакту еліпсоїдальна з півосями 5.72 і 8.33 мм.  

Така форма контакту пов’язана з тим, що радіус кривини в центральній ча-

стині головки у рейки UIC 60 складає 300 мм, а радіус кривини колеса 480 мм. 

Максимальний тиск на поверхні контакту складає 1100 МПа. 

Максимальні еквівалентні напруження  

)(6)()()(
2

2 222222
xzyzxzzyyxeqv

xy
   (рис. 3), що 

складають 600 МПа, перевищують границю текучості рейкової сталі ( 480T

 МПа). Точка, в якій реалізуються максимальні еквівалентні напруження розта-

шована на глибині 3,2 мм під поверхнею рейки.  

 

 

 
 

Рис. 2. Розподіл тиску P  на поверхні рейки 
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Рис. 3. Розподіл еквівалентних напружень  

за поперечним перерізом рейки 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4. Розподіл нормальних напружень y  

за поперечним перерізом рейки 

 

 
Рис. 5. Розподіл еквівалентних пластичних деформацій eqv   

за поперечним перерізом рейки 
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Порівнюючи результати контактних напружень розрахованих за допомогою 

аналітичних залежностей ( 1170max  МПа) та за допомогою методу скінчен-

них елементів ( 1040max  МПа) видно, що аналітичні залежності дають вищі 

значення напружень, що пов’язане із тим, що в чисельних розрахунках врахову-

валась пластична деформація матеріалу. 

Отримані результати розрахунку свілчать, що процес взаємодії рейок заліз-

ничної колії з колесами рухомого складу слід розглядати в умовах пружно-

пластичного деформування, оскільки напруження, що виникають під час конта-

кту, перевищують границю текучості. Представлені результати можуть бути в 

подальшому використані при прогнозуванні довговічності як рейок залізничної 

колії, так і коліс рухомого складу. Представлену модель можна ускладнювати, 

враховуючи в розрахунках залишкові напруження в рейках, зміцнення поверх-

невого шару, наявність початкових дефектів в результаті недосконалості проце-

су виготовлення та інш. Такий підхід дозволить встановити вплив кожного фак-

тора на загальну довговічність рейок залізничної колії.  
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