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ЗАСТОСУВАННЯ МАТЕМАТИЧНОГО АПАРАТУ ТЕОРІЇ  

МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ  

НАСЛІДКІВ ТРАНСПОРТНИХ ПОДІЙ 
 

У статті розглянуто теоретичний підхід щодо розробки математичної 

моделі ситуацій, коли транспортна подія з небезпечними вантажами вже від-

булась і необхідно ліквідувати її наслідки. Наведено розрахунки, що підтвер-

джують успішність проведення аварійно-відновлювальних робіт при зосере-

дженні відбудовних підрозділів за декількома різними варіантами. Описані 

практичні аспекти застосування математичних моделей процесів залізничних 

перевезень небезпечних вантажів та ліквідації наслідків транспортних подій. 

Ключові слова: небезпечний вантаж, наслідки надзвичайної ситуації, сис-

тема масового обслуговування, відбудовний підрозділ, залізничний транспорт, 

ризик, математична модель 

В статье рассмотрен теоретический подход к разработке математиче-

ской модели ситуаций, когда транспортное событие с опасными грузами 

уже произошло и необходимо ликвидировать его последствия. Приведены 

расчеты, которые подтверждают успешность проведения аварийно-

восстановительных работ при сосредоточении восстановительных подраз-

делений по нескольким разным вариантам. Описаны практические аспекты 

применения математических моделей процессов железнодорожных перево-

зок опасных грузов и ликвидации последствий транспортных событий. 

Ключевые слова: опасный груз, последствия чрезвычайной ситуации, систе-

ма массового обслуживания, восстановительное подразделение, железнодо-

рожный транспорт, риск, математическая модель. 
 

Вступ. Залізничним транспортом перевозиться значна кількість вантажів з рі-

зними пожежовибухонебезпечними властивостями, які при аваріях негативно 

впливають на навколишнє середовище. Тому зрозуміло, що на всіх рівнях орга-

нізації перевезень небезпечних вантажів повинна приділятися належна увага 

заходам, спрямованим на охорону навколишнього середовища, раціональне ви-

користання природних ресурсів, забезпечення безпеки життєдіяльності людини. 

Реалізація відповідних заходів має забезпечувати рівновагу, сталість і гнучкість 

природних систем, порушення яких може призвести до важких негативних нас-

лідків і екологічних катастроф.  

У разі виникнення надзвичайної ситуації реалізуються такі основні заходи [1]. 

 організація захисту персоналу; 
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 переміщення оперативної групи, спеціальних сил і засобів у режимі вини-

кнення надзвичайної ситуації; 

 організація роботи, що пов’язана з локалізацією або ліквідацією надзви-

чайної ситуації із залученням відповідних сил і засобів; 

 визначення межі території, на якій виникла надзвичайна ситуація; 

 організація робіт, спрямованих на забезпечення сталого функціонування 

об’єктів транспортного комплексу, життєзабезпечення населення, постраждало-

го внаслідок події (надзвичайної ситуації); 

 організація роботи, що пов’язана з виконанням завдань транспортного за-

безпечення, а також перевезення спеціальних вантажів, сил і засобів, задіяних 

для локалізації надзвичайної ситуації та її наслідків; 

 здійснення постійного контролю за станом відбудовних (відновлюваль-

них) робіт на об’єктах транспортного комплексу, що зазнали впливу від наслід-

ків надзвичайної ситуації, виконання завдання транспортного забезпечення; 

 інформування вищих органів управління щодо рівня надзвичайної ситуації 

та вжитих заходів, пов’язаних з реагуванням на цю ситуацію. 

На місці проведення робіт з ліквідації наслідків транспортних подій прийма-

ється рішення щодо тактики ведення аварійно-відбудовних робіт, гасіння поже-

жі, локалізації забруднення, нейтралізації та дегазації небезпечних вантажів і 

рухомого складу, техніки та місцевості, проведення заходів медичного захисту 

та забезпечення санітарного та епідеміологічного благополуччя, якомога скорі-

шого відкриття руху, максимального збереження рухомого складу тощо, яке 

оформляється у вигляді оперативного плану відбудовних робіт [1]. 

При цьому здійснюються постійний моніторинг ситуації на місці скоєння небез-

печної ситуації на підставі чого уточнюється оперативний план проведення робіт. 

Для керування безпекою функціонування залізничного транспорту необхідні 

оцінки і прогнози ризику транспортних подій. Нині застосовуються декілька ме-

тодів прогнозування ризиків, пов’язаних з надзвичайними подіями природного 

та техногенного характеру. 

За призначенням такі методи поділяються на методи прогнозування виникнення 

надзвичайних подій та методи прогнозування наслідків таких подій [3 − 7]. 

Розробка математичної моделі. Надійне та швидке прогнозування наслідків 

надзвичайної ситуації можливе лише на основі математичних моделей, що опи-

сують можливі наслідки розвитку ситуації, зокрема фізичних і техногенних про-

цесів, що її супроводжують.  

Розглянемо систему «відбудовні підрозділі – аварійний рухомий склад і 

об’єкти залізничного транспорту» як замкнену стохастичну мережу – сукупність 

взаємопов’язаних систем масового обслуговування. 

Вигляд мережі залежить від визначеної оперативним планом відбудовних 

робіт черговості ліквідації наслідків аварійної ситуації – зосередження на них 

відповідних сил і засобів та проведення визначених робіт. 

Загальний вигляд такої замкненої стохастичної мережі подано на рис. 1. 

Кількість відбудовних підрозділів n , які необхідні для проведення відбудовних 

робіт на усіх аварійних об’єктах і рухомому складі залізниці визначаються від-

повідними розрахунками [7]. 
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Рис. 1. Замкнена стохастична мережна система «відбудовні підрозділи – 

аварійний рухомий склад і об’єкти залізничного транспорту»  

(загальний вигляд) 

При цьому  





k

i

inn
1

,      (1) 

де k  – кількість аварійних об’єктів і рухомого складу; 

in  – кількість відбудовних підрозділів, необхідних для ліквідації наслідків 

аварій на і-му об’єкті (рухомому складі). 

СМО-0 являє собою модель сил і засобів для проведення аварійно-

відбудовних робіт, які знаходяться у підпорядкуванні оперативного штабу з лік-

відації транспортної події. 

Системи масового обслуговування СМО-1,…, СМО- k  моделюють собою 

аварійні об’єкти і рухомий склад. Зважаючи на те, що кількість відбудовних під-

розділів, які прямують до місця транспортної події, обмежена, замкнена мережа 

завжди має стаціонарний режим [8]. 

Розрахунок характеристик замкненої стохастичної мережі проводиться у 

припущені того, що тривалість обслуговування заявок у системі масового обслу-

говування, які входять до мережі, є випадковими величинами, які розподілені за 

експоненційним законом. Важливим обґрунтуванням схеми дослідження даної 

мережі є й те, що вона може розглядатися як сукупність незалежних систем ма-

сового обслуговування з простішими вхідними потоками [8]. 

Мережа характеризується такими параметрами [9]: 

  кількістю  1k  систем масового обслуговування, які входять до мережі; 

  кількістю обслуговуючих прикладів для кожної системи масового обслуго-

вування ( кnn ,...,0 ); 

  матрицею перехідних ймовірностей ijPP  , де 
ijP  – ймовірність того, що 

заявка після проходження i -ї системи масового обслуговування надійде на вхід 

j -ї СМО; 

  кількістю n  заявок, які циркулюють у замкненій мережі; 

  інтенсивністю 
j  потоку заявок на вході j -ї системи масового обслуговування. 

Наведемо послідовність розрахунку числових параметрів стохастичної мере-

жі, що розглядається [9, 10]. 

1. Визначення матриці перехідних ймовірностей – квадратна, розміром 

   11  kk . Індекс 0 у перехідних ймовірностях належить до джерела заявок 

СМО-0 (сили і засоби, що підпорядковані оперативному штабу): 
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При цьому 
jP0
 – це ймовірність того, що заявка від СМО-0 надходить на вхід 

j -ї системи масового обслуговування, а індекс 
0jP  – ймовірність того, що заявка 

після проходження j -ї системи масового обслуговування прямує до СМО-0. 

Очевидно, що в матриці P  сума елементів кожного з рядків дорівняє 1. 

2. Визначення коефіцієнтів передавання 
0


j

j

x
 , .,...,2,1 nj   

Зважаючи на умову, що у сталому режимі функціонування мережі інтенсив-

ність потоку заявок на вході та виході будь-якої СМО однокова, тобто: 
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jijj xP
0

 , kj ,0 ,     (3) 

 

Можна записати систему однорідних лінійних рівнянь відносно k ,...,0 , яка 

буде мати вигляд:  
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Для знаходження 
jd  потрібно розв’язати щодо 

j  систему лінійних рівнянь 

(4), для чого усі елементи системи (4) поділити на 0  

 

 

 

 

















01...

.................................................

0...1

0...1

110

111101

011000

kkkkk

kk

kk

PPP

PPP

PPP







,    (5) 

 

3. Розрахунок ймовірностей станів мережі 

Стан мережі визначається кількістю заявок у кожній системі масового обслу-

говування мережі. Позначимо кількість заявок у j -й СМО, kj ,1  через 
jn . 

Сукупність значень  knn ,...,0  визначає стан мережі. З урахуванням (1) пара-

метр, що визначається, має вираз [9, 10]. 
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У чисельнику (6) – добуток ймовірностей станів системи масового обслуго-

вування, які входять до мережі, а 
)( j

n j
P  – ймовірність стану для кожної j -ї СМО. 

У знаменнику (5) сумуються всі стани, якщо 



k

i

i nn
0

 (множина таких станів 

позначається )( knA ). 

Знаменник у (6) – це нормуючий множник, який вводиться для того, щоб су-

ма ймовірностей усіх можливих станів мережі дорівнювала 1. 

Розглянемо детальніше функціонування СМО замкненої стохастичної мережі. 

СМО-0 являє собою n -канальну систему масового обслуговування, граф 

станів якої наведений на рис. 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Граф станів n - канальної СМО-0 

 

Функціонування такої СМО детально розглянутий у [8 − 13]. 

Фінальні ймовірності станів такої СМО виражаються формулами: 
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Потік відбудовних підрозділів приймається простішим [8 − 13]: 

 cpT


1
 ,      (8) 

При цьому інтервал часу між подіями у цьому потоці розподілений за показ-

никовим законом з параметром  :  

  )0....(, tetf t  ,    (9) 

Інтервал часу вT  визначається співвідношенням: 

прспсрT   ,     (10) 

де сп  – термін часу сповіщення про надзвичайну ситуацію; 
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пр  – термін часу на оцінювання обстановки на місці транспортної події та 

прийняття рішення на відправлення відбудовних підрозділів. 

Термін часу на збір персоналу відбудовного підрозділу, виконання заходів 

щодо відправлення відбудовного підрозділу до місця транспортної події визна-

чається відповідним регламентом. Швидкість руху відбудовних підрозділів по-

винна відповідати встановленій із дотриманням діючих обмежень за станом ко-

лії та рухомого складу підрозділу [1]. 

Тобто, термін часу ппT , необхідний для відправлення і просування відбудов-

них підрозділів визначається співвідношенням  

пзвппT   ,      (11) 

де зв  – термін часу, необхідний для відправлення відбудовного підрозділу; 

п  – термін часу, необхідний для прибуття відбудовного підрозділу на мі-

сце транспортної події. 

Інтенсивність відправлення та прямування відбудовного підрозділу з місця 

постійної дислокації буде: 

 ппTM

1
0  .      (12) 

ппT  є випадковою величиною, розподіленою за показниковим законом з пара-

метром 0 . 

Після прибуття на місце транспортної події, відбудовні підрозділи здійсню-

ють розгортання відбудовної техніки і механізмів перед їх застосуванням за при-

значенням.  

Після розгортання техніки і механізмів персонал відбудовних підрозділів 

здійснює виконання аварійно-відновлювальних робіт згідно з технологічними 

картами [1]. 

Швидкість розгортання та їх застосування за призначенням техніки і механізмів 

певною мірою залежить від умов та обставин на місці транспортної події, фізичної 

натренованості персоналу підрозділів, способів і пристроїв розгортання тощо. Якщо 

застосовувати для ліквідації наслідків транспортної події n  відбудовних підрозділів з 

аварійно-відновлювальною технікою однакової продуктивності, то систему масового 

обслуговування можна подати як СМО з 
1n  каналами обслуговування. 

Граф станів такої системи поданий на рис. 3. 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3. Граф станів 
1n − канальної системи масового обслуговування 
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Фінальні стани такої системи масового обслуговування аналогічні фінальним 

станам СМО-0, а саме: 
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Якщо для ліквідування транспортної події застосовується один агрегат, то си-

стема масового обслуговування, яка моделює роботу такого підрозділу являє 

собою простішу СМО з відмовами, граф станів якої поданий на рис.4. 

Фінальні стани такої системи [13]: 
 













 01 ; PP ,     (14) 

 

За умови, що для ліквідування наслідків транспортної події використовується 

техніка з різною продуктивністю, тоді для застосування двох агрегатів, системи 

масового обслуговування що моделює їх функціонування, має вигляд, зображе-

ний на рис. 5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

Ймовірність станів системи, зображених на рис. 5: 

00P  – перший і другий прилади вільні від обслуговування; 

10P  – перший прилад зайнятий обслуговуванням, другий вільний; 

01P  – перший прилад вільний, другий зайнятий обслуговуванням; 

11P  – обидва прилади зайняті обслуговуванням. 

Система алгебраїчних рівнянь станів системи[10]: 
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Рис. 5. Граф станів системи масового  

обслуговування з послідовно 

 розташованими приладами  

різної продуктивності 

S0 S1 

2

 

Рис. 4. Граф станів системи масового 

обслуговування, яка моделює роботу 

підрозділу 
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Розв’язання системи (15) дає: 
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Аналіз функціонування такої системи масового обслуговування, проведений 

у [13], дає важливий для практики висновок: для того, щоб ефективність обслу-

говування системи була найбільшою, перший прилад повинен мати вищу проду-

ктивність у порівнянні з другим. 

Відобразимо це на прикладі дослідження замкненої стохастичної мережної 

системи «відбудовні підрозділи – аварійний рухомий склад і об’єкти залізнично-

го транспорту». 

Припустимо, що для проведення аварійно-відновлювальних робіт треба 6 

підрозділів з технікою однокової продуктивності для кожного підрозділу, тобто 

6n . Кількість підрозділів для аварійних об’єктів: .3,1,2 321  nnn  

При цьому розглянемо для прикладу два варіанти дій: 

1) На третій аварійний об’єкт (СМО-3) від СМО-0 надходить 3 підрозділи, 

на другий об’єкт (СМО-2) надходить 2 підрозділи і на перший об’єкт (СМО-1) – 

один підрозділ; 

2) Порядок надходження підрозділів обернений – на перший об’єкт надхо-

дить 1 підрозділ, на другий – 2 підрозділи і на третій – 3 підрозділи. 

Зрозуміло, що варіантів надходжень відбудовних підрозділів може бути бі-

льше, але методика розрахунку параметрів мережі і відповідних висновків, як 

буде показано нижче, від цього принципово не зміниться. 

Варіанти схеми замкненої стохастичної мережі, що розглядається, надані на 

рис. 6. 
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Рис. 6. Варіанти замкненої стохастичної мережної системи 
 

 

Визначимо матрицю перехідних ймовірностей цієї мережі.  
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Для першого та другого варіанта черговості обслуговування матриця перехі-

дних ймовірностей матиме такий вигляд: 
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Знайдемо інтенсивності потоків на вході кожної системи масового обслуго-

вування, для чого складемо систему рівнянь виду (19), яка для випадку, що розг-

лядається, буде мати вигляд: 
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З урахуванням (13) та (14) інтенсивності потоків на входах СМО у першому 

та другому варіантах будуть визначатися співвідношенням: 

 0321   ,   (20) 

 

Результати розрахунків наведені в таблиці 1. 
 

Таблиця 1. Ймовірності усіх можливих станів СМО,  

які входять до мережі за першим та другим варіантом 
 

Кількість підрозділів для 

аварійних об’єктів СМО 
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Інтенсивність відправлен-

ня та слідування відбудов-

ного поїзда 
4,00 

 
3,03 

 
2,02 

 
125,01 

 

 

Ймовірність можливих станів мережі визначається за допомогою формули 

(6), результати розрахунків наведені в таблиці 2. 
 

Таблиця 2. Ймовірності можливих станів системи 
 

Ймовірності можливих ста-

нів системи 
Перший варіант Другий варіант 

1MI
 

003,0  0,002 

2MI
 

003,0  0,002 

3MI
 

01,0  0,006 

4MI
 

02,0  0,06 

5MI
 

1,0  0,15 

6MI
 

2,0  0,2 

7MI
 

7,0  0,6 
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Тобто успішність проведення аварійно-відновлювальних робіт при зосере-

дженні відбудовних підрозділів за першим варіантом більша, ніж при зосере-

дженні таких підрозділів за другим варіантом. 

Проте, результати моделювання роботи мережі за першим варіантом свід-

чать, що потрібно змінити концепцію застосування сил і засобів відбудовних 

підрозділів, а саме: або збільшити їх кількість, або застосувати технічку різної 

продуктивності. 

Висновки. Для визначення успішності проведення аварійно-

відновлювальних робіт відбудовними підрозділами на аварійних об’єктах і в ру-

хомому складі залізничного транспорту, за умови, коли відомі тільки часові ха-

рактеристики їх діяльності, можливе використання математичного апарату тео-

рії масового обслуговування і, зокрема, математичних моделей на базі замкне-

них мережних систем. 

У роботі застосовані математичні моделі для ймовірнісного оцінювання дій 

відбудовних підрозділів при проведенні аварійно-відновлювальних робіт на за-

лізничному транспорті. Подальшими напрямами системи, що розглядається, є 

застосування моделі, яка пропонується, для дослідження мережі, до складу якої 

входять СМО з різними характеристиками. 
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APPLICATION OF MATHEMATICAL TOOLS OF QUEUING  

THEORY TO MODEL THE CONSEQUENCES OF TRAFFIC  

ACCIDENTS 
 

The article focuses on the theoretical approach to the development of mathemat-

ical models of situations when traffic accident with dangerous goods have already 

occurred and it is necessary to eliminate its consequences. The article presents cal-

culations confirming the success of the remediation while focusing recovery units in 

several different variants. The article highlights practical aspects of mathematical 

models of dangerous goods transportation processes by rail and elimination the ef-

fects of traffic accidents application. 
Keywords: dangerous goods, emergency response, queuing system, reconditioning 

unit, railway transport, risk, mathematical model. 
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