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В статье анализируются возможности реализации круговых стационарных 
режимов для голономных и неголономных моделей двухосного экипажа при от-
сутствии продольных тяговых сил. 
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У статті аналізуються можливості реалізації кругових стаціонарних режимів 
для голономних і неголономних моделей двохосьового екіпажу за відсутності поз-
довжніх тягових сил.  

Ключові слова: двохосьовий екіпаж, стійкість руху, коефіцієнт відведення, мо-
дель. 

 
Вопросы устойчивости динамических систем с качением изложены в монографии 

Ю.И. Неймарка и Н.А. Фуфаева [1]. Дальнейшее развитие исследований систем с ка-
чением уже с учетом таких параметров модели, как наклон оси самоориентирующихся 
колес шасси самолета или передней ноги трицикла проведены Лобасом Л. Г. [2]. В 
работе В.Г. Вербицкого и соавторов [3] анализируются модели голономных систем с 
качением при учете нелинейностей сил увода. В [4] приведен пример (сани Чаплыги-
на) из динамики неголономных систем, иллюстрирующий чувствительность некото-
рых транспортных систем к направлению движения, что присуще и голономным 
транспортным системам. 

Проанализируем возможности реализаций стационарных режимов колесных систем 
(круговых стационарных режимов) при отсутствии тяговых усилий. Модель двухосно-
го автомобиля с упругими по аксиоматике И. Рокара колесами (абсолютно жесткое 
рулевое управление). 

Положение системы (рис. 1) задается координатами x, y центра масс, продольная и 
поперечная проекции скорости которого на оси Кенига V и u. Положение продольной 
оси определяется курсовым углом Ψ, щ=Ш  – угловая скорость относительно верти-
кальной оси; m – масса; l a b   – база автомобиля; 

Cz
I  – центральный момент инер-

ции относительно вертикальной оси.  
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Рис. 1. Расчетная схема плоской модели автомобиля 
 
Уравнения движения в подвижной системе координат (жестко связанной с телом) с 

началом в центре масс системы запишем в виде: 
 

 
 

c

1 2 1

1 2 1

z 1 2 1

m u+vщ =Y cosи+Y +X sinи,

m u+vщ =Y cosи+Y +X sinи,

I щ=aY cosи bY +aX sinи.




 






                                     (1) 

 
Здесь, последнее уравнение системы (1) представляет теорему об изменении кине-

тического момента относительно вертикальной оси, проходящей через центр масс С

 
cz zI щ=УM . 

Рассмотрим случай движения по инерции (без тяговых сил) 1 2 0X X  . Соответ-

ствующая система конечных уравнений, определяющая параметры круговых режимов 

движения  *,u   при фиксированных значениях управляемых параметров 

;V const const   имеет вид: 

1

1 2

1 2

,

,

0 .

um Y

Vm Y Y

aY bY
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
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                                                   (2) 

 
Из двух последних уравнений системы (2) найдем силы увода на передней и задней 

осях 1 2,
b Vm a Vm

Y Y
l l

  

  . Так как, согласно [5], i iY k  , то пара значений 

 *,u  определяется системой двух линейных уравнений:  
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Решение системы (3) имеет вид: 
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После подстановки 1

b V m
Y

l



  в первое уравнение (4) получим решение: 

 

( ) 0;
bV bV

m u u
l l

      .                                (5) 

 
Решение (5) несовместно с ранее полученным (для совместности системы необхо-

димо наличие ненулевой продольной силы). 
Модель с абсолютно жесткими колесами (неголономная). Рассмотрим вопрос о 

возможности реализации кругового режима движения неголономной модели автомо-
биля при отсутствии продольных сил в пятне контакта колес (случай движения по 

инерции 1 2 0X X  , sin ,cos 1    ) 
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Поперечная составляющая скорости центра оси равна нулю, следовательно, имеем 
два соотношения 0, 0V u a u b       , которые полностью определяют стаци-
онарный режим движения неголономной модели 

 

;
V b V

u
l l

     

 

В случае реализации кругового режима  ; ; ;V const const u const const      

уравнения движения неголономной модели автомобиля примут вид: 
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Из второго и третьего уравнений последней системы (6) найдем реакции связей:  
 

1 2;
b V m a V m

Y Y
l l

 
  . 

 
Подставив найденное для реакции Y1 значение в первое уравнение (6), получим: 
 

0
b Vm bV

um m u
l l

         
 

; 

 
Последнее соотношение и указывает на возможность реализации кругового стаци-

онарного режима  ; ; ;
b V V

V const const u
l l

       
 

 при движении по 

инерции. 
Далее получим уравнение, описывающее неустановившееся движение неголоном-

ной модели авто при отсутствии тяговых усилий. Исключая из первоначальной 
системы (1) 

;
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реакции связей, и учитывая соотношения неголономных связей, получим одно 

уравнение относительно V, θ: 
 

  2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 0,

.
( ) ( )

C C

C C

Z Z

Z Z

d dV
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dt dt
d dV
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 

 


    

 
  

                     (7) 

 
Проинтегрировав последнее уравнение (7), получим текущее значение продольной 

составляющей скорости центра масс автомобиля как функцию угла поворота управля-
емых колес: 

2 2 2( )
CZ

C
V

I mb ml


 
. 

 
При увеличении угла поворота продольная составляющая центра масс V неголо-

номной модели автомобиля уменьшается (рис. 2). 
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Рис. 2. График зависимости про-
дольной составляющей скоро-
сти центра масс неголономной 
модели автомобиля при измене-
нии угла поворота управляемых 

колес (C = 1600, 
CZI = 6400 кг·м2, 

m = 1000 кг, b=2 м, l=4 м) 

 
Таким образом, при малых скоростях движения обе модели – с абсолютно жестки-

ми колесами и упругими в кинематической постановке близки. Однако существенно 
расходятся в возможности реализации движения по инерции (при отсутствии тяговых 
сил): в неголономных моделях такие движения возможны, что согласуется с законом 
сохранения кинетической энергии и невозможны для случая голономной модели (со-
ответствующий закон сохранения энергии не выполняется). 
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tionary modes of model movement on the assumption that longitudinal forces (pulling and 
braking ones) are absent. 
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