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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБОБЩЕННЫХ СИЛ  
ШАРНИРНО-СОЧЛЕНЕННОГО АВТОГРЕЙДЕРА  

В СЛУЧАЕ «РЫСКАНИЕ-КРЕН» 

Запропоновано уніфіковану схему обчислення узагальнених сил 
автогрейдера, яка заснована на узагальненій математичній  моделі 
шарнірно-з’єднаних  машин. Визначено узагальнені сили автогрейдера при 
русі, що відповідає випадку "рыскание-крен". 
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Предложена унифицированная схема расчета обобщенных сил 

автогрейдера, которые основаны на обобщенной математической модели 
шарнирно-сочлененных машин. Определены обобщенные силы 
автогрейдера при движении, что соответствует случаю "рыскание-
крен". 

Ключевые слова: автогрейдер, обобщенные силы, "рыскание-крен". 
 
The work presents the general pattern of the generalized forces of motor 

grader calculating based on the articulated joint machines generalized 
mathematical model. The author defines the generalized forces of motor grader 
at motion according "yawing-list" case. 

Key words: motor grader, generalized forces, "yawing-list". 
 
Постановка проблемы. Автогрейдер широко используется в 

строительстве и эксплуатации автомобильных дорог. В известной нам 
технической литературе исследования касались автогрейдеров, 
металлоконструкция которой представляет цельную раму. Практически не 
исследована динамика автогрейдера, остов которых представляет две 
полурамы, соединенных вертикальным шарниром. 

Анализ последних достижений и публикаций. Аналитические 
исследования шарнирно-сочлененных машин (ШСМ) можно разделить на 
два направления: одно направление связано с разработкой расчетной 
схемы, отображающей конкретный рассматриваемый случай [1,2]. 
Недостатком этого направления является то, что математические модели 
отображают только данную расчетную схему и не могут быть применены в 
случае изменения характера движения машины. Другое направление 
связано с аналитической концепцией, основу которой составляет 
обобщенная математическая модель [3]. На базе этой концепции были 
исследованы вопросы динамики технологических ШСМ (бульдозер, 
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фронтальный погрузчик, универсальная дорожная машина) в случаях дви-
жения, классифицируемых как «простейшие» движения – рыскание, крен 
или дифферент [4-9]. Следует отметить, что случаи «простейших» 
движений ШСМ в практике «в чистом виде» встречаются крайне редко. 
Функциональные назначения технологических  ШСМ  приводят к их 
сложным движениям, состоящим в наложении «простейших» движений, 
аналитические исследования которых, однако, практически отсутствуют. 

Выделение нерешенных раньше частей общей проблемы, 
которым посвящена статья  –  разработка унифицированной схемы 
определения обобщенных сил. 

Формулирование целей статьи. Содержанием данной работы 
является разработка унифицированной схемы определения обобщенных 
сил автогрейдера в его рабочем режиме, соответствующем случаю 
«рыскание-крен». 

Основные результаты. На наш взгляд, унифицированная схема 
вычисления обобщенных сил  шарнирно-сочлененного автогрейдера в 
соответствии с аналитической концепцией состоит в задании обобщенных 
координат; определении расчетной схемы сил, действующих на  колеса, 
отвал и элементы полурам автогрейдера; в записи компонент сил и точек 
их приложения; определении обобщенных сил по способам, известным в 
аналитической механике. 

Определим по предложенной схеме обобщенные силы автогрейдера 
в случае его сложного движения, соответствующем случаю «рыскание-
крен». 

Шарнирно-сочлененные рамы автогрейдера имеют одну 
вертикальную ось поворота (рис.1), что определяет специфику выбора 
систем координат. Введем две системы координат  Ох1у1z1 и Ох2у2z2 c 
общим началом в точке О, каждая из которых связана с одной из полурам. 
Точка О – некоторая точка вертикального шарнира автогрейдера. 
Предположим, что оси Ох1 и Ох2  совпадают с продольными осями 
соответственно каждой из полурам; оси Оу1  и Оу2 – вертикальные оси, они 
являются осями рыскания; оси Оz1 и Оz2 – горизонтальные оси, 
перпендикулярные к продольной плоскости. Система координат Оξ'η'ζ'' – 
некоторая условно-неподвижная система координат, жестко связанная с 
полотном дороги. Система координат Оξηζ – с началом в точке О, 
поступательно перемещающаяся, оси которой параллельны 
соответствующим осям неподвижной системы координат О1ξ'η'ζ'. 

Введем обозначения: рыскание обозначено углом ψ; крен – углом φ; 
дифферент – углом θ. 

За обобщенные координаты примем перемещение точки О и  углы 
рыскания полурам и общий для полурам угол крена, то есть: 1 0q = ξ , 

2 0q = η , 3 0q = ζ ,  4 1q ψ= , 5 2q ψ=  , 6q = ϕ . 
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Полагаем, что связи голономные, удерживающие. В первом 
приближении форму пятна контакта каждого колеса с полотном дороги не 
учитываем. Все силы, приложенные к каждому из колес, расположены в 
плоскости контакта, которая претерпевает те же  повороты, что и 
автогрейдер. Компоненты сил в осях, жестко связанных с каждой из 
полурам, соответственно запишутся в виде:  
 iT ( iT ;0;0), i=3..6; iW (- iW ;0;0), i=1..6; бiP (0;0; бiP ), i=1..6; iR (0; iR ;0), i=1..6, 

где iT – силы тяги, ведущих колес; iW – силы сопротивления на 
колесах; Pбi – боковые силы; iR – вертикальные силы, нормальные к 
полотну дороги, они параллельны оси Оу. 

Тогда, компоненты векторов ir  точек приложения этих сил к колесам 
в осях ,    =1,2,Оx y z ii i i  запишутся в виде: 

 '
1 1 1( cos );( ); sin ;

2
Hr l h h l  α − + α −    

     '
2 1 2 1( cos );( ); sin ;

2
Hr l h h l  α − − α +    

 

 '
3 3 3;( ); ;

2
Hr l h h  − − + −    

                      '
4 4 4;( ); ;

2
Hr l h h − − − 

 
 

 ' '
5 3 3 5( );( ); ;

2
Hr l l h h  − + − + −    

                ' '
6 4 3 6( );( ); .

2
Hr l l h h  − + −     

 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема сил шарнирно-сочлененного автогрейдера 

 
Составим матрицу поворота осей для случая “рыскание – крен”.Она  

имеет вид:  

 
cos sin sin sin cos

0 cos sin , 1,2 .
sin cos sin cos cos

i

i i i

i i i

A iψ ϕ

ψ ψ ϕ ψ ϕ 
 = ϕ − ϕ = 
 − ψ ψ ϕ ψ ϕ 
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Эта матрица служит для записи компонент сил и координат их точек 
приложения в осях Оξηζ, движущихся поступательно.  

В качестве примера приведем запись компонент вертикальной 
реакции левого переднего колеса и координаты точки ее приложения 
 [ ] ( ) ( ) ( ){ }1 1 1,2

sin sin ; cos ; cos sinT
i i i i i

R R R R
=

Ψ ϕ ϕ Ψ ϕ  

 

[ ] '
1 1 1 1 1 1 1

'
1 1

'
1 1 1 1 1 1

{( cos cos ( )sin sin sin sin cos );
2

( ( )cos sin sin );
2

( cos sin ( )cos sin sin cos cos )} .
2

T Hr l h h l

Hh h l

Hl h h l

 α ψ + − + ψ ϕ+ α − ψ ϕ 
 

 − + ϕ − α − ϕ 
 

 − α ψ + − + ψ ϕ+ α − ψ ϕ 
 

 

Для определения обобщенных сил можно применить метод 
поочередного варьирования обобщенных координат.  

Определение обобщенных сил приобретает унифицированный 
характер, поскольку каждая обобщенная сила, соответствующая линейной 
обобщенной координате, фактически представляет сумму проекций всех 
сил на соответствующую ось. Для примера представлена запись 
обобщенной силы, соответствующей  обобщенной координате 1 0q = ξ : 

 

0

6 2 2

2 1 1
3 1 1

6 2 6

2 1 2
3 1 3

1 1

1 1

( ) cos cos sin cos

sin cos sin sin sin sin

(cos( ) cos sin( ) sin cos )
(sin( ) cos cos( ) sin cos )

i i i i
i i i

i i i
i i i

n b

Q T W W P

P R R

F
F F

ξ δ
= = =

δ
= = =

τ

= − ⋅ ψ − ⋅ ψ + ⋅ ψ ⋅ ϕ +

+ ⋅ ψ ⋅ ϕ + ⋅ ψ ⋅ ϕ + ⋅ ψ ⋅ ϕ +

+ α −β ⋅ ψ + α −β ⋅ ψ ⋅ ϕ +

+ ⋅ α −β ⋅ ψ − α −β ⋅ ψ ⋅ ϕ + ⋅

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

1sin sin ,ψ ⋅ ϕ

 

где ,  и n bF F Fτ – силы приложенные к отвалу автогрейдера. 
Угловым обобщенным координатам 4 1q ψ= , 5 2q ψ= , 6q = ϕ    

соответствуют обобщенные силы в виде моментов 

 ( ) ( )
1

9 27

1 1

;k i i i i
k i

Q M F F Fψ η ξ ζ
= =

= = ζ ⋅ − ξ ⋅∑ ∑  

 ( ) ( )
2

16 16

1 1

;k i i i i
k i

Q M F F Fψ η ξ ζ
= =

= = ζ ⋅ − ξ ⋅∑ ∑  

    ( )
27 27_

1 1

( ) ,K i i i i
k i

Q M F F Fϕ ζ ζ η
= =

= = η ⋅ − ζ ⋅∑ ∑  

окончательную запись которых ввиду их громоздкости не приводим. 
Выводы и перспективы дальнейших исследований. 
1. Впервые для автогрейдера рассмотрен режим движения 

«рыскание-крен» и по  предложенной схеме составлены обобщенные силы.  
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2. Предложенная схема определения обобщенных сил носит 
унифицированный характер и применима к любой шарнирно-сочлененной 
машине независимо от ее технологического назначения. 

3. Представленная схема вычисления обобщенных сил шарнирно-
сочлененного автогрейдера является дальнейшим развитием 
аналитической концепции исследования шарнирно-сочлененных машин.  
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