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Постановка проблемы в общем виде и ее связь с важными практическими 
задачами. Метод граничных элементов получил широкое распространение для 
решения практических задач геомеханики, в том числе механики грунтов и 
фундаментостроения. При этом в качестве расчетной обычно принимают упругую 
модель основания [1, 2, 3]. 

Анализ последних исследований и публикаций, в которых положено начало 
решению данной проблемы. Решению задач механики грунтов и фундаментостроения 
методом граничных элементов при учете реологических свойств основания посвящены 
работы [4, 5, 6]. Однако во всех перечисленных работах рассматриваются либо 
упрощенные теории ползучести (например, теория старения [7]), либо специфические 
виды нагрузки на основание (например, постоянная или гармоническая). 
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Близкая по смыслу к рассмотренной в настоящей работе идея решения задач 
механики грунтов при учете реологических свойств основания методом граничных 
элементов в рамках метода перемещений изложена в работах [4] и [5]. 

Выделение ранее не решенных частей общей проблемы, которым посвящена 
данная статья. В данном случае задача исследований была сформулирована так. 
Граница основания разбита на n  граничных элементов, в пределах каждого из которых 
приложена не зависящая от координат нагрузка, которая является функцией времени. 

Взаимосвязь между осадкой некоторой точки основания и приложенной к нему 
нагрузкой описывается с использованием интегральных уравнений Вольтерра второго 
рода [8, 9], которые позволяют учитывать одновременно упругие, вязкоупругие и 
пластические деформации основания [10]. Требуется с использованием техники метода 
граничных элементов определить напряженно-деформированное состояние основания. 
Для этой цели следует использовать метод сил. 

Цель работы – разработка и обоснование алгоритма определения напряженно-
деформированного состояния основания, обладающего реологиическими свойствами, 
методом граничных элементов с использованием техники метода сил. 

Изложение основного материала исследования. Согласно [1] каноническая 
система уравнений метода граничных элементов имеет вид 
 ij i iB q S 


, (1) 

где ijB  – коэффициенты влияния матрицы податливости метода граничных 
элементов; iq  – вектор действующих в пределах каждого из граничных элементов 
распределенных нагрузок; iS


 – вектор осадок центров граничных элементов. 

Допустим, что квадратная матрица ijB  имеет порядок n . Тогда в развернутом 
виде для i-той строки имеем уравнение вида 

 1 1 2 2 3 3 ....i i i in n iB q B q B q B q S         , (2) 
где 1, 2, 3,..., n – номера столбцов, а i – номер строки. 
Система уравнений (1) описывает свойства упругого основания. Для 

одновременного учета упругих, вязкоупругих и пластичных свойств основания 
используем принцип Вольтерра, суть которого заключается в замене упругих 
материальных констант некоторыми интегральными операторами (суть и физический 
смысл этих операторов будут изложены ниже) [11]. При этом для общности изложения 
материала положим, что действующие в пределах каждого из граничных элементов 
напряжения зависят от времени. Имеем 

    ij i iB q t S t 
 . (3) 

Здесь ijB  – элемент матрицы податливости метода граничных элементов, который 
является не константой, а интегральным оператором [10];  iq t  – вектор действующих в 
пределах каждого из граничных элементов распределенных нагрузок в момент времени 
t ;  iS t


 – вектор осадок центров граничных элементов в момент времени t . 

Допустим, что квадратная матрица ijB  имеет порядок n . Тогда в развернутом 
виде для i -той строки имеем уравнение вида 
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, (4) 

где 1 2 3, , ,....,y y y y
ini i iB B B B  – коэффициенты влияния матрицы податливости метода 

граничных элементов, описывающие упругие деформации основания; 
       1 2 3, , ,....,i i i inq t q t q t q t  – действующие в пределах каждого из n  граничных 

элементов распределенные нагрузки в момент времени t ;        1 2 3, , ,....,i i i inq q q q     – 

то же, в момент времени  ;        1 2 3, , , , , ,...., ,i i i inK t K t K t K t     – ядра ползучести, 
описывающие вязкоупругие и пластичные свойства основания;  iS t  – осадка центра i -
того граничного элемента в момент времени t ;   – имеющий размерность времени 
параметр. 

Здесь 
      * **,ij ij ijK t K t K     , (5) 

где  *
ijK t   – часть ядра ползучести, описывающая вязкоупругие деформации 

основания;  **
ijK   – часть ядра ползучести, описывающая необратимые (т.е. 

пластичные) деформации основания. 
Далее проанализируем систему (3). Если принять в ней, что  , 0ijK t   , тогда мы 

придем к системе уравнений метода граничных элементов, описывающей свойства 
упругого основания, т.е. (1). Если принять, что    *,ij ijK t K t   , то система 
уравнений (3) будет описывать вязкоупругие свойства основания, т.е. полностью 
восстанавливающиеся после разгрузки упругие и запаздывающие во времени 
полностью восстанавливающиеся после разгрузки вязкие деформации грунта. Наконец, 
если принять    **,ij ijK t K  , то система уравнений (3) будет описывать 
вязкопластичные свойства основания, т.е. полностью восстанавливающиеся после 
разгрузки упругие и запаздывающие во времени полностью необратимые после 
разгрузки пластические деформации грунта. 

В заключение отметим, что методики определения операторов ijB  для ряда 
расчетных схем грунтовых оснований (например, полупространства или слоя конечной 
толщины) изложены в работах [4, 6, 10, 12]. 

Далее выявим круг задач, которые позволяет решать система уравнений (3). 
1. В ряде случаев приложенные к основанию нагрузки известны заранее. Это 

обычно происходит, если при проектировании используется т.н. схема раздельного 
расчета [13, 14]. В этом случае использование системы уравнений (3) для определения 
осадок  iS t  сводится к вычислению интегралов (4) известными методами [9] и не 
составляет труда. 
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2. Заранее известны осадки центров граничных элементов. Необходимо определить 
действующие в пределах каждого из граничных элементов давления  iq t . Такая задача 
возникает, например, при определении контактных напряжений. 

Далее рассмотрим вопрос существования решения системы уравнений (3). 
Представим ее в виде 

      y
i i ij iijB q t S t K q t   

  . (6) 

Запись  ij iK q t
  в развернутой форме имеет вид 
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Далее умножим (6) справа на матрицу 
1y

ijB


. Имеем 

      
1 1y y

i i ij iij ijq t B S t B K q t
 

    
  . (7) 

Далее обозначим 

    
10 y

i iijq t B S t


 
  (8) 

и 

 
1p y

ijij ijK B K


   . (9) 

В этом случае система уравнений (6) примет вид 
      0 p

i i iijq t q t K q t  
  , (10) 

где  0
iq t  – давления, соответствующие решению задачи в упругой постановке 

(т.е. при  , 0ijK t   ). 
Далее для решения системы уравнений (10) используем процесс итерации [15]. 

Имеем 
      0 1pk k

i i iijq t q t K q t  
  . (11) 

Здесь k  – номер приближения. 
Имеет место такая теорема. Если справедливо неравенство max ( , ) ijij

pK t m  , где 

ijm   – некоторое положительное число, а количество граничных элементов n , то 
процесс итерации (11) сходится (следовательно, система уравнений (3) имеет решение) 
для любого момента времени t . 

Доказательство. 
В первом приближении имеем    1 0

i iq t q t
 . 

Во втором приближении имеем      2 0 0p
i i iijq t q t K q t  
  . 

В третьем приближении имеем 
           3 0 2 0 0 0p p p p

i i i i i iij ij ij ijq t q t K q t q t K q t K K q t        
       . 
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По индукции для k -того приближения имеем 
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Здесь  k
iq t  – вектор искомых напряжений, а E  – единичная матрица [15]. 

Далее положим, что какая-либо из канонических норм матрицы ijm M   . 

Имеем такие оценки модуля остаточного члена 
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. Теорема доказана. 

Изложенные в данной статье материалы исследований позволили нам сделать 
такие выводы. 

1. Задача определения напряженно-деформированного состояния 
упруговязкопластичных оснований с использованием метода граничных элементов и 
техники метода сил имеет решение. 

2. Для построения напряженно-деформированного состояния вполне может быть 
использован процесс итерации. 
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