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Scattering matrices of nonself-adjoint PT -symmetric operators generated
by Schrödinger differential expression with singular zero-range potentials
are studied.

Дослiджуються матрицi розсiяння для несамоспряжених PT -
симетричних операторiв породжених сингулярними збуреннями
"нульового радiуса" оператора Шредiнгера.

1 Вступ

Теорiя розсiяння є однiєю з важливих складових сучасної математи-
чної фiзики [1]. В цiй теорiї, за даними розсiяння динамiки, яка зада-
ється самоспряженим оператором H визначається певний об’єкт S(·)
(матриця розсiяння, S-матриця, оператор розсiяння), властивостi яко-
го тiсно пов’язанi з спектральними властивостями гамiльтонiана H.
Дослiдження зв’язку мiж H i S(·) є основною задачею теорiї розсiян-
ня. В цьому напрямку вдалося отримати низку важливих результатiв
[2, 3]. Частину цих результатiв можна перенести на випадок, коли H
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визначає динамiку з дисипацiєю енергiї (тобто є дисипативним опера-
тором) i на випадок, коли оператор H є самоспряженим i невiд’ємним
оператором у просторi Крейна.

Якщо ж оператор H не належить до згаданих вище класiв, то роз-
виток змiстовної теорiї розсiяння є складною задачею оскiльки стан-
дартнi методи дослiдження, як правило, вже не дiють. Так у випадку
несамоспряжених Гамiльтонiанiв PT -симетричної квантової механiки
[4] (PT -симетричних операторiв), дослiдження зазвичай зводяться до
формального опису нових властивостей матрицi розсiяння S(·) без ма-
тематично обгрунтованого зв’язку цих властивостей з початковим опе-
ратором H [5, 6, 7, 8, 9].

В зв’язку з цим є актуальним дослiдження матриць розсiяння у ви-
падку так званих повнiстю розв’язних моделей PT -симетричної кван-
тової механiки, тобто у випадку таких PT -симетричних операторiв H,
для яких математично коректний зв’язок мiж H i S(·) може бути вiд-
носно просто описаний. Такi дослiдження дозволяють окреслити коло
можливих нових задач в теорiї розсiяння для PT -симетричних опера-
торiв i зрозумiти перспективи такої теорiї.

Метою данної роботи є дослiдження зв’язку мiж H i S(·) у випадку
коли PT -симетричний оператор Шредiнгера H визначається у просто-
рi L2(R) за допомогою формального виразу

− d2

dx2
+ a < δ, · > δ + b < δ′, · > δ + c < δ, · > δ′ + d < δ′, · > δ′, (1)

де δ i δ′ є, вiдповiдно, δ-функцiя Дiрака та її похiдна (з носiєм в 0), а
параметри a, b, c, d є комплексними числами.

Використовуючи пiдхiд до означення матриць розсiяння PT -
симетричних операторiв запропонований в [10], ми знаходимо явне зо-
браження матриць розсiяння для певних класiв операторiв породже-
них (1). Такi матрицi розсiяння є PT -симетричними (в сенсi рiвностi
(11)) i, крiм того, вони мають низку нових (нетипових для самоспряже-
ного випадку) властивостей. Так, ми наводимо приклад матрицi роз-
сiяння, значення якої на дiйснiй осi вже не є унiтарнi матрицi. Iнший
приклад показує iснування матрицi розсiяння, яка є одночасно ма-
трицею розсiяння для двох рiзних операторiв H (PT -симетричного i
самоспряженого) породжених виразом (1).

Надалi, символи D(H) та ρ(H) використовуються, вiдповiдно, для
областi визначення та резольвентної множини лiнiйного оператора H.
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Символ H �D означає звуження H на множину D. Через Wm
2 (a, b) ми

позначаємо простiр Соболева вектор-функцiй на (a, b) (−∞ ≤ a < b ≤

∞); множина
0

Wm
2 (a, b) є пiдпростором простору Wm

2 (a, b), визначено-

го умовою: f ∈
0

Wm
2 (a, b), якщо всi похiднi f (k)(x) (k = 0, . . .m− 1)

дорiвнюють нулю в точках x = a, x = b (докладнiше див. [11]).

2 Опис PT -симетричних операторiв H

Операторна реалiзацiя H формального виразу (1) у просторi L2(R)
визначається як:

H = lreg � D(H), D(H) = {f ∈W 2
2 (R\{0}) : lreg(f) ∈ L2(R)}, (2)

де регуляризацiя lreg виразу (1) дiє на функцiях з W 2
2 (R\{0}) i має

вигляд

lreg(·) = − d2

dx2
+a < δex, · > δ+b < δ′ex, · > δ+c < δex, · > δ′+d < δ′ex, · > δ′.

Тут −d2/dx2 дiє на W 2
2 (R\{0}) як узагальнена функцiя i

< δex, f >=
f(+0) + f(−0)

2
, < δ′ex, f >= −f

′(+0) + f ′(−0)

2

для всiх f ∈W 2
2 (R\{0}).

Оператор H визначений (2) є замкненим щiльно визначеним опе-
ратором в L2(R). Еквiвалентний опис цього оператора дає теорема 1 з
[12]:

Oператор H = − d2

dx2
i його область визначення D(H) мiстить тi

i тiльки тi функцiї f ∈ W 2
2 (R\{0}), для яких виконуються граничнi

умови(
a b
c d

)(
f(0+) + f(0−)
−f ′(0+)− f ′(0−)

)
= 2

(
f ′(0+)− f ′(0−)
f(0+)− f(0−)

)
. (3)

В просторi L2(R) розглянемо оператор унiтарної iнволюцiї Pf(x) =
f(−x) i оператор спряження T f(x) = f(x).

Будемо говорити, що H є PT -симетричним, якщо

HPT f = PT Hf, ∀f ∈ D(H). (4)
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З урахуванням (4) одержуємо (див. [13, Теорема 2]), що H буде
PT -симетричним оператором тодi i тiльки тодi коли

a, d ∈ R b, c ∈ iR. (5)

Зауважимо, що цi умови вiдповiдають PT -симетричностi формально-
го потенцiала V = a < δ, · > δ+ b < δ′, · > δ+ c < δ, · > δ′+d < δ′, · > δ′

в (1).

3 Означення матриць розсiяння для PT -
симетричних операторiв H

Стисло нагадаємо означення матриць розсiяння для PT -симетричних
операторiв породжених формальним виразом (1). Обмежимось ви-
падком коли H має дiйсний невiд’ємний спектр. Загальний випадок
(спектр може мiстити комплекснi числа) детально розглянуто в [10].

Матриця розсiяння в нестацiонарнiй теорiї розсiяння виникає че-
рез порiвняння незбуреної та збуреної динамiк. Формальний вираз (1)
визначає симетричний оператор

S = − d2

dx2
, D(S) =

0

W 2
2 (R−)⊕

0

W 2
2 (R+) (6)

i довiльний оператор H з (2) є власним розширенням оператора S
(тобто S ⊂ H ⊂ S∗).

В якостi оператора який визначає незбурену динамiку виберемо
розширення Фрiдрiхса Hµ [11] оператора S:

Hµ = − d2

dx2
, D(Hµ) = {u ∈W 2

2 (R−)⊕W 2
2 (R+) : u(0−) = u(0+) = 0}

(7)
Зауважимо, що самоспряжений оператор Hµ також буде PT -

симетричним [14].
Нехай H є PT -симетричним оператором з дiйсним невiд’ємним спе-

ктром. Тодi вираз

T = (H + I)−1 − (Hµ + I)−1 (8)

задає обмежений оператор, який дiє в пiдпросторi H = ker(S∗ + I)
простору L2(R).
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У певному сенсi оператор T характеризує "рiзницю"мiж операто-
рами H i Hµ, якi визначають збурену та незбурену динамiки.

Додатково припустимо, що H є самоспряженим оператором. То-
дi кiнцевим результатом типових для математичної теорiї розсiян-
ня завдань: а) обгрунтування iснування хвильових операторiв W± =

lim
t→±∞

eiHte−iHµt; б) представлення оператора розсiяння S = W−1+ W−

в спектральному зображеннi для групи унiтарних операторiв e−iHµt,
яка характеризує незбурену динамiку, буде наступне твердження:

Твердження 1 [15] Матриця розсiяння S(·) для пари операторiв H i
Hµ є аналiтичною операторнозначною функцiєю в верхнiй пiвплощинi
C+, яка задається формулою

S(k) = [I − 2(1− ik)T ][I − 2(1 + ik)T ]−1, k ∈ C+. (9)

При всiх k ∈ C+, значеннями S(k) є стискуючi оператори в H.
Граничними значеннями функцiї S(k) на дiйснiй осi будуть унiтарнi
оператори в H.

Беручи до уваги Твердження 1, ми можемо визначити матрицю
розсiяння для PT -симетричного оператора H породженого формаль-
ним виразом (1) за допомогою формули (9) для всiх k ∈ C+, де (9) має
сенс. Таким чином, операторнозначну функцiю

S(k) = [I − 2(1− ik)T ][I − 2(1 + ik)T ]−1, (10)

визначену при всiх k ∈ C+ таких, що 0 ∈ ρ(I − 2(1 + ik)T ) будемо
називати матрицею розсiяння для PT -симетричного оператора H.

На вiдмiну вiд випадку самоспряженого оператора H в Тверджен-
нi 1, таке означення не пов’язане з iснуванням вiдповiдних хвильових
операторiв i отже є достатньо формальним. Однак воно добре узго-
джується з означенням матрицi розсiяння прийнятим в фiзичних ро-
ботах (див. наступний роздiл) i одночасно встановлює явний зв’язок
з операторним параметром T , який характеризує H, що може бути
корисним в обернених задачах розсiяння.

З означення матрицi розсiяння випливає, що функцiя S(k) визна-
чена i є аналiтичною на пiдмножинi

Λ = {k ∈ C+ : 0 ∈ ρ(I − 2(1 + ik)T )}
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верхньої пiвплощини C+. Множина Λ є непустою (наприклад i ∈ Λ) i
вiдкритою.

Вiдомо [16], що k ∈ Λ тодi i тiльки тодi коли k2 ∈ ρ(H). Таким
чином, для PT -симетричних операторiв H з дiйсним додатним спе-
ктром, якi розглядаються у цiй роботi, матриця розсiяння S(k) буде
визначена на всiй верхнiй пiвплощинi C+.

Властивiсть PT -симетричностi оператора H призводить до насту-
пної властивостi PT -симетричностi матрицi розсiяння:

PT S(k) = S(−k)PT , k ∈ C+. (11)

Для доведення рiвностi (11) достатньо зауважити, що оператор T в (8)
буде PT -симетричним (оскiльки H i Hµ є PT -симетричними операто-
рами) i використати означення (10).

4 Зображення матрицi розсiяння в термi-
нах коефiцiентiв вiдбиття i проходження

В фiзичних роботах, матриця розсiяння для одновимiрного оператора
Шредiнгера визначається в термiнах правостороннiх (лiвостороннiх)
коефiцiєнтiв вiдбиття Rrk (Rrl ) та проходження T rk (T rl ) вiдповiдних
хвильових функцiй

f1 =

{
e−ikx +Rrke

ikx, x > 0
T rk e

−ikx, x < 0
, f2 =

{
T lke

ikx, x > 0

eikx +Rlke
−ikx, x < 0

(12)
Наслiдуючи мiркування [10], перепишемо загальну формулу (10)

для матрицi розсiяння в термiнах цих коефiцiєнтiв. Для цього, споча-
тку, бiльш детально вивчимо як оператор T з (8) задає область визна-
чення оператора H.

Довiльний елемент f ∈ D(H) можна записати у виглядi f = (H +
I)−1p, де p ∈ L2(R). Згадуючи (8) одержуємо f = u + Tp = u + h, де
u = (Hµ + I)−1p i h = Tp ∈ H. Тому

D(H) = {f ∈ D(S∗) = W 2
2 (R−)⊕W 2

2 (R+) : TΓ1f = Γ0f}, (13)

де Γ0f = Γ0(u + h) = h, Γ1f = Γ1(u + h) = PH(Hµ + I)u, i PH є
ортогональним проектором в просторi L2(R) на пiдпростiр H.
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Беручи до уваги (6) одержуємо, що функцiї

ψ−(x) =

{
0, x > 0
ex, x < 0

ψ+(x) =

{
e−x, x > 0
0, x < 0

(14)

є ортогональним базисом простору H = ker(S∗ + I) i оператори Γj
дiють наступним чином

Γ0f = f(0−)ψ− + f(0+)ψ+,

Γ1f = 2[f(0−)− f ′(0−)]ψ− + 2[f(0+) + f ′(0+)]ψ+

(15)

Оператор T вiдносно ортогонального базису {ψ+, ψ−} простору H
задається матрицею T = ‖tij‖2ij . Враховуючи таке позначення i беручи
(13), (15) до уваги, перепишемо визначення оператора H наступним
(еквiвалентним) чином:

H дiє як − d2

dx2 на всiх функцiях f ∈W 2
2 (R−)⊕W 2

2 (R+), якi в точцi
0 задовольняють граничнi умови

T
(
f(0+) + f ′(0+)
f(0−)− f ′(0−)

)
=

1

2

(
f(0+)
f(0−)

)
. (16)

Матриця T повнiстю визначається довiльними двома лiнiйно неза-
лежними функцiями f1, f2 ∈ D(H) \ D(S). Оскiльки L2(R) = R(S −
k2I)⊕ ker(S∗ − k2I), робимо висновок, що

D(H) = D(S)+̇(H − k2I)−1 ker(S∗ − k2I), (17)

Нехай k ∈ C′+ = C+ \ iR+ = {k ∈ C+ : Re k 6= 0}. Tодi функцiї

h1 =

{
βe−ikx, x > 0
0, x < 0

, h2 =

{
0, x > 0

βeikx, x < 0
, β = k

2 − k2

(18)
утворюють базис пiдпростору ker(S∗2 − k

2
I) (множник β спрощує

подальшi формули). З (17) випливає, що функцiї fj = (H − k2I)−1hj
належать до D(H) \D(S) i вони є лiнiйно незалежними. Використову-
ючи означення оператора H, одержуємо що цi функцiї є розв’язками
диференцiальних рiвнянь

− d2

dx2
fj − k2fj = hj , x ∈ R \ {0}, j = 1, 2. (19)
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Беручи до уваги (18) приходимо до висновку, що розвязками рiв-
няння (19) будуть хвильовi функцiї fj вигляду (12). Тому

f1(0+) = 1 +Rrk; f1(0−) = T rk ; f ′1(0+) = i(−k + kRrk); f ′1(0−) = −ikT rk ;

f2(0+) = T lk; f2(0−) = 1 +Rlk; f ′2(0+) = ikT lk; f ′2(0−) = i(k − kRlk).

Пiдставляючи цi значення в (16) та розвязуючи вiдповiднi системи
лiнiйних рiвняннь одержуємо, що

t11 =
1

2θ∆k
[∆k − (eiα − 1)(Rlk + eiα)]; t12 =

T lk
2θ∆k

(eiα − 1);

t22 =
1

2θ∆k
[∆k − (eiα − 1)(Rrk + eiα)]; t21 =

T rk
2θ∆k

(eiα − 1),

(20)

де θ = 1 + ik, eiα =
θ

θ
, k ∈ C′+, i

∆k =

∣∣∣∣ Rrk + eiα, T rk
T lk, Rlk + eiα

∣∣∣∣ .
Вiдносно ортогонального базису {ψ+, ψ−} операторнозначна фун-

кцiя S(k) з (9) переписується у виглядi 2× 2-матричнозначної функцiї

S(k) = [I − 2(1− ik)T][I − 2(1 + ik)T]−1, k ∈ C+. (21)

Пiдставляючи значення tij з (20) до (21) i виконуючи елементарнi об-
числення (див. [10, 16]) одержуємо, що

S(k) = − k

Re k


Rrk + i

Im k

k
T lk

T rk Rlk + i
Im k

k

 , k ∈ C′+. (22)

Значення S(k) при k ∈ iR+ отримуємо продовжуючи вираз (22) по
неперервностi.

Матричнозначна функцiя S(k) є зображенням операторнозначної
функцiї S(k) вiдносно ортогонального базису {ψ+, ψ−} простору H.
Тому, з результатiв пiдроздiлу 3 випливає, що для PT -симетричних
операторiв H з дiйсним невiд’ємним спектром матриця розсiяння S(k)
буде визначена для всiх k ∈ C+.
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5 Властивостi матриць розсiяння для PT -
симетричних операторiв

Нехай H є PT -симетричним оператором з дiйсним невiд’ємним спе-
ктром, який визначається виразом (1). За побудовою, хвильовi функцiї
fj з (12) належать до областi визначення оператора H. Тобто, їх гра-
ничнi значення fj(0±), f ′j(0±) порахованi в роздiлi 4 задовольняють
умови (3). Пiдставляючи цi значення в (3) одержуємо зв’язок коефiцi-
ентiв вiдбиття Rlk, R

r
k та проходження T lk, T

r
k матрицi розсiяння (22) з

параметрами a, b, c, d, якi характеризують оператор H в (1). Це дозво-
ляє переписати матрицю розсiяння S(k) в термiнах параметрiв a, b, c, d.
В загальному випадку, такi формули є достатньо громiздкими. Тому
розглянемо частиннi випадки.

5.1 Випадок a = d = 0, b = iγ, c = −iγ (γ ∈ R).
Вираз (1) приймає вигляд

− d2

dx2
+ iγ < δ′, · > δ +−iγ < δ, · > δ′

i вiн є PT -симетричним згiдно з (5).
Область визначення (3) для вiдповiдної PT -симетричної оператор-

ної реалiзацiї H можна переписати у виглядi

D(H) =

{
f ∈W 2

2 (R\{0}) :
f(0+) = eiβf(0−)
f ′(0+) = eiβf ′(0−)

}
, (23)

де eiβ =
2− iγ
2 + iγ

β ∈ (−π, π].

Елементарний аналiз оператора H з областю визначення (23) пока-
зує (див. наприклад подiбнi мiркування в [12, Theorem 1]), що спектр
H є дiйсним i невiд’ємним. Однак, H не є самоспряженим оператором.

Пiдставляючи значення функцiй fj(0±), f ′j(0±) з Роздiлу 4 до (23)
одержуємо системи рiвнянь

{
i(−k + kRrk) = −eiβikT rk

1 +Rrk = eiβT rk

{
ikT lk = eiβi(k − kRlk)
T lk = eiβ(1 +Rlk)
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Звiдси одержуємо розв’язання

Rrk = Rlk = − iImk
k

, T rk =
Rek
k
e−iβ , T lk =

Rek
k
eiβ .

Пiдставляючи цi величини в (22) отримуємо

S(k) =

(
0 −eiβ

−e−iβ 0

)
. (24)

Отже, матриця розсiяння S(k) є унiтарною константою на C+. У цьому
випадку, iснує самоспряжений оператор H породжений формальним
виразом (1), для якого вираз (24) буде матрицею розсiяння.

Дiйсно з [15, Theorem 4.2] робимо висновок, що необхiдною i до-
статньою умовою того щоб функцiя S(·) була матрицею розсiяння для
деякого самоспряженого оператора H з невiд’ємним спектром поро-
дженого виразом (1) є наступна умова:

(Re k)[I − S∗(k)S(k)] = i(Im k)[S∗(k)− S(k)], k ∈ C+.

Враховуючи (24), легко бачити, що ця рiвнiсть виконується. Отже,
функцiя S(·) буде також матрицею розсiяння для певного самоспря-
женого оператора.

5.2 Випадок a = c = d = 0, b = iγ (γ ∈ R).
Вираз (1) приймає вигляд

− d2

dx2
+ iγ < δ′, · > δ

i вiн є PT -симетричним згiдно з (5).
Область визначення (3) для вiдповiдної PT -симетричної оператор-

ної реалiзацiї H має вигляд

D(H) =

{
f ∈W 2

2 (R\{0}) :
f(0+) = f(0−)

f ′(0+) = eiβf ′(0−)

}
, (25)

де eiβ =
2− iγ
2 + iγ

β ∈ (−π, π].

Подiбно до попереднього випадку, спектр H є дiйсним i невiд’єм-
ним. Однак, H не є самоспряженим оператором.
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Пiдставляючи значення функцiй fj(0±), f ′j(0±) з Роздiлу 4 до (25)
одержуємо системи рiвнянь{

i(−k + kRrk) = −eiβikT rk
1 +Rrk = T rk

{
ikT lk = eiβi(k − kRlk)
T lk = 1 +Rlk

Звiдси одержуємо розв’язання

Rrk =
k − eiβk
k(1 + eiβ)

, Rlk =
eiβk − k
k(1 + eiβ)

, T rk =
2Rek

k(1 + eiβ)
, T lk =

2eiβRek
k(1 + eiβ)

.

Пiдставляючи цi величини в (22) отримуємо

S(k) = − k

Re k


k − eiβk
k(1 + eiβ)

+ i
Im k

k

2eiβRek
k(1 + eiβ)

2Rek
k(1 + eiβ)

eiβk − k
k(1 + eiβ)

+ i
Im k

k

 =

=


i tan

β

2
−1− i tan

β

2

−1 + i tan
β

2
−i tan

β

2


Матриця розсiяння S(k) є константою на C+, але ця константа не

є унiтарною матрицею. Властивiсть PT -симетричностi матрицi роз-
сiяння (11) трансформується в рiвнiсть σ1T S(k) = S(k)σ1T , де T є

оператором спряження в C2 а σ1 =

(
0 1
1 0

)
є матрицею Паулi, яка

характеризує дiю оператора P вiдносно базису (14).

6 Висновки

В данiй роботi знайдено явне зображення матриць розсiяння S(·) для
певних класiв PT -симетричних операторiв H, породжених формаль-
ним диференцiальним виразом типу Шредiнгера з сингулярними збу-
реннями нульового радiуса (1). Такi матрицi розсiяння зберiгають до-
статньо iнформацiї про оператори H, але вони не завжди мають вла-
стивостi притаманнi самоспряженому випадку. Зокрема, такi матрицi
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розсiяння є PT -симетричними (в сенсi (11)), їх значення на дiйснiй осi
не завжди будуть унiтарними матрицями.

Отриманi результати показують, що у випадку матриць розсiяння
для PT -симетричних операторiв зв’язок мiж H i S(·) є достатньо про-
зорим i математично обгрунтованим, що дозволяє розглядати i розв’я-
зувати новi задачi в теорiї розсiяння, наприклад, задачу вiдтворення
за матрицею розсiяння вiдповiдної iндефiнiтної метрики (скалярного
добутку), вiдносно якої PT -симетричний оператор H буде самоспря-
женим у просторi Крейна (у гiльбертовому просторi).

Дослiдження представленнi в цiй роботi частково пiдтриманi прое-
ктом 03-01-12 “Оберненi задачi в сучаснiй математичнiй фiзицi” спiль-
них дослiджень НАН України та СО РАН.
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