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On a class of Hörmander inner product spaces, we prove a priori estimates
of periodic solutions to Douglis–Nirenberg elliptic systems of differential
equations on the real line. An arbitrary positive function RO-varying at
infinity serves as a smoothness index for these spaces.

На класi гiльбертових просторiв Хермандера встановленi апрiорнi оцiн-
ки перiодичних розв’язкiв елiптичних за Дуглiсом–Нiренбергом систем
диференцiальних рiвнянь на прямiй. Для цих просторiв показником
гладкостi служить довiльна додатна функцiя, RO-змiнна на нескiн-
ченностi.

1 Вступ
В статтi дослiджуються властивостi перiодичних розв’язкiв елiпти-
чних за Дуглiсом–Нiренбергом систем, заданих на дiйснiй прямiй. Цi
системи складаються з лiнiйних диференцiальних рiвнянь, якi мають,
взагалi кажучи, рiзний порядок вiдносно рiзних компонент шуканої
вектор–функцiї. Їх також називають елiптичними системами мiшано-
го порядку. Клас цих систем мiстить як нормальнi системи, так i деякi
виродженi системи звичайних диференцiальних рiвнянь.

Загальнi елiптичнi системи мiшаного порядку введенi А. Дуглiсом
i Л. Нiренбергом [1]. Важливi приклади таких систем зустрiчаються в
гiдродинамiцi i теорiї пружностi [2, сс. 56, 57], акустицi [3]. Елiптичнi
за Дуглiсом–Нiренбергом системи виникають при зведеннi елiптичних
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крайових задач на межу многовиду, на якому задача розглядається [4].
Зокрема, якщо многовид двовимiрний, то отримується елiптична си-
стема звичайних диференцiальних рiвнянь, якi можна iнтерпретувати
як рiвняння з перiодичними коефiцiєнтами на прямiй.

Для елiптичних за Дуглiсом–Нiренбергом систем важливу роль вi-
дiграють двобiчнi апрiорнi оцiнки розв’язкiв у шкалах просторiв Гель-
дера нецiлого порядку i просторiв Соболєва довiльного дiйсного поряд-
ку [5]. З таких оцiнок випливають теорема про пiдвищення регуляр-
ностi розв’язкiв та властивiсть нетеровостi оператора, що вiдповiдає
елiптичнiй системi, заданiй на замкненому гладкому многовидi. Цi вла-
стивостi мають рiзнi застосування, зокрема, в теорiї елiптичних кра-
йових задач i спектральнiй теорiї диференцiальних операторiв [2, 4, 6].

У цьому зв’язку постає питання про встановлення апрiорних оцiнок
розв’язкiв елiптичних систем у шкалах функцiональних просторiв, якi
градуйованi бiльш тонко, нiж зазначенi вище. Для цих шкал iндексом
(порядком) гладкостi служить, не число, а досить довiльна додатна
вагова функцiя. Серед них значний iнтерес (з точки зору застосувань)
викликають шкали гiльбертових просторiв.

Їх важливi приклади запропонованi в [7-10] — уточнена соболєвська
шкала i розширена соболєвська шкала. Для першої iндексом гладкостi
ϕ служить довiльна радiальна функцiя, правильно змiнна на нескiн-
ченностi за Й. Караматою, а для другої — довiльна радiальна функцiя,
RO-змiнна на нескiнченностi за В. Г. Авакумовичем. Цi шкали склада-
ються з просторiв B2,ϕ = Hϕ, якi є гiльбертовим iзотропним випадком
просторiв, введених Л. Хермандером [11, п. 2.2] та Л. Р. Волевичем
i Б. П. Панеяхом [12, § 2]. Вказанi шкали мають важливу власти-
вiсть — вони отримуються шляхом iнтерполяцiї з функцiональним па-
раметром пар гiльбертових просторiв Соболєва. Уточнена соболєвська
шкала вужча за розширену та бiльш тiсно пов’язана з соболєвською
шкалою.

На уточнену соболєвську шкалу перенесена у повному обсязi кла-
сична ("соболєвська") теорiя елiптичних систем i елiптичних крайових
задач [8, 9]. Для розширеної соболєвської шкали є лише окремi резуль-
тати [13–19]. Вiдмiтимо, що остання складається з усiх гiльбертових
просторiв, iнтерполяцiйних вiдносно гiльбертової соболєвської шкали.
(Ця властивiсть випливає з iнтерполяцiйної теореми В. I. Овчинникова
[20, с. 511].) Тому можна очiкувати, що ця шкала виявиться корисною
i ефективною в теорiї елiптичних операторiв.



Про оцiнки перiодичних розв’язкiв елiптичних систем на прямiй 187

Зауважимо, що простори Хермандера, Волевича–Панеяха i рiзнi їх
аналоги, якi iменують просторами узагальненої гладкостi, є предме-
том багатьох дослiджень як самi по собi, так i з точки зору застосу-
вань (див. недавнi монографiї [21–24], статтi [25–27] та наведену в них
лiтературу).

Мета цiєї статтi — встановити для розширеної соболєвської шкали
двобiчнi апрiорнi оцiнки перiодичних розв’язкiв довiльної елiптичної
за Дуглiсом–Нiренбергом системи диференцiальних рiвнянь на дiйснiй
прямiй. На вiдмiну вiд [19] цi оцiнки будуть представленi у термiнах
властивостей коефiцiєнтiв Фур’є розв’язкiв.

Стаття складається з шести пунктiв. Пункт 1 є вступ. У п. 2 наве-
дено означення елiптичної за Дуглiсом–Нiренбергом системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь, необхiдних функцiональних просторiв
i сформульований основний результат — двобiчна апрiорна оцiнка. У
п. 3 наведено приклади одновимiрних елiптичних систем. Пункт 4 мi-
стить потрiбнi у подальшому факти теорiї iнтерполяцiї абстрактних
гiльбертових просторiв. Основний результат доведено у п. 5. Останнiй
п. 6 мiстить висновки до роботи.

2 Постановка задачi i результат
Нехай на дiйснiй прямiй R задано систему p ≥ 2 лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь з 2π–перiодичними коефiцiєнтами

p∑
k=1

Aj,k(x,D)uk(x) = fj(x), j = 1, . . . , p. (1)

Тут x є дiйсний аргумент, а всi

Aj,k(x,D) :=

qj,k∑
q=0

a
(q)
j,k(x)

dq

dxq

є скалярнi лiнiйнi диференцiальнi вирази порядку qj,k. Їх коефiцiєнти
a
(q)
j,k(x) належать до C∞2π(R), де C∞2π(R) позначає лiнiйний простiр усiх

нескiнченно диференцiйовних перiодичних функцiй h : R → C, якi
мають перiод 2π.

Правi частини fj i розв’язки uk системи (1) розглядаються в фун-
кцiональному класi D′2π(R). Тут i далi D′2π(R) — топологiчний простiр
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усiх перiодичних комплекснозначних розподiлiв (узагальнений фун-
кцiй) на R, якi мають перiод 2π.

Запишемо систему (1) у виглядi Au = f , де A := (Aj,k(x,D))pj,k=1 є
матричний диференцiальний оператор, а

u := col(u1, . . . , up) i f := col(f1, . . . , fp)

є функцiональнi стовпцi.
Далi припускаємо, що система (1) елiптична на осi R за Дуглiсом–

Нiренбергом, тобто iснують цiлi числа l1, . . . , lp i m1, . . . ,mp такi, що
виконуються наступнi двi умови:

(i) порядок qj,k ≤ lj +mk для всiх j, k ∈ {1, . . . , p};

(ii) визначник det
(
a
(lj+mk)
j,k (x)

)p
j,k=1

6= 0 для кожної точки x ∈ R; при

цьому покладаємо a(lj+mk)j,k (x) ≡ 0, якщо qj,k < lj +mk.

Зауваження 1. Величини l1, . . . , lp i m1, . . . ,mp називають числами
Дуглiса–Нiренберга, що вiдповiдають елiптичнiй системi (1). Для них
умова (ii) є одновимiрний випадок умови елiптичностi за Дуглiсом–
Нiренбергом систем диференцiальних рiвнянь, заданих в Rn (див., на-
приклад, монографiї [4, п. 9.2] або [28, с. 175]). Системи, якi задоволь-
няють цю умову, називають також елiптичними системами мiшаного
порядку.

Введемо перiодичнi функцiональнi простори Hϕ
2π(R), в яких будуть

дослiдженi властивостi розв’язкiв системи (1). Показником гладко-
стi для цих просторiв служить довiльний функцiональний параметр
ϕ ∈ RO. Тут i далi RO позначає клас усiх вимiрних за Борелем фун-
кцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), для яких iснують числа α > 1 i c ≥ 1 такi,
що

c−1 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c для всiх t ≥ 1, λ ∈ [1, α]

(сталi α i c можуть залежати вiд ϕ ∈ RO). Цi функцiї називають RO
(або OR)-змiнними на нескiнченностi. Клас RO-змiнних функцiй вве-
дений В. Г. Авакумовичем в 1936 р. i достатньо повно вивчений (див.
монографiї [29, сс. 86–99] i [30, пп. 2.0–2.2]).

Нехай ϕ ∈ RO. За означенням, лiнiйний простiрHϕ
2π(R) складається

з усiх перiодичних розподiлiв g ∈ D′2π(R) таких, що їх коефiцiєнти
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Фур’є cr(g) задовольняють умову

∞∑
r=−∞

ϕ2(〈r〉) |cr(g)|2 <∞.

Тут cr(g) := (g, hr) для кожного r ∈ Z, де hr(x) := (2π)−1eirx при
x ∈ R, а (·, ·) є продовженням за неперервнiстю скалярного добутку в
просторi L2(0, 2π). Окрiм того, 〈r〉 := (1 + r2)1/2 є згладжений модуль
числа r.

У лiнiйному просторi Hϕ
2π(R) означений скалярний добуток розпо-

дiлiв g1 i g2 за формулою

(g1, g2)ϕ :=

∞∑
r=−∞

ϕ2(〈r〉) cr(g1) cr(g2).

Вiн породжує норму ‖g‖ϕ := (g, g)
1/2
ϕ . Цей простiр гiльбертiв.

У важливому випадку, коли ϕ(t) ≡ ts для деякого s ∈ R, простiр
Hϕ

2π(R) позначається через H(s)
2π (R) i стає перiодичним соболєвським

простором порядку s [6, с. 33].

Зауваження 2. Простiр Hϕ
2π(R) є перiодичний одновимiрний ана-

лог (у гiльбертовому випадку) просторiв, систематично дослiджених
Л. Хермандером [11, п. 2.2] та Л. Р. Волевичем i Б. П. Панеяхом [12,
§ 2] (див. також [31, п. 10.1]). Вiдмiтимо, що Hϕ

2π(R) тiсно пов’язаний з
просторами перiодичних дiйсних функцiй, розглянутих О. I. Степан-
цем (див. [32, гл. 1, § 7] i [33, ч. 1, гл. 3, п. 7.1]).

Клас гiльбертових функцiональних просторiв {Hϕ
2π(R) : ϕ ∈ RO} є

перiодичним аналогом розширеної соболєвської шкали на дiйснiй осi
[10].

Сформулюємо основний результат статтi. Означимо функцiональ-
ний параметр %(t) := t при t ≥ 1. Звiсно, ϕ ∈ RO ⇔ %sϕ ∈ RO, де
s ∈ R.

Теорема. Нехай довiльно вибрано два параметра: функцiональний
ϕ ∈ RO i числовий α > 0. Для них iснують числа c1 = c1(ϕ) > 0
i c2 = c2(ϕ, α) > 0, c3 = c3(ϕ, α) ≥ 0 такi, що для довiльних вектор–
функцiй u, f ∈ (D′2π(R))p, якi задовольняють систему Au = f на R,



190 Т.М. Зiнченко

виконуються оцiнки:
p∑
j=1

‖fj‖ϕρ−lj ≤ c1
p∑
k=1

‖uk‖ϕρmk , (2)

p∑
k=1

‖uk‖ϕρmk ≤ c2
p∑
j=1

‖fj‖ϕρ−lj + c3

p∑
k=1

‖uk‖ϕρmk−α . (3)

Зауваження 3. В оцiнцi (3) можна узяти c3 := 0, якщо

N :=
{
w ∈ (C∞2π(R))p : Aw = 0 на R

}
є нуль-простiр.

3 Приклади
Наведемо приклади елiптичних за Дуглiсом–Нiренбергом систем ди-
ференцiальних рiвнянь, заданих на дiйснiй осi. Оскiльки системи, що
складаються з диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв, зводяться до
систем рiвнянь першого порядку, то обмежимося останнiми.

Приклад 1. Нормальна система диференцiальних рiвнянь

u′j +

p∑
k=1

aj,k(x)uk = fj(x), j = 1, . . . , p.

Вона є елiптичною за Дуглiсом–Нiренбергом за умови вибору чисел
l1 = . . . = lp = 0 i m1 = . . . = mp = 1. Тодi матриця

(
a
(lj+mk)
j,k (x)

)p
j,k=1

одинична. Будь-яка система, що зводиться до нормальної шляхом еквi-
валентних лiнiйних перетворень, є також елiптичною за Дуглiсом–
Нiренбергом для тих же самих чисел lj i mk.

Якщо система диференцiальних рiвнянь не є нормальною, то при
дослiдженнi її на елiптичнiсть числа l1, . . . , lp та/або m1, . . . ,mp слiд
вибирати неоднаковими.

Приклад 2. Розглянемо систему трьох диференцiальних рiвнянь

a
(1)
1,1u

′
1 + a

(0)
1,1u1 + a

(0)
1,2u2 + a

(0)
1,3u3 = f1,

a
(1)
2,1u

′
1 + a

(0)
2,1u1 + a

(0)
2,2u2 + a

(0)
2,3u3 = f2,

a
(1)
3,1u

′
1 + a

(0)
3,1u1 + a

(1)
3,2u

′
2 + a

(0)
3,2u2 + a

(1)
3,3u

′
3 + a

(0)
3,3u3 = f3.
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Тут усi коефiцiєнти змiннi: a(q)j,k = a
(q)
j,k(x). Ця система не є нормальною.

Дослiдимо її на елiптичнiсть.
Якщо покласти lj = 0 i mk = 1 для всiх j, k ∈ {1, 2, 3}, то

(
a
(lj+mk)
j,k

)p
j,k=1

=

a
(1)
1,1 0 0

a
(1)
2,1 0 0

a
(1)
3,1 a

(1)
3,2 a

(1)
3,3

 .

Ця матриця вироджена i тому система не є елiптичною за Дуглiсом–
Нiренбергом для зробленого вибору чисел lj i mk.

Проте, якщо узяти l1 = l2 = 0, l3 = 1 i m1 = 1, m2 = m3 = 0, то

(
a
(lj+mk)
j,k

)p
j,k=1

=

a
(1)
1,1 a

(0)
1,2 a

(0)
1,3

a
(1)
2,1 a

(0)
2,2 a

(0)
2,3

0 a
(1)
3,2 a

(1)
3,3

 .

Ця матриця невироджена, зокрема, коли

(
a
(lj+mk)
j,k

)p
j,k=1

=

1 a
(0)
1,2 0

1 0 a
(0)
2,3

0 a
(1)
3,2 a

(1)
3,3

 ,

a
(0)
2,3a

(1)
3,2 + a

(0)
1,2a

(1)
3,3 6= 0 на R.

У цьому випадку система елiптична за Дуглiсом–Нiренбергом. Вiдмi-
тимо, що тут можлива ситуацiя, коли коефiцiєнти a

(0)
1,2 та a(0)2,3 дорiв-

нюють нулю на множинах, що не перетинаються. (Тодi не можна u2 i
u3 виразити через u1 в перших двох рiвняннях системи i звести її до
одного рiвняння другого порядку вiдносно u1 на всiй осi R.)

4 Допомiжнi абстрактнi результати
Наведемо тут означення iнтерполяцiї з функцiональним параметром
пар абстрактних гiльбертових просторiв i деякi її важливi властиво-
стi (див., наприклад, монографiю [8, п. 1.1], де цi питання викладенi
систематично). Вони будуть використанi в доведеннi основного резуль-
тату статтi. Для наших цiлей достатньо обмежитися сепарабельними
просторами.
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Нехай задана упорядкована пара X := [X0, X1] сепарабельних ком-
плексних гiльбертових просторiв X0 i X1 така, що виконується непе-
рервне i щiльне вкладення X1 ↪→ X0. Пару X називаємо припустимою.
Для неї iснує iзометричний iзоморфiзм J : X1 ↔ X0 такий, що J є са-
моспряженим додатно визначеним оператором у просторi X0 з обла-
стю визначення X1. Оператор J визначається парою X однозначно;
вiн називається породжуючим оператором для X.

Позначимо через B множину всiх вимiрних за Борелем функцiй
ψ : (0,∞) → (0,∞), якi вiдокремленi вiд нуля на кожнiй множинi
[r,∞) i обмеженi на кожному вiдрiзку [a, b], де r > 0 i 0 < a < b <∞.

Нехай ψ ∈ B. У просторi X0 означений оператор ψ(J) як функцiя
ψ вiд самоспряженого оператора J . Позначимо через [X0, X1]ψ або,
коротше, Xψ область визначення оператора ψ(J), надiлену скалярним
добутком

(w1, w2)Xψ := (ψ(J)w1, ψ(J)w2)X0

i вiдповiдною нормою ‖w‖Xψ = (w,w)
1/2
Xψ

. Простiр Xψ гiльбертiв i
сепарабельний, причому виконується неперервне i щiльне вкладення
Xψ ↪→ X0.

Функцiю ψ ∈ B називаємо iнтерполяцiйним параметром, якщо для
довiльних припустимих пар X = [X0, X1], Y = [Y0, Y1] гiльбертових
просторiв i для будь-якого лiнiйного вiдображення T , заданого на X0,
виконується наступне. Якщо при кожному j ∈ {0, 1} звуження вiд-
ображення T на простiр Xj є обмеженим оператором T : Xj → Yj ,
то i звуження вiдображення T на простiр Xψ є обмеженим операто-
ром T : Xψ → Yψ. Тодi будемо говорити, що простiр Xψ отримано
iнтерполяцiєю з функцiональним параметром ψ пари X.

Функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром тодi i тiльки тодi,
коли вона псевдоугнута в околi нескiнченностi, тобто ψ(t) � ψ1(t) при
t� 1 для деякої додатної угнутої функцiї ψ1(t). (Як звичайно, ψ � ψ1

означає обмеженiсть обох вiдношень ψ/ψ1 i ψ1/ψ на вказанiй множинi.)
Цей фундаментальний результат випливає з теореми Ж. Петре [34]
про опис усiх iнтерполяцiйних функцiй додатного степеня (див. також
монографiї [35, п. 5.4] i [8, п. 1.1.9]).

Важливо, що при iнтерполяцiї просторiв успадковується не лише
обмеженiсть, але й нетеревiсть лiнiйних операторiв при деяких дода-
ткових умовах. Сформулюємо цей результат стосовно розглянутого
нами методу iнтерполяцiї [8, п. 1.1.7].

Твердження 1. Нехай X = [X0, X1] i Y = [Y0, Y1] є припустимi пари
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гiльбертових просторiв. Нехай, окрiм того, на X0 означене лiнiйне
вiдображення T таке, що його звуження на кожний з просторiв Xj,
де j ∈ {0, 1}, задає обмеженi нетеровi оператори T : Xj → Yj, якi
мають спiльне ядро i однаковий iндекс. Тодi для довiльного iнтер-
поляцiйного параметра ψ ∈ B обмежений оператор T : Xψ → Yψ є
нетерiв з тими ж самими ядром i iндексом, а його область значень
є Yψ ∩ T (X0).

Нагадаємо, що лiнiйний обмежений оператор T : X → Y , де X,Y
є банаховi простори, називають нетеровим, якщо його ядро kerT i ко-
ядро Y/T (X) обидва скiнченновимiрнi. Якщо оператор T нетерiв, то
його область значень T (X) замкнена у просторi Y , а iндекс

indT := dimkerT − dim(Y/T (X))

скiнченний.
У доведеннi нам доведеться iнтерполювати ортогональнi суми гiль-

бертових просторiв. При цьому буде використана наступна властивiсть
iнтерполяцiї [8, п.1.1.5].

Твердження 2. Нехай задано скiнченне число припустимих пар
[X

(k)
0 , X

(k)
1 ] гiльбертових просторiв, де k = 1, . . . , p. Тодi для довiль-

ного функцiонального параметра ψ ∈ B справедливо[ p⊕
k=1

X
(k)
0 ,

p⊕
k=1

X
(k)
1

]
ψ

=

p⊕
k=1

[
X

(k)
0 , X

(k)
1

]
ψ

з рiвнiстю норм.

5 Доведення
Теорема вiрна у соболєвському випадку, коли ϕ(t) ≡ ts i s ∈ R. Так,
апрiорнi оцiнки (2) i (3) негайно випливають з вiдомих [6, с. 52] власти-
востей елiптичних за Дуглiсом–Нiренбергом систем, заданих на зам-
кненому многовидi класу C∞ довiльної вимiрностi n ≥ 1. При цьому
систему (1) з 2π-перiодичними коефiцiєнтами трактуємо як таку, що
задана на одиничному колi, i беремо n = 1.

У загальнiй ситуацiї виведемо теорему за допомогою iнтерполяцiї
з функцiональним параметром пар соболєвських просторiв. Для цього
знадобиться наступний результат.
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Лема. Нехай заданi функцiя ϕ ∈ RO i дiйснi числа s0, s1 такi, що
s0 < σ0(ϕ) i s1 > σ1(ϕ). Покладемо

ψ(t) :=

{
t−s0/(s1−s0) ϕ(t1/(s1−s0)) при t ≥ 1,

ϕ(1) при 0 < t < 1.
(4)

Тодi функцiя ψ ∈ B є iнтерполяцiйним параметром i[
H

(s0)
2π (R), H(s1)

2π (R)
]
ψ
= Hϕ

2π(R) (5)

з рiвнiстю норм.

Тут σ0(ϕ) i σ1(ϕ) є вiдповiдно нижнiй i верхнiй iндекси Матушев-
ської функцiї ϕ ∈ RO. Нагадаємо їх означення [30, п. 2.1.2]. Для кожної
функцiї ϕ ∈ RO iснують числа s0, s1 ∈ R, s0 ≤ s1, i c0, c1 ≥ 1 такi, що

c0λ
s0 ≤ ϕ(λt)

ϕ(t)
≤ c1λs1 для всiх t, λ ≥ 1. (6)

За означенням,

σ0(ϕ) := sup {s0 ∈ R : вiрна лiва нерiвнiсть в (6)},
σ1(ϕ) := inf {s1 ∈ R : вiрна права нерiвнiсть в (6)}.

Вiдмiтимо, що з формули (6) при t = 1 випливають неперервнi вкла-
дення

H
(s1)
2π (R) ↪→ Hϕ

2π(R) ↪→ H
(s0)
2π (R) при s1 > σ1(ϕ), s0 < σ0(ϕ).

Доведення леми. Той факт, що функцiя ψ належить до B i є
iнтерполяцiйним параметром встановлений в [13, теорема 2]. Доведемо
рiвнiсть (5).

Пара соболєвських просторiв

X :=
[
H

(s0)
2π (R), H(s1)

2π (R)
]

(7)

є припустимою. Для неї породжуючий оператор, задається формулою

J : g =

∞∑
r=−∞

cr(g)hr 7→
∞∑

r=−∞
〈r〉s1−s0cr(g)hr,
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де g ∈ H(s1)
2π (R).

Справдi, для довiльного g ∈ H(s1)
2π (R) маємо:

‖Jg‖2(s0) =
∞∑

r=−∞
〈r〉2s0 |cr(Jg)|2 =

=

∞∑
r=−∞

〈r〉2s0〈r〉2(s1−s0)|cr(g)|2 = ‖g‖2(s1).

Тут i далi ‖ · ‖(sj) i (·, ·)(sj) є норма i скалярний добуток у соболєв-
ському просторi H(sj)

2π (R). Отже, оператор J встановлює iзометричний
iзоморфiзм

J : H
(s1)
2π (R)↔ H

(s0)
2π (R). (8)

Тут обернений оператор до J задається формулою

J−1 : v =

∞∑
r=−∞

cr(v)hr 7→
∞∑

r=−∞
〈r〉s0−s1cr(v)hr,

де v ∈ H(s0)
2π (R). Окрiм того, для довiльного g ∈ H(s1)

2π (R) вiрно

(Jg, g)(s0) =

∞∑
r=−∞

〈r〉2s0 cr(Jg) cr(g) =

=

∞∑
r=−∞

〈r〉2s0 〈r〉s1−s0 cr(g) cr(g) ≥ ‖g‖2(s0).

Отож, J є додатно визначений оператор у гiльбертовому просторi
H

(s0)
2π (R), заданий на щiльному многовидi H(s1)

2π (R), причому J ≥ 1,
де 1 — тотожний оператор. Звiдси з урахуванням (8) випливає, що
оператор J самоспряжений в H(s0)

2π (R). Таким чином, J є породжую-
чий оператор для пари (7).

Застосувавши спектральну теорему до самоспряженого оператора
J ≥ 1 у просторi H(s0)

2π (R), опишемо функцiю ψ вiд J . Розглянемо
iзометричний iзоморфiзм I : H

(s0)
2π (R) ↔ L2(Z, µ), який кожному роз-

подiлу g ∈ H
(s0)
2π (R) ставить у вiдповiднiсть послiдовнiсть (cr(g))r∈Z

його коефiцiєнтiв Фур’є. Тут дискретна мiра µ означена за формулою
µ({r}) := 〈r〉2s0 для кожного r ∈ Z. Цей iзоморфiзм зводить J до опе-
ратора множення на функцiю 〈r〉s1−s0 дискретного аргументу r ∈ Z.
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Тому зазначений iзоморфiзм зводить ψ(J) до оператора множення на
функцiю ψ(〈r〉s1−s0), яка дорiвнює 〈r〉−s0ϕ(〈r〉) в силу (4).

Отже,

Xψ :=
[
H

(s0)
2π (R), H(s1)

2π (R)
]
ψ
= Domψ(J) =

=
{
g ∈ H(s0)

2π (R) :
(
〈r〉−s0ϕ(〈r〉) cr(g)

)
r∈Z ∈ L2(Z, µ)

}
= Hϕ

2π(R).

Окрiм того, для довiльного розподiлу g ∈ Xψ маємо

‖g‖Xψ =‖ψ(J)g‖(s0) = ‖Iψ(J)g‖L2(Z,µ)

=‖ (〈r〉−s0ϕ(〈r〉) cr(g))r∈Z ‖L2(Z,µ) = ‖g‖ϕ.

Лема доведена.

Доведення теореми. Спочатку за допомогою iнтерполяцiї з фун-
кцiональним параметром покажемо, що вiдображення

u 7→ Au, де u ∈ (D′2π(R))p, (9)

задає обмежений i нетерiв оператор

A :

p⊕
k=1

Hϕρmk
2π (R)→

p⊕
j=1

Hϕρ−lj

2π (R). (10)

Звiдси випливатимуть потрiбнi апрiорнi оцiнки (2) i (3).
Виберемо числа s0 < σ0(ϕ) i s1 > σ1(ϕ). Згiдно з вiдомою теорiєю

елiптичних матричних операторiв на замкненому многовидi у просто-
рах Соболєва [6, п. 3.2 b], вiдображення (9) задає обмеженi нетеровi
оператори

A :

p⊕
k=1

H
(sr+mk)
2π (R)→

p⊕
j=1

H
(sr−lj)
2π (R) (11)

для кожного r ∈ {0, 1}. Вони мають спiльне ядро N ⊂ (C∞2π(R))p i одна-
ковий iндекс. (При цьому систему (1) трактуємо як таку, що задана на
одиничному колi.)

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою (4). Згiдно
з твердженням 1 обмеженiсть i нетеровiсть обох операторiв (11) при
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r ∈ {0, 1} тягне за собою наступне. Вiдображення (9) задає обмежений
i нетерiв оператор

A :

[ p⊕
k=1

H
(s0+mk)
2π (R),

p⊕
k=1

H
(s1+mk)
2π (R)

]
ψ

→
[ p⊕
j=1

H
(s0−lj)
2π (R),

p⊕
j=1

H
(s1−lj)
2π (R)

]
ψ

.

(12)

Тут в силу твердження 2 i леми 1 маємо:[ p⊕
k=1

H
(s0+mk)
2π (R),

p⊕
k=1

H
(s1+mk)
2π (R)

]
ψ

=

=

p⊕
k=1

[
H

(s0+mk)
2π (R), H(s1+mk)

2π (R)
]
ψ
=

p⊕
k=1

Hϕρmk
2π (R)

(13)

та [ p⊕
j=1

H
(s0−lj)
2π (R),

p⊕
j=1

H
(s1−lj)
2π (R)

]
ψ

=

=

p⊕
j=1

[
H

(s0−lj)
2π (R), H(s1−lj)

2π (R)
]
ψ
=

p⊕
j=1

Hϕρ−lj

2π (R).
(14)

Зауважимо, що друга рiвнiсть в (13) є вiрною на пiдставi леми, оскiль-
ки s0 +mk < σ0(ϕρ

mk) i s1 +mk > σ1(ϕρ
mk), а функцiональний пара-

метр ψ задовольняє формулу (4), якщо в нiй замiнити s0 на s0 +mk,
s1 на s1+mk i ϕ на ϕρmk . Аналогiчно, друга рiвнiсть в (14) є правиль-
ною в силу леми, оскiльки s0 − lj < σ0(ϕρ

−lj ) i s1 − lj > σ1(ϕρ
−lj ), а

ψ задовольняє формулу (4), якщо в нiй замiнити s0 на s0 − lj , s1 на
s1 − lj i ϕ на ϕρ−lj .

На пiдставi рiвностей (13) i (14) робимо висновок, що обмежений
нетерiв оператор (12) дiє у парi просторiв (10). Скiнченновимiрний
простiр N є ядром цього оператора.

Перейдемо до виводу апрiорних оцiнок (2) i (3). Перша з них еквi-
валентна обмеженостi оператора (10). Встановимо другу оцiнку.

Для зручностi позначимо

X :=

p⊕
k=1

Hϕρmk
2π (R), Y :=

p⊕
j=1

Hϕρ−lj

2π (R), Z :=

p⊕
k=1

Hϕρmk−α

2π (R).
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Обмежений нетерiв оператор (10) канонiчним чином породжує iзомор-
фiзм

A : X/N ↔ A(X ). (15)
Тут A(X ) є пiдпростiр простору Y. Отже, для довiльного u ∈ X маємо

inf
{
‖u+ w‖X : w ∈ N

}
≤ c ‖Au‖Y , (16)

де c є норма оператора, оберненого до iзоморфiзму (15). Оскiльки про-
стiр N скiнченновимiрний, то в ньому усi норми еквiвалентнi, зокрема,
норми в просторах X i Z. Тому iснує число c0 > 0 таке, що

‖w‖X ≤ c0‖w‖Z для всiх w ∈ N.

Окрiм того,

‖w‖Z ≤ ‖u+ w‖Z + ‖u‖Z ≤ ‖u+ w‖X + ‖u‖Z .

З останнiх двох формул випливає, що

‖u‖X ≤ ‖u+ w‖X + ‖w‖X ≤ (c0 + 1)‖u+ w‖X + c0‖u‖Z .

Перейдемо тут до iнфiмуму по всiм w ∈ N i скористаємося нерiвнiстю
(16). Отримаємо нерiвнiсть

‖u‖X ≤ c(c0 + 1)‖Au‖Y + c0‖u‖Z .

Звiсно, вона еквiвалентна потрiбнiй нам оцiнцi (3).
Теорема доведена.

Обгрунтуємо зауваження 3. Нехай N = {0}; тодi нетерiв оператор
(10) встановлює iзоморфiзм A : X ↔ A(X ), де A(X ) є пiдпростiр в Y.
Отже, iснує число c > 0 таке, що ‖u‖X ≤ c‖Au‖Y для довiльного u ∈ X .
Це i значить, що оцiнка (3) виконується при c3 := 0.

6 Висновки
В статтi дослiджена довiльна елiптична за Дуглiсом–Нiренбергом си-
стема диференцiальних рiвнянь (1) на прямiй з перiодичними нескiн-
ченно гладкими коефiцiєнтами. Встановленi новi апрiорнi оцiнки (2) i
(3) узагальнених перiодичних розв’язкiв цiєї системи. Отриманий ре-
зультат поширює вiдомi апрiорнi оцiнки [6, с. 52] на клас просторiв
{Hϕ

2π(R) : ϕ ∈ RO}, який мiстить у собi гiльбертову шкалу перiоди-
чних просторiв Соболєва.

Авторка вдячна О. О. Мурачу за керiвництво роботою.
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