
Збiрник праць Iн-ту математики НАН України 2013, том 10, N 2, 60–70

УДК 517.9+531.19+530.145

М.С. Боровченкова

(Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка)

Iснування розв’язку задачi Кошi для
рiвняння Енскоґа з дисипативним
розсiянням
borovchenkova@ukr.net

For the corresponding initial data from the space of integrable functions
the existence theorem of strong and weak solutions of the Cauchy problem
of the non-Markovian Enskog kinetic equation for granular gases is proved.
For such Cauchy problem the existence of a weak solution in the extended
sense is also established.

Для вiдповiдних початкових даних з простору iнтегрованих функцiй
доведено теорему про iснування сильного та слабкого розв’язкiв задачi
Кошi для немаркiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа ґранульованих
газiв. Для такої задачi Кошi також встановлено iснування слабкого
розв’язку в узагальненому сенсi.

1 Вступ
Як вiдомо, в останнiй час в теорiї нелiнiйних кiнетичних рiвнянь, зо-
крема для рiвняння Больцмана, встановлено цiлий ряд результатiв про
iснування розв’язкiв в рiзноманiтних функцiональних просторах [1]-
[3]. В той же час залишається вiдкритою проблема дослiдження кiне-
тичних рiвнянь для систем багатьох частинок з дисипативною взає-
модiєю [4],[5], якими описується нерiвноважна колективна поведiнка
ґранульованих газiв (сипучих речовин)[6].

Загально прийнятою динамiчною системою, яка описує типовi ста-
тистичнi властивостi ґранульованих газiв, є система багатьох твердих
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куль з непружним розсiянням [4],[6],[7]. В сучасних працях з теорiї ґра-
нульованих газiв [4],[6] в основу опису еволюцiї станiв твердих куль з
дисипативною взаємодiєю покладено апрiорi сформульованi кiнетичнi
рiвняння типу Больцмана або Енскоґа.

В статтi [8] було обґрунтовано немаркiвське кiнетичне рiвняння Ен-
скоґа, яким описується еволюцiя станiв одновимiрних ґранульованих
газiв в спосiб, еквiвалентний до iєрархiї рiвнянь ББҐКI для маргiналь-
них функцiй розподiлу твердих куль з непружним розсiянням.

Мета даної роботи полягає в побудовi розв’язку задачi Кошi для
немаркiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа для багатовимiрних ґра-
нульованих газiв в просторi iнтегрованих функцiй. З цiєю метою в
наступному роздiлi розглянуто задачу Кошi для немаркiвського кiне-
тичного рiвняння Енскоґа ґранульованих газiв та наведено основний
результат роботи. В третьому роздiлi для вiдповiдних початкових да-
них з простору iнтегрованих функцiй доведено теорему про iснування
сильного та слабкого розв’язкiв сформульованої задачi Кошi. В остан-
ньому роздiлi введено поняття слабкого розв’язку в узагальненому сен-
сi для задачi Кошi для немаркiвського рiвняння Енскоґа з непружним
розсiянням i доведено його iснування.

2 Задача Кошi для рiвняння Енскоґа з
непружним розсiянням

Розглянемо при t ≥ 0 абстрактну задачу Кошi для немаркiвського
кiнетичного рiвняння Енскоґа з непружним розсiянням [8] в просторi
iнтегрованих функцiй L1(R3 × R3):

∂

∂t
F1(t, x1) = −〈p1,

∂

∂q1
〉F1(t, x1) + σ2

∫
R3×S2+

dp2dη〈η, (p1 − p2)〉 (1)

×
( 1

(1− 2ε)2
F2(t, q1, p

�
1, q1 − ση, p�2|F1(t, x1))−

−F2(t, x1, q1 + ση, p2|F1(t, x1))
)
,

F1(t, x1)|t=0 = F 0
1 (x1), (2)

де x1 ≡ (q1, p1) ∈ R3 × R3 – фазовi координати твердої кулi одинич-
ної маси з дiаметром σ > 0, коефiцiєнт ε > 0 характеризує величину
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непружностi розсiяння твердих куль, символом 〈·, ·〉 позначено скаляр-
ний добуток, S2

+
.
= {η ∈ R3 | |η| = 1, 〈η, (pj1 − pj2)〉 ≥ 0} i для значень

швидкостей твердих куль до зiткнення використано такi позначення:

p�1 = p1 −
1− ε
1− 2ε

η〈η, (p1 − p2)〉,

p�2 = p2 +
1− ε
1− 2ε

η〈η, (p1 − p2)〉.

Iнтеграл зiткнень кiнетичного рiвняння (1) визначається маргiналь-
ним функцiоналом стану F2

(
t, x1, x2 | F1(t)

)
, яким в термiнах одно-

частинкової маргiнальної функцiї розподiлу описуються всi можливi
парнi кореляцiї твердих куль з непружним розсiянням. В загальному
випадку маргiнальнi функцiонали стану зображуються такими роз-
кладами [9]:

Fs
(
t, x1, . . . , xs | F1(t)

) .
= (3)

.
=

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dxs+1 . . . dxs+nV1+n(t, {Y }, X \ Y )

s+n∏
i=1

F1(t, xi),

де використано такi позначення: {Y } – множина, яка складається з
одного елементу Y ≡ (1, . . . , s), тобто |{Y }| = 1, ({Y }, X\Y ) ≡ ({Y }, s+
1, . . . , s+n), та твiрнi еволюцiйнi операториV1+n(t, {Y }, X\Y ), n ≥ 0, в
загальному випадку визначенi в роботi [8]. Наведемо приклади твiрних
операторiв V1+n(t), n ≥ 0:

V1(t, {Y }) = Â1(t, {Y }) .
= S∗s (t, 1, . . . , s)XR3(s+n)\Ws+n

s∏
i=1

S∗1 (t, i)−1,

V2(t, {Y }, s+ 1) = Â2(t, {Y }, s+ 1)− Â1(t, {Y })
s∑

i1=1

Â2(t, i1, s+ 1),

де напiвгрупа операторiв S∗n(t, 1, . . . , n) є спряженою до напiвгрупи
операторiв твердих куль з непружним розсiянням Sn(t, 1, . . . , n), яка
визначається як оператор зсуву аргументiв функцiй вздовж фазових
траєкторiй твердих куль [7], XR3(s+n)\Ws+n

– характеристична функцiя
дозволених конфiгурацiй системи [10] та введено кумулянти розсiяння:

Â1+n(t, {Y }, X \ Y )
.
= A∗1+n(t, {Y }, X \ Y )XR3(s+n)\Ws+n

s+n∏
i=1

A∗1(t, i)−1,
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якi визначаються кумулянтами напiвгруп операторiв твердих куль з
непружним розсiянням:

A∗1+n(t, {Y }, X \ Y ) = (4)

=
∑

P: ({Y },X\Y )=
⋃

iXi

(−1)|P|−1(|P| − 1)!
∏
Xi⊂P

S∗|θ(Xi)|(t, θ(Xi)).

В формулi (4) використано такi позначення:
∑

P – сума по всiм можли-
вим розбиттям P множини ({Y }, X \ Y ) на |P| непорожнiх пiдмножин
Xi ∈ ({Y }, X \Y ), якi попарно не перетинаються, вiдображення декла-
стеризацiї θ визначається такою формулою: θ({Y }, X \ Y ) = X.

Якщо ‖F1(t)‖L1(R3×R3) < e−(3s+2), ряд (3) є збiжним за нормою про-
стору L1(R3s×R3s) для t ≥ 0, i таким чином, ряд, яким зображується
iнтеграл зiткнень кiнетичного рiвняння (1), збiгається в тому ж сенсi
за такої умови: ‖F1(t)‖L1(R3×R3) < e−8 [9].

Зазначимо, що типовi властивостi розв’язку немаркiвського кiне-
тичного рiвняння Енскоґа з непружним розсiянням iндукуються вла-
стивостями твiрних еволюцiйних операторiв iнтегралу зiткнень цього
рiвняння.

Для задачi Кошi (1),(2) в просторi L1(R3 × R3) справедливе таке
твердження.

Теорема 1 Якщо t ≥ 0, глобальний розв’язок задачi Кошi для немар-
кiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа з непружним розсiянням
(1),(2) визначається таким рядом:

F1(t, x1) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n

dx2 . . . dxn+1 A
∗
1+n(t, 1, . . . , n+ 1) (5)

×XR3(1+n)\W1+n

n+1∏
i=1

F 0
1 (xi),

де твiрний оператор A∗1+n(t), n ≥ 0 – кумулянт (1 + n)-го порядку
(4). За умови ‖F 0

1 ‖L1(R3×R3) < e−10(1+e−9)−1, для F 0
1 ∈ L1

0(R3×R3) ⊂
L1(R3 × R3), тобто для нескiнченно диференцiйованих iнтегрованих
функцiй з компактними носiями, рядом (5) зображується сильний
розв’язок, а для довiльних початкових даних F 0

1 ∈ L1(R3×R3) функцiя
(5) є слабким розв’язком задачi Кошi (1),(2).
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3 Доведення теореми iснування
Для F 0

1 ∈ L1(R3 ×R3) ряд (5) є збiжним по нормi простору iнтегрова-
них функцiй L1(R3 × R3) за умови: ‖F 0

1 ‖L1(R3×R3) < e−10(1 + e−9)−1.
Якщо F 0

1 ∈ L1
0(R3 × R3), скористаємось результатом диференцiю-

вання за змiнною часу одночастинкової маргiнальної функцiї розподi-
лу (5) в сенсi поточкової збiжностi на просторi L1(R3×R3), в результатi
при t ≥ 0 справедлива така рiвнiсть:

lim
∆t→0

∫
R3×R3

dx1

∣∣ 1

∆t

(
F1(t+ ∆t, x1)− F1(t, x1)

)
−

−
(
− 〈p1,

∂

∂q1
〉F1(t, x1) + (6)

+

∞∑
n=0

1

n!

∫
R3×R3

dx2L∗int(1, 2)

∫
(R3×R3)n

dx3 . . . dxn+2V1+n

(
t, {1, 2},

3, . . . , n+ 2
) n+2∏
i=1

F1(t, xi)
)∣∣ = 0,

де дiя оператора L∗int(1, 2) при t ≥ 0 визначається в такий спосiб:

(L∗int(1, 1)f2)(x1, x2)
.
= σ2

∫
S2+
dη〈η, (p1 − p2)〉 × (7)

( 1

(1− 2ε)2
f2(q1, p

�
1, q2, p

�
2)δ(q1 − q2 + ση)− f2(x1, x2)δ(q1 − q2 − ση)

)
,

та використано позначення, прийнятi у рiвняннi (1). Функцiя F1(t, x1) в
рiвностi (6) визначається формулою (5) i, отже, функцiя

∏n+2
i=1 F1(t, xi)

визначається таким рядом:

n+2∏
i=1

F1(t, xi) =

∞∑
k1=0

k1∑
k2=0

. . .

kn+1∑
kn+2=0

1

kn+2!(kn+1 − kn+2)! . . . (k1 − k2)!
(8)

×
∫

(R3×R3)k1

dxn+3 . . . dxn+2+k1

n+2∏
i=1

A∗1+kn+3−i−kn+4−i
(t, i,

n+ 3 + kn+4−i, . . . , n+ 2 + kn+3−i)X1+kn+3−i−kn+4−i
(qi,

qn+3+kn+4−i
, . . . , qn+2+kn+3−i

)

n+2+k1∏
j=1

F 0
1 (xj).
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Справедливiсть рiвностi (6) означає, що для F 0
1 ∈ L1

0(R3×R3) силь-
ний розв’язок задачi Кошi (1),(2) для немаркiвського кiнетичного рiв-
няння Енскога з непружним розсiянням визначається рядом (5).

Доведемо, що для довiльних початкових даних F 0
1 ∈ L1(R3 × R3)

рядом (5) представляється слабкий розв’язок задачi Кошi для немар-
кiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа (1),(2). З цiєю метою введемо
такий функцiонал:

(ϕ1, F1(t))
.
=

∫
R3×R3

dx1ϕ1(x1)F1(t, x1), (9)

де ϕ1 ∈ L0(R3×R3) – неперервно диференцiйована обмежена функцiя
з компактним носiєм, та функцiя F1(t) визначається рядом (5), який
є збiжним по нормi простору L1(R3 × R3) за зазначеної вище умови.
Функцiонал (9) iснує, оскiльки функцiя F1(t) є iнтегрованою, а функ-
цiя ϕ1 є обмеженою функцiєю з компактним носiєм.

Згiдно до структури ряду (5), яким зображується розв’язок задачi
Кошi (1),(2), перетворимо функцiонал (9) в такий спосiб:

(ϕ1, F1(t)) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n+1

dx1 . . . dxn+1ϕ1(x1)×

×A∗1+n(t, 1, . . . , n+ 1)

n+1∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3(1+n)\W1+n

=

=

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n+1

dx1 . . . dxn+1A1+n(t, 1, . . . , n+ 1)ϕ1(x1)×

×
n+1∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3(1+n)\W1+n

,

де еволюцiйний оператор A1+n(t) є кумулянтом (1 + n)-го порядку
напiвгруп операторiв твердих куль з непружним розсiянням, який є
спряженим до кумулянту спряжених напiгруп операторiв твердих куль
з непружним розсiянням в сенсi функцiоналу (9), а саме:

(ϕ1,A
∗
1+n(t)F1(t)) = (A1+n(t)ϕ1, F1(t)).

Для довiльних початкових даних F 0
1 ∈ L1(R3×R3) та ϕ1 ∈ L0(R3×

R3) в сенсi ∗-слабкої збiжностi на просторi обмежених функцiй L(R3×
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R3) справедлива така рiвнiсть:

lim
∆t→0

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)n+1

dx1 . . . dxn+1
1

∆t

(
A1+n(t+ ∆t)− (10)

−A1+n(t)
)
ϕ1(x1)

n+1∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3(1+n)\W1+n

=

=

∫
R3×R3

dx1〈pj ,
∂

∂qj
〉ϕ1(x1)F1(t, x1) +

+

∞∑
n=1

1

n!

∫
(R3×R3)n+2

dx1 . . . dxn+2Lint(1, 2)ϕ1(x1)×

×A∗1+k(t, {1, 2}, 3, . . . , n+ 2)

n+2∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3(n+2)\Wn+2

.

В отриманому виразi (10) використано оператор Lint(1, 2), який є спря-
женим оператором до оператору (7), i на множинi L0(R6 × (R6 \W2))
дiя цього оператора визначається в такий спосiб:∫

(R3×R3)2
dx1dx2Lint(1, 2)ϕ2(x1, x2)

.
= (11)

.
= σ2

∫
R3×R3

dx1

∫
R3×S2+

dp2dη〈η, (p1 − p2)〉

×
(
ϕ2(q1, p

∗
1, q1 + ση, p∗2)− ϕ2(q1, p1, q1 + ση, p2)

)
,

де вирази p∗1 та p∗2 – значення iмпульсiв твердих куль з непружним
розсiянням пiсля зiткнення:

p∗i = pi − (1− ε) η〈η, (pi − pj)〉,
p∗j = pj + (1− ε) η〈η, (pi − pj)〉,

Для функцiй F 0
1 ∈ L1(R3×R3) та ϕ1 ∈ L0(R3×R3) граничнi функцiо-

нали з рiвностi (10) iснують.
В другому функцiоналi з правої частини рiвностi (10) розкладемо

кумулянти спряжених напiгруп операторiв твердих куль з непружним
розсiянням A∗1+k(t) в кiнетичнi кластернi розклади [9] та використаємо
рiвнiсть (8). В результатi функцiонал перетворюється до такого пред-
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ставлення:
∞∑
n=1

1

n!

∫
(R3×R3)n+2

dx1 . . . dxn+2Lint(1, 2)ϕ1(x1)× (12)

A∗1+k(t, {1, 2}, 3, . . . , n+ 2)

n+2∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3(n+2)\Wn+2

=

=

∞∑
n=0

1

n!

∫
(R3×R3)2

dx1dx2Lint(1, 2)ϕ1(x1)×

∫
(R3×R3)n

dx3 . . . dxn+2V1+n

(
t, {1, 2}, 3, . . . , n+ 2

) n+2∏
i=1

F1(t, xi),

де функцiя F1(t, x1) в рiвностi (12) визначається формулою (5) та ево-
люцiйнi операториV1+n(t, {1, 2}, 3, . . . , n+2), n ≥ 0, – твiрнi оператори
маргiнальних функцiоналiв стану (3).

Внаслiдок справедливостi рiвностей (10) та (12) отримуємо таку
рiвнiсть:

d

dt
(ϕ1, F1(t)) =

∫
R3×R3

dx1〈p1,
∂

∂q1
〉ϕ1(x1)F1(t, x1) + (13)

+σ2

∫
R3×R3

dx1

∫
R3×S2+

dp2dη〈η, p1 − p2〉(ϕ1(q1, p
∗
1)− ϕ1(q1, p1))×

×F2(t, x1, q1 + ση, p2 | F1(t)),

де вираз F2(t|F1(t)) – маргiнальний функцiонал стану (3) у випадку
s = 2 та використано введенi вище позначення.

Встановлена рiвнiсть (13) означає, що для довiльних початкових
даних F 0

1 ∈ L1(R3 × R3) ряд (5), яким зображується одночастинко-
ва маргiнальна функцiя розподiлу є слабким розв’язком задачi Кошi
(1),(2) для немаркiвського кiнетичного рiвняння Енскоґа з непружним
розсiянням.

Зауважимо, що за допомогою одночастинкової маргiнальної функ-
цiї розподiлу з простору iнтегрованих функцiй можна описати еволю-
цiю системи скiнченої середньої кiлькостi частинок. Оскiльки кiнетич-
на еволюцiя є характерною властивiстю систем нескiнченної кiлькостi
частинок, розвинутий пiдхiд може бути узагальнений для доведення
теореми про iснування розв’язку i в просторi неперервних обмежених
функцiй, якому належать стани таких систем.
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4 Iснування слабкого розв’язку в узагаль-
неному сенсi

Якщо початковi данi цiлком визначаються одночастинковою маргi-
нальною функцiєю розподiлу на дозволених конфiгурацiях, тодi ево-
люцiя станiв системи твердих куль цiлком описується немаркiвським
кiнетичним рiвнянням Енскоґа з непружним розсiянням (1) та послi-
довнiстю Fs

(
t | F1(t)

)
, s ≥ 2, маргiнальних функцiоналiв стану (3),

якими описуються усi можливi кореляцiї, що виникають в процесi ево-
люцiї систем частинок з дисипативною взаємодiєю.

Внаслiдок зазначеної обставини для задачi Кошi (1),(2) можна вве-
сти поняття слабкого розв’язку в узагальненому сенсi.

Введемо функцiонал
(
ϕ, F (t | F1(t))

)
, який визначається таким ря-

дом: (
ϕ, F (t | F1(t))

) .
=

∞∑
s=0

1

s!

∫
(R3×R3)s

dx1 . . . dxs ϕs Fs(t | F1(t)), (14)

де ϕ = (ϕ0, ϕ1(x1), . . . , ϕs(x1, . . . , xs), . . .) – фiнiтна послiдовнiсть обме-
жених нескiнченно диференцiйованих функцiй з компактними носiями
в фазовому просторi твердих куль ϕs ∈ L0(R3s × (R3s \Ws)), s ≥ 0,
та послiдовнiсть F (t | F1(t)) =

(
1, F1(t, x1), F2(t, x1, x2 | F1(t)), . . . ,

Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)), . . .
)
визначена формулами (5) та (3) вiдповiдно

для першого та iнших елементiв.
Для t ≥ 0 на послiдовностях ϕ функцiй ϕs ∈ L0(R3s × (R3s \Ws))

визначено оператор B – генератор дуальної iєрархiї ББҐКI з непруж-
ним розсiянням [8]:

(Bϕ)s(x1, . . . , xs)
.
= (

s∑
j=1

L(j) +

s∑
j1>j2=1

Lint(j1, j2))ϕs(x1, . . . , xs)+

+

s∑
j1 6=j2=1

Lint(j1, j2)ϕs−1((x1, . . . , xs)\(xj1)), s ≥ 1,

де оператор Lint(j1, j2) визначено формулою (11) та L(j) – оператор
Лiувiлля невзаємодiючої j-тої твердої кулi.

Розклад (5) є слабким розв’язком в узагальненому сенсi задачi Ко-
шi (1),(2), якщо для функцiоналу (14) виконується така рiвнiсть:

d

dt

(
ϕ, F (t | F1(t))

)
=
(
Bϕ, F (t | F1(t))

)
, (15)
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де згiдно наведених вище оцiнок функцiонал в правiй частинi цiєї рiв-
ностi iснує.

Встановимо рiвняння (15). Для розв’язку (5) справедлива рiвнiсть:

(
ϕ, F (t | F1(t))

)
=

∞∑
s=0

1

s!

∫
(R3×R3)s

dx1 . . . dxs

s∑
n=0

1

(s− n)!
× (16)

s∑
j1 6=... 6=js−n=1

∑
Z⊂Y \(j1,...,js−n)

(−1)|Y \(j1,...,js−n)\Z| ×

Ss−n+|Z|(t, (j1, . . . , js−n) ∪ Z)ϕs−n(xj1 , . . . , xjs−n)

s∏
i=1

F 0
1 (xi)XR3s\Ws

,

де
∑
Z⊂Y \(j1,...,js−n) – сума по всiх можливих пiдмножинах Z ⊂ Y \

(j1, . . . , js−n) множини Y \ (j1, . . . , js−n) ⊂ Y ≡ (1, . . . , s). Для F 0
1 ∈

L1(R3×R3) та ϕs ∈ L0(R3s× (R3s \Ws)), s ≥ 1, функцiонал (16) iснує.
Внаслiдок справедливостi рiвностi (16) для функцiй ϕs ∈ L0(R3s ×

(R3s \Ws)), s ≥ 1, похiдна функцiоналу (14) за змiнною часу в сен-
сi ∗-слабкої збiжностi в просторi послiдовностей обмежених функцiй
набуває такого вигляду:

d

dt

(
ϕ, F (t | F1(t))

)
=

∞∑
s=0

1

s!

∫
(R3×R3)s

dx1 . . . dxs
(
(

s∑
j=1

L(j) + (17)

+

s∑
j1>j2=1

Lint(j1, j2))ϕs(x1, . . . , xs)

+

s∑
j1 6=j2=1

Lint(j1, j2)ϕs−1((x1, . . . , xs) \ (xj1))
)
Fs(t, x1, . . . , xs | F1(t)),

де функцiонал Fs(t | F1(t)) визначається рядом (3). Згiдно з озна-
ченням (15) слабкого розв’язку в узагальненому сенсi, рiвнiсть (17)
означає, що для довiльних початкових даних F 0

1 ∈ L1(R3 × R3) слаб-
кий розв’язок в узагальненому сенсi задачi Кошi для немаркiвського
рiвняння Енскоґа з непружним розсiянням (1) визначається рядом (5).

Зауважимо, вище фактично також встановлено, що маргiнальнi
функцiонали стану (3) є слабким розв’язком iєрархiї рiвнянь ББҐКI з
непружним розсiянням.
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Таким чином, в роботi доведено теорему про iснування сильного та
слабкого розв’язкiв задачi Кошi для немаркiвського кiнетичного рiв-
няння Енскоґа для гранульованих газiв в просторi iнтегрованих функ-
цiй.

Зауважимо також, що оскiльки в багатовимiрному просторi при
розсiяннi твердих куль змiнюються лише поздовжнi компоненти швид-
костей, то основнi властивостi ґранульованих (сипучих) матерiалiв мо-
делюються за допомогою системи твердих куль з непружним розсiян-
ням в одновимiрному просторi. Строгий пiдхiд до опису одновимiрного
ґранульованого газу розвинуто в роботi [8]. Доведена теорема iснуван-
ня також справедлива i у випадку одновимiрної системи твердих куль
з дисипативною взаємодiєю [8].
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