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Для операторов, порожденных формальными дифференциальными
выражениями порядка m > 2

l(y) = imy(m)(t) + q(t)y(t), t ∈ (a, b),

где коэффициент-распределение q является k-й обобщенной производ-
ной функции из L2 ([a, b];C), если m = 2k, и L1 ([a, b];C) в остальных
случаях, найдены достаточные условия равномерной на (a, b) × (a, b)
сходимости функций Грина, в частности, равномерной резольвентной
сходимости.

1 Введение
Рассмотрим на конечном интервале (a, b) формальное дифференци-
альное выражение порядка m

l(y) = imy(m)(t) + q(t)y(t), t ∈ (a, b). (1)

Если m = 2 и коэффициент q ∈ L ([a, b];R), то дифференциаль-
ное уравнение l(y) = f является классическим уравнением Штурма–
Лиувилля и изучено весьма полно. Современное изложение этой тео-
рии приведено во многих монографиях (см. [8]) и приведенные там

c© А.С. Горюнов, В.А. Михайлец, 2013



Сходимость двучленных дифференциальных операторов 113

ссылки). Как выяснилось в последние годы [6], многие положения этой
теории распространяются на существенно более общий случай

q = Q′, Q ∈ L2 ([a, b];C) , (2)

где производная понимается в смысле обобщенных функций. В част-
ности, это относится к физически содержательному случаю, когда q
является мерой Радона на [a, b] либо имеет неинтегрируемые точечные
особенности. Подобные операторы много ранее возникали в различных
задачах математической физики и исследовались многими авторами,
главным образом, при помощи средств теории операторов (см. моно-
графии [1, 2] и приведенные там ссылки).

В связи с этим идея регуляризации формального дифференциаль-
ного выражения квазипроизводными, лежащая в основе работы [6],
получила существенное развитие. В работах [4, 9] авторами полу-
чены различные результаты относительно оператора второго поряд-
ка, в том числе для случая полного дифференциального выражения
Штурма–Лиувилля. В работе [10] авторами была найдена регуляри-
зация дифференциального выражения (1) с сингулярным коэффици-
ентом q = Q′, Q ∈ L1 ([a, b];C) при произвольном значении m ≥ 3.
Существенное обобщение этих результатов дано в работе [5], где до-
пускается, что в (1)

q = Q(k), 1 ≤ k ≤ m/2,

Q ∈

{
L2([a, b],C), m = 2k;

L1([a, b],C), m > 2k.

(3)

Для таких выражений была построена регуляризация с помощью ква-
зипроизводныхШина-Цеттла, введены минимальный и максимальный
операторы и описаны различные классы расширений минимального
симметрического оператора.

Данная работа посвящена исследованию сходимости функций Гри-
на двухточечных краевых задач, связанных с такими операторами.
При этом дифференциальное (1) может не быть формально самосо-
пряженным.

Работа структурирована следующим образом.
В разделе 2 приведена построенная в [5] регуляризация выражения

(1) при условиях (3) и дано определение функции Грина квазидиффе-
ренциальной краевой задачи.
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В разделе 3 установлены достаточные условия равномерной сходи-
мости функций Грина последовательности краевых задач.

В разделе 4 приведены достаточные условия равномерной ре-
зольвентной сходимости последовательности квазидифференциаль-
ных операторов.

2 Регуляризация сингулярного выражения
и функция Грина

Рассмотрим формальное дифференциальное выражение (1) порядка
m ≥ 2 при условиях (3).

Введем последовательно квазипроизводные:

D[r]y = y(r), 0 ≤ r ≤ m− k − 1;

D[m−k+s]y = (D[m−k+s−1]y)′ + i−m(−1)sCks QD
[s]y, 0 ≤ s ≤ k − 1;

D[m]y =

{
(D[m−1]y)′ + i−m(−1)kCkkQD

[k]y, 1 ≤ k < m/2,

(D[m−1]y)′ +QD[m2 ]y + (−1)
m
2 +1Q2y, m = 2n = 2k;

где Csk — биномиальные коэффициенты, [x] — целая часть числа x.
Обозначим через

ŷ(t) =
(
D[0]y(t), D[1]y(t), . . . , D[m−1]y(t)

)
∈ Cm.

В условиях (3) выражения D[0]y(t), D[1]y(t), . . . , D[m]y(t) являются
квазипроизводными по Шину–Цеттлу (см. [3, Sec. 1]). Также легко
проверить, что для достаточно гладких функций Q справедливо ра-
венство l(y) = imD[m]y.

Поэтому формальное выражение (1) можно корректно определить
как квазидифференциальное выражение Шина–Цеттла

l[y] = imD[m]y.
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Соответствующая матрица Шина–Цеттла имеет вид

A(t) =

=



0 1 . . . 0 . . . 0
0 0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
−i−mC0

kQ 0 . . . 0 . . . 0
0 i−mC1

kQ . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 1

(−1)
m
2 Q2δ2k,m 0 . . . i−m(−1)k+1CkkQ . . . 0


(4)

где δij — символ Кронекера; A(t) ∈ L1([a, b];Cm×m).

Определение 1 Решением задачи Коши для резольвентного уравне-
ния

l[y]− λy = f ∈ L2, ŷ(c) = (α0, α1, ...αm−1), (5)

где c ∈ [a, b] и αk ∈ C, k = 0,m− 1, является первая компонента
решения задачи Коши для соответствующей системы дифференци-
альных уравнений первого порядка

w′(t) = Aλ(t)w(t) + ϕ(t), w(c) = (α0, α1, ...αm−1)

где вектор-функция w(t) = ŷ(t), квадратная матрица-функция

Aλ(t) = A(t)−


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

i−mλ 0 . . . 0

 ∈ L1([a, b];Cm×m),

а вектор-функция ϕ(t) = (0, 0, ..., 0, i−mf(t)) ∈ L1([a, b];Cm).

Лемма 2 Задача Коши (5) при условиях (3) имеет решение на [a, b].
Оно единственно.

Рассмотрим двухточечную квазидифференциальную краевую за-
дачу

l[y] = f(t) ∈ L1([a, b],C), (6)
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αŷ(a) + βŷ(b) = 0 (7)

Следующее утверждение, как и для задачи Коши, связывает ква-
зидифференциальную краевую задачу (6), (7) с системами дифферен-
циальных уравнений первого порядка.

Лемма 3 Функция y(t) является решением краевой задачи (6), (7)
тогда и только тогда, когда вектор-функция w(t) = ŷ(t) является
решением краевой задачи

w′(t) = A(t)w(t) + ϕ(t), (8)

αw(a) + βw(b) = 0, (9)

где квадратная матрица-функция A(t) задана формулой (4), а ϕ(t) =
(0, 0, ..., 0, i−mf(t)) ∈ L1([a, b];Cm).

Доказательство. Рассмотрим систему уравнений


(D[j]y(t))′ = D[j+1]y(t), j = 0,m− 2− k,
(D[m−k+j−1]y(t))′ = D[m−k+j]y(t) + i−m(−1)j+1CjkQ(t)D[j]y(t),

j = 0, k − 1,
(D[m−1]y(t))′ = i−m(−1)k+1CkkQ(t)D[k]y(t) + (−1)m/2+1Q2(t)y+

+i−mf(t).

Если y(·) – решение уравнения (6), то из определения квазипроиз-
водных следует, что y(·) есть решение этой системы. С другой сторо-
ны, положив w(t) = ŷ(t) и ϕ(t) = (0, 0, ..., 0, i−mf(t)), данную систему
можно записать в виде уравнения (8).

Учитывая, что ŷ(a) = w(a), ŷ(b) = w(b), легко видеть, что краевые
условия (7) эквивалентны краевым условиям (9). �

Пусть однородная краевая задача

w′(t) = A(t)w(t), αw(a) + βw(b) = 0

имеет только тривиальное решение. Тогда, как известно, существует
матрица Грина этой задачи G(t, s) = (gij(t, s))

m
i,j=1 ∈ L∞([a, b];Cm×m),

имеющая вид

G(t, s) =

{
−Y (t)(α+ βY (b))−1βY (b)Y −1(s), a ≤ t < s,

Y (t)
[
Im − (α+ βY (b))−1βY (b)

]
Y −1(s), s < t ≤ b,

(10)
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где Y (t) — матрицант, то есть решение матричной задачи Коши

Y ′(t) = A(t)Y (t), Y (a) = Im,

а Im — единичная m×m-матрица. Матрица Грина позволяет предста-
вить единственное решение задачи (8), (9) в виде

w(t) =

b∫
a

G(t, s)ϕ(s)ds, t ∈ [a, b]. (11)

Введем аналогичный объект для квазидифференциальной краевой
задачи (6), (7).

Определение 4 Под функцией Грина полуоднородной краевой зада-
чи (6), (7) будем понимать непрерывную функцию Γ(t, s) ∈ C([a, b]×
[a, b],C), с помощью которой решение этой задачи представляется в
виде

y(t) =

b∫
a

Γ(t, s)f(s)ds.

Теорема 5 Пусть однородная краевая задача

D[m]y(t) = 0, αŷ(a) + βŷ(b) = 0

имеет только тривиальное решение.
Тогда существует и единственна функция Грина Γ(t, s) краевой

задачи (6), (7) и
Γ(t, s) = i−mg1m(t, s).

Доказательство. В силу леммы 3 из предположения теоремы сле-
дует, что однородная краевая задача

w′(t) = A(t)w(t), αw(a) + βw(b) = 0

также имеет только тривиальное решение и для задачи (8), (9) суще-
ствует матрица Грина G(t, s) и справедливо равенство (11).
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Снова воспользовавшись леммой 3, перепишем (11) в виде

D[0]y(t) =
b∫
a

g1m(t, s)i−mf(s)ds

D[1]y(t) =
b∫
a

g2m(t, s)i−mf(s)ds,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

D[m−1]y(t) =
b∫
a

gmm(t, s)i−mf(s)ds,

где y(·) — единственное решение задачи (6), (7).
Из формулы (10) легко видеть, что все элементы матрицы G(t, s)

вне главной диагонали являются непрерывными функциями в силу
непрерывности матрицанта Y (t) и Y −1(t).

Отсюда следует утверждение теоремы. �

3 Сходимость функций Грина
Рассмотрим наряду с квазидифференциальным выражением l[y] се-
мейство квазидифференциальных выражений ln[y] вида (1) с коэффи-
циентами

qn = Q(k)
n , k ≤ m/2, n ∈ N,

удовлетворяющими условиям (3). Соответствующие им квазипроиз-
водные будем обозначать через D[0]

n y,D
[1]
n y, ..., D

[m]
n y, а вектор из ква-

зипроизводных обозначим

ŷn(t) :=
(
D[0]
n y(t), D[1]

n y(t), . . . , D[m−1]
n y(t)

)
∈ Cm.

Соответствующие матрицы Шина–Цеттла обозначим через An(t).
Рассмотрим наряду с задачей (6), (7) при каждом n краевые задачи

ln[y](t) = fn(t) ∈ L2([a, b];C), (12)

αnŷn(a) + βnŷn(b) = 0. (13)

Они, согласно лемме 3, эквивалентны краевым задачам

w′(t) = An(t)w(t) + ϕn(t), (14)

αnw(a) + βnw(b) = 0, (15)

где w(t) = ŷn(t) и ϕn(t) = (0, 0, ..., 0, i−mfn(t)) ∈ L1([a, b];Cm).
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Теорема 6 Пусть выполнены условия:

1) Однородная краевая задача

D[m]y(t) = 0, αŷ(a) + βŷ(b) = 0

имеет только тривиальное решение;

2) αn → α, βn → β, n→∞;

3) ‖
t∫
a

(Qn(s)−Q(s))ds‖C → 0;

4) ‖
t∫
a

(Q2
n(s)−Q2(s))ds‖C → 0 в случае m = 2k.

Тогда при достаточно больших n существуют функции Грина
Γn(t, s) полуоднородных краевых задач (12), (13) и справедливо пре-
дельное соотношение

‖Γn(t, s)− Γ(t, s)‖C → 0, n→∞. (16)

Здесь ‖ · ‖C — равномерная норма.
Доказательство этой теоремы основывается на вспомогательном ре-

зультате, полученном в [13]. Отметим, что результаты работы [13] были
существенно усилены в последующих работах, см. [12] и приведенные
там ссылки. Нам, однако, будет достаточно нижеприведенного резуль-
тата.

Обозначим через Yn(·) — матрицанты, соответствующие задачам
(14), (15), то есть решения матричных задач Коши

Y ′n(t) = An(t)Yn(t), Yn(a) = Im.

Лемма 7 Если при n → ∞ выполнено одно из четырех (неэквива-
лентных между собой) условий:

(α) ‖An −A‖1 = O(1),

(β) ‖
∫ t
a

(An(s)−A(s)) ds · (An(t)−A(t)) ‖1 → 0,

(γ) ‖ (An(t)−A(t)) ·
∫ t
a

(An(s)−A(s)) ds‖1 → 0,
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(δ) ‖
∫ t
a

(An(s)−A(s)) ds (An(t)−A(t))−
− (An(t)−A(t))

∫ t
a

(An(s)−A(s)) ds‖1 → 0,

то условие ‖
∫ t
a

(An(s)−A(s)) ds‖C → 0 равносильно тому, что при
n→∞

‖Yn − Y ‖C → 0, ‖Y −1n − Y −1‖C → 0. (17)

Доказательство теоремы 6. В силу леммы 3 из предположения 1)
теоремы 6 следует, что однородные краевые задачи

w′(t) = An(t)w(t), αnw(a) + βnw(b) = 0

также имеют только тривиальные решения при достаточно больших
n. Отсюда в силу теоремы 5 следует существование функций Грина
задач (12), (13).

Докажем теперь соотношение (16).
Обозначим

rn := i−mQn − i−mQ,

pn := i−mQ2
n − i−mQ2.

Тогда

An −A =

=



0 0 . . . 0 . . . 0
0 0 . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
−i−mC0

krn 0 . . . 0 . . . 0
0 i−mC1

krn . . . 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 . . . 0 . . . 0

(−1)
m
2 pnδ2k,m 0 . . . i−m(−1)k+1Ckk rn . . . 0


.

Легко видеть, что при k < m/2

(An(t)−A(t)) ·
t∫
a

(An(s)−A(s)) ds = 0,
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поэтому матричные функции An, A удовлетворяют условию (β) леммы
7. При m = 2k + 1 и m = 2k имеем

(An(t)−A(t)) ·
t∫
a

(An(s)−A(s)) ds =

=

t∫
a

(An(s)−A(s)) ds · (An(t)−A(t)) ,

и матричные функции An, A удовлетворяют условию (δ) леммы 7.

Очевидно, что условие ‖
t∫
a

(An(s)−A(s)) ds‖C → 0, n → ∞ экви-

валентно условию 3) (или условиям 3), 4) при m = 2k) теоремы 6.
Поэтому из леммы 7 вытекает предельное соотношение (17). Учиты-
вая формулу (10), это значит, что выполняется предельное равенство
(16). �

4 Сходимость операторов

Введенное в разделе 2 квазидифференциальное выражение l[y] порож-
дает в гильбертовом пространстве L2([a, b];C) (см. [3, 7]) максималь-
ный квазидифференциальный оператор

Lmax : y → l[y],

Dom(Lmax) =
{
y
∣∣∣D[k]y ∈ AC([a, b];C), k = 0,m− 1, D[m]y ∈ L2([a, b];C)

}
.

Минимальный квазидифференциальный оператор определяется как
сужение оператора Lmax на линейное многообразие

Dom(Lmin) := {y ∈ Dom(Lmax) |ŷ(a) = ŷ(b) = 0} .

Замечание 8 Очевидно, квазипроизводные D[1]y, . . . , D[m]y зависят
от выбора первообразной Q с точностью до полинома степени k −
1. Однако, как нетрудно проверить, сами операторы Lmin, Lmax при
этом не меняются.
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Рассмотрим наряду с (1) формально сопряженное дифференциаль-
ное выражение

l+(y) = imy(m)(t) + q(t)y(t),

где черта обозначает комплексное сопряжение. Обозначим через L+
max

и L+
min порождаемые им максимальный и минимальный операторы в

пространстве L2([a, b];C). Тогда из результатов монографии [3] для об-
щих квазидифференциальных выражений Шина–Цеттла и вышепри-
веденного следует

Теорема 9 Операторы Lmin, L+
min, Lmax, L+

max являются плотно за-
данными и замкнутыми в пространстве L2([a, b];C),

L∗min = L+
max, L∗max = L+

min.

Аналогично, выражения ln[y] при каждом n порождают в гильбер-
товом пространстве L2([a, b];C) операторы Lnmin, L

n
max.

В работе [5] были описаны некоторые классы расширений мини-
мального квазидифференциального оператора Lmin. Здесь мы рас-
смотрим произвольное расширение минимального оператора, заданное
двухточечными краевыми условиями.

Именно, рассмотрим операторы

Ly = l[y],

Dom(L) = {y ∈ Dom (Lmax)|αŷ(a) + βŷ(b) = 0} ,

соответствующий задаче (6), (7) и операторы

Lny = ln[y],

Dom(Ln) = {y ∈ Dom (Lnmax)|αnŷn(a) + βnŷn(b) = 0} ,

соответствующие краевым задачам (12), (13).
Очевидно, что Lmin ⊂ L ⊂ Lmax и Lnmin ⊂ Ln ⊂ Lnmax.
Будем обозначать через ρ(L) резольвентное множество оператора

L. Напомним, что операторы Ln сходятся при n→∞ к оператору L
в смысле равномерной резольвентной сходимости, Ln

R→ L, если суще-
ствует µ ∈ C такое, что µ ∈ ρ(L), µ ∈ ρ(Ln) для достаточно больших
n и

‖(Ln − µ)−1 − (L− µ)−1‖ → 0, n→∞.

Это определение не зависит от выбора µ ∈ ρ(L) [11].
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Теорема 10 Пусть резольвентное множество предельного операто-
ра ρ(L) не пусто и при n→∞ выполнены условия 2), 3) теоремы 6.

Тогда Ln
R→ L.

Доказательство. Поскольку по условию теоремы ρ(L) непусто,
можно, не уменьшая общности, считать, что 0 ∈ ρ(L).

Покажем, что sup
‖f‖2=1

‖L−1n f −L−1f‖ → 0, n→∞, где ‖ · ‖2 — норма

в пространстве L2([a, b];C).
Уравнение L−1n f = yn эквивалентно тому, что Lnyn = f , т. е. yn

является решением задачи (12), (13). При этом из включения 0 ∈ ρ(L)
следует, что выполняется предположение 3) теоремы 6.

Тогда
‖L−1n − L−1‖ = sup

‖f‖2=1

‖
∫ b
a

[Γn(t, s)− Γ(t, s)]f(s)ds‖2 ≤

≤ (b− a)1/2 sup
‖f‖2=1

‖
∫ b
a
|Γn(t, s)− Γ(t, s)||f(s)|ds‖C ≤

≤ (b− a)‖Γn − Γ‖∞ → 0, n→∞,
что влечет утверждение теоремы 10. �
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