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Работа посвящена разработке новых методов анализа робастной устой-
чивости, стабилизации и оптимизации состояний равновесия механи-
ческих объектов, описываемых с помощью дифференциальных систем
второго порядка в форме Лагранжа с обратной связью по измеряемо-
му выходу. При этом вектор измеряемого выхода формируется в ви-
де линейных комбинаций компонент как фазовых переменных, так и
управления. Для семейства нелинейных механических систем с неопре-
деленными матрицами коэффициентов и обратной связи формулиру-
ются достаточные условия асимптотической устойчивости состояния
равновесия с общей квадратичной функцией Ляпунова. Предлагает-
ся методика робастной стабилизации и оценки квадратичного крите-
рия качества семейства нелинейных систем в форме Лагранжа. Приме-
нение полученных результатов сводится к решению систем линейных
матричных неравенств. Приводится пример стабилизации маятника на
подвижной платформе.

The paper is devoted to working out new methods for analysis of
robust stability, stabilization and optimization of the equilibrium states
of mechanical objects described by second order differential systems in
the Lagrange form with the measuring output feedback control vector.
Herewith, the vector is a linear combination of the phase and control
components. Sufficient asymptotic stability conditions of the equilibrium
state are formulated with the joint quadratic Lyapunov function for a
family of nonlinear mechanical systems with uncertain coefficient matrices
and a measured output feedback. The methods of robust stabilization
and evaluation of the quadratic performance criterion are proposed for
a family of nonlinear Lagrange’s systems. Applying the results reduces to
solving systems of linear matrix inequalities. An example of stabilization
of pendulum with a mobile platform is presented.
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1 Вступ

Багато механiчних керованих об’єктiв описуються системами нелiнiй-
них диференцiальних рiвнянь другого порядку

A2(·)ẍ +A1(·)ẋ+A0(·)x = B0(·)u, y = C0(·)x+ C1(·)ẋ+D(·)u, (1)

де x i ẋ ∈ Rn — вектори узагальнених координат та швидкостей,
u ∈ Rm — вектор керування, y ∈ Rl — вектор вимiрюваного виходу, а
матричнi коефiцiєнти A0, A1, A2, B0, C0, C1 i D вiдповiдних розмiрiв
n×n, n×n, n×n, n×m, l×n, l×n, l×m можуть неперервно залежати
вiд x, ẋ i t в околi iзольованого стану рiвноваги x = ẋ = 0 при t ≥ 0.
В подальших викладках матриця A2 не залежить вiд часу t.

В системi (1) матрицi описують такi механiчнi характеристики:

• A2 = AT
2 ∈ Rn×n — матриця iнерцiї (мас),

• A1 = Θ + Ξ ∈ Rn×n — матриця дисипативних (Θ = ΘT ) та
гiроскопiчних (Ξ = −ΞT ) сил,

• A0 = Π + Ψ ∈ Rn×n — матриця потенцiальних (Π = ΠT ) та
неконсервативних (Ψ = −ΨT ) сил,

• B0 ∈ Rn×m — матриця зовнiшнiх (керуючих) сил,

• C0 ∈ Rl×n, C1 ∈ Rl×n i D ∈ Rl×m — матрицi спостереження
вiдповiдно узагальнених координат, швидкостей та керування.

Однiєю з основних задач для системи (1) є побудова керування
у виглядi статичного зворотного зв’язку по виходу, що забезпечує
асимптотичну стiйкiсть нульового стану рiвноваги. Ця задача вiдно-
ситься до категорiї складних задач теорiї керування [1]. Навiть вла-
стивостi керованостi i спостережуваностi системи не гарантують для
неї iснування статичного стабiлiзуючого регулятора по виходу. В та-
ких випадках в задачах стабiлiзацiї застосовуються динамiчнi регу-
лятори або статичний зворотний зв’язок по стану спостерiгача, що
асимптотично вiдтворює стан системи (див., наприклад, [2,3]). З огля-
дом вiдомих методiв стабiлiзацiї лiнiйних систем за допомогою ста-
тичного зворотного зв’язку по виходу можна ознайомитись в [4, 5].

На практицi важливе значення мають робастнi стабiлiзатори для
систем типу (1), тобто такi статичнi або динамiчнi регулятори, якi за-
безпечують асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги за умов невизна-
ченостi матричних коефiцiєнтiв. Як множини невизначеностi вико-
ристовуються матричнi iнтервали, полiтопи, афiннi та елiпсоїдальнi
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сiм’ї матриць тощо. Для опису невизначеностi та умов робастної стiй-
костi систем в напiвупорядкованому просторi можна використовувати
конуснi iнтервали [6, 7]. У багатьох роботах в термiнах лiнiйних мат-
ричних нерiвностей (ЛМН) отримано достатнi умови стiйкостi лiнiй-
них керованих систем з невизначеними матрицями коефiцiєнтiв i зво-
ротного зв’язку по вимiрюваному виходу. З оглядом задач i вiдомих
методiв аналiзу робастної стiйкостi i стабiлiзацiї систем керування зi
зворотним зв’язком можна ознайомитися в роботах [1, 5].

Дана робота присвячена розробцi нових методiв аналiзу робастної
стiйкостi, стабiлiзацiї та оптимiзацiї станiв рiвноваги класу нелiнiйних
механiчних систем керування типу (1) за допомогою статичного зво-
ротного зв’язку по вимiрюваному виходу, що мiстить компоненти як
фазових змiнних, так i керування. Використовуючи i розвиваючи ре-
зультати робiт [3,8,9], формулюються достатнi умови стiйкостi iзольо-
ваного стану рiвноваги сiм’ї механiчних систем керування з невизна-
ченими матрицями коефiцiєнтiв i зворотного зв’язку по вимiрюва-
ному виходу. Також будуються спiльна функцiя Ляпунова i верхня
оцiнка квадратичного функцiонала якостi. В результатi пропонують-
ся новi методи оптимiзацiї даної сiм’ї систем. Практичне застосування
одержаних результатiв зводиться до знаходження розв’язкiв систем
диференцiальних або алгебраїчних ЛМН. Для розв’язання ЛМН зi
сталими матрицями можуть бути використанi достатньо ефективнi
засоби у виглядi LMI toolbox комп’ютерної системи Matlab.

Будемо використовувати такi позначення: In — одинична матриця
порядку n; 0n×m — нульова матриця розмiрiв n × m; X = XT > 0
(≥ 0) — додатно (невiд’ємно) визначена симетрична матриця X ;
i(X) = {i+, i−, i0} — iнерцiя ермiтової матрицi X , яку утворюють
кiлькостi її додатних, вiд’ємних i нульових власних значень, вра-
ховуючи кратностi; λmax(X) (λmin(X)) — максимальне (мiнiмальне)
власне значення ермiтової матрицi X ; ρ(A) — спектральний радiус
матрицi A; trA — слiд (сума дiагональних елементiв) матрицi A; ‖x‖
— евклiдова норма вектора x; Co{A1, . . . , Aν} — опуклий многогран-
ник (полiтоп) з вершинами A1, . . . , Aν у просторi матриць вигляду

Co{A1, . . . , Aν} =
{
A =

ν∑

i=1

αiAi : αi ≥ 0, i = 1, ν,
ν∑

i=1

αi = 1
}
.
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2 Допомiжнi результати

Для заданих матрицьD, U , V ,W =WT ≤ 0 i R = RT ≥ 0 вiдповiдних
розмiрiв l×m, m×n, l×n, n×n i m×m введемо нелiнiйнi оператори

D(K) = (Im −KD)−1K, (2)

F(K) =W + UTD(K)V + V TDT (K)U + V TDT (K)RD(K)V, (3)

якi визначенi на множинi матриць KD = {K : det(Im − KD) 6= 0}.
Введемо також елiпсоїдальну множину матриць

K = {K : KTPK ≤ Q}, (4)

де P = PT > 0 i Q = QT > 0 — додатно визначенi матрицi вiдповiдних
розмiрiв m×m i l × l.

Неважко встановити такi властивостi оператора D(K):

1) D(K) ≡ K[Il +DD(K)], Il +DD(K) ≡ (Il −DK)−1, K ∈ KD;
2) якщо K1,K2 ∈ KD, то K3 = (Im −K1D)−1K2 ∈ KD i

D(K1 +K2) ≡ D(K1) +D(K3) [Il +DD(K1)];

3) якщо K ∈ KD, то K∗ = −D(K) ∈ KD i D(K∗) = −K.

Лема 2.1 [8] Якщо виконуються матричнi нерiвностi

DTQD +R < P, Ω =



W UT V T

U R− P DT

V D −Q−1


 ≤ 0 (< 0), (5)

то F(K) ≤ 0 (< 0) для довiльної матрицi K ∈ K.

Зазначимо, что дана лема є узагальненням твердження достат-
ностi критерiю, вiдомого як лема Пiтерсена про матричну невизна-
ченiсть [11] (див. також [12]). Згiдно з [11], для довiльної матрицi
K ∈ Rm×l з обмеженою нормою ‖K‖ = (λmax(K

TK))1/2 ≤ 1 вико-
нується матрична нерiвнiсть F(K) =W + UTKV + V TKTU < 0 тодi
i лише тодi, коли iснує ε > 0 таке, що W + ε−1UTU + εV TV < 0.
Останнє спiввiдношення можна подати у блочному виглядi

Ω =



W UT V T

U −εIm 0
V 0 −ε−1Il


 < 0,
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а вимога ‖K‖ ≤ 1 виконується, якщо KTK ≤ Il. Якщо покласти в
лемi 2.1 D = 0, R = 0, P = εIm i Q = εIl, де ε > 0 — деяке число, то
маємо твердження достатностi леми Пiтерсена.

Лема 2.2 Нехай виконується система матричних нерiвностей

Y +AT
i Z + ZTAi +AT

i XAi ≤ 0 (< 0) i = 1, ν, (6)

де X = XT ≥ 0, Y = Y T , Z i Ai — заданi матрицi розмiрiв n × n.
Тодi для довiльної матрицi A ∈ Co{A1, . . . , Aν}

Y +ATZ + ZTA+ATXA ≤ 0 (< 0). (7)

Доведення. Для довiльних чисел αi ≥ 0, в сумi рiвних 1, введемо
такi позначення:

A =
ν∑

i=1

αiAi, a = [α1, . . . , αν ]
T , Λ = diag{α1, . . . , αν}.

Помножимо на αi i пiдсумуємо нерiвностi (6), отримаємо

Y +ATZ + ZTA+

ν∑

i=1

αiA
T
i XAi ≤ 0.

Далi, перетворимо вираз

S =

ν∑

i=1

αiA
T
i XAi −ATXA =

ν∑

i,j=1

γijA
T
i XAj = AT (Γ⊗X)A, (8)

де AT = [AT
1 , . . . , A

T
ν ], Γ = ‖γij‖νi,j=1 = Λ − aaT , ⊗ — символ кро-

некерового добутку матриць. Оскiльки Γ ≥ 0 [13, лема 1] i X ≥ 0,
то Γ ⊗ X ≥ 0 i, як наслiдок, S ≥ 0, що забезпечує виконання мат-
ричної нерiвностi (7). Причому, нерiвнiсть (7) буде строгою, якщо всi
нерiвностi системи (6) є також строгими.

Лему доведено.
Iз формули (8) i [13, лема 1] випливає наступне твердження.

Лема 2.3 Якщо X = XT ≥ 0, то для довiльних вектора x ∈ Rn i
матрицi A ∈ Co{A1, . . . , Aν} виконується нерiвнiсть

xTATXAx ≤ max
1≤k≤ν

xTAT
kXAkx.
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Розглянемо нелiнiйну диференцiальну систему, не розв’язану вiд-
носно похiдних,

E(x)ẋ = A(x, t)x, x ∈ Rn, (9)

де E i A — матрицi розмiрiв n × n, причому, залежнiсть E вiд x i A
вiд x i t неперервна в околi S0 = {x : ‖x‖ ≤ h} точки x = 0 при t ≥ 0 i
така, що x = 0 — єдиний в S0 стан рiвноваги системи.

Лема 2.4 Iзольований стан рiвноваги x = 0 системи (9) асимп-
тотично стiйкий, якщо для деяких εi > 0 (i=0,1,2) i неперервно-
диференцiйовної симетричної матрицi X = X(t) виконується си-
стема спiввiдношень

ε1In ≤ X ≤ ε2In, (10)

ET
0 ẊE0 + ET

0 XA0 +AT
0XE0 + ε0In ≤ 0, (11)

де E0 = E(0), A0 = A(0, t) i t ≥ 0.

Доведення. Для виконання нерiвностi (11) необхiдно, щоб мат-
риця E0 була невиродженою. Iнакше, множення справа та злiва даної
нерiвностi вiдповiдно на v i vT , де v 6= 0 — власний вектор матрицi E0,
що вiдповiдає її нульовому власному значенню, приводить до супереч-
ностi. Невиродженою повинна бути також матриця E(x), неперервно
залежна вiд x в деякому околi S0 точки x = 0.

Побудуємо функцiю Ляпунова для системи (9) у виглядi v(x) =
xTET

0 XE0 x, де X — додатно визначена симетрична матриця, що за-
довольняє умови (10). Аналогiчнi умови виконуються також для мат-
рицi ET

0 XE0, оскiльки E0 — невироджена матриця. За другою тео-
ремою Ляпунова стан x = 0 системи (9) рiвномiрно асимптотично
стiйкий, якщо для деякого ε > 0 похiдна в силу системи задовольняє
нерiвнiсть

v̇(x) = xT [ET
0 ẊE0 + FTET

0 XE0 + ET
0 XE0F )]x ≤ −ε‖x‖2, x ∈ S0,

де F (x, t) = E−1(x)A(x, t). Для досягнення даної нерiвностi достатньо
виконання функцiональної матричної нерiвностi

Ω(x, t) = ET
0 ẊE0 + FTET

0 XE0 + ET
0 XE0F ≤ −εIn, x ∈ S0, t ≥ 0,

яка означає, що sup
x∈S0,t≥0

ω(x, t) ≤ −ε, де ω(x, t) = λmax(Ω(x, t)).

Оскiльки залежнiсть Ω(x, t) неперервна при x ∈ S0 i t ≥ 0, то остання
нерiвнiсть є наслiдком умови

ω(0, t) = λmax(E
T
0 ẊE0 +AT

0XE0 + ET
0 XA0) ≤ −ε0, t ≥ 0,
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де ε0 > ε, тобто лiнiйної матричної нерiвностi (11).
Лему доведено.

При застосуваннi леми 2.4 додатно визначену матрицю X iнодi
можна шукати сталою. Наприклад, якщо система (9) автономна, тоб-
то матриця A не залежить вiд t, то замiсть (10) i (11) можна викори-
стовувати достатнi умови асимптотичної стiйкостi стану рiвноваги у
виглядi алгебраїчних матричних нерiвностей

ET
0 XA0 +AT

0XE0 < 0, X = XT > 0. (12)

3 Робастна стабiлiзацiя механiчних систем

Подамо механiчну систему керування (1) у виглядi

E(z)ż = A(z, t)z +B(z, t)u, y = C(z, t)z +D(z, t)u, (13)

де z = [xT , ẋT ]T — вектор повного стану системи,

E =

[
In 0n×n

0n×n A2

]
, A =

[
0n×n In
−A0 −A1

]
, B =

[
0n×m

B0

]
, C = [C0, C1].

Побудуємо множину стабiлiзуючих керувань для системи (13) у
виглядi статичного зворотного зв’язку:

u = Ky, K ∈ K∗ =
{
K∗ + K̃ : K̃ ∈ K

}
, (14)

де K∗ ∈ Rm×l — матриця коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку,
що забезпечує асимптотичну стiйкiсть замкненої системи, K – елiпсої-
дальна множина допустимих збурень K̃ матрицi K∗ у виглядi (4), яку
визначають матрицi P = PT > 0 i Q = QT > 0 вiдповiдних розмiрiв
m×m i l × l.

Якщо K ∈ KD, то u = D(K)(C0x+ C1ẋ), де D(K) — оператор (3),
i замкнена система має вигляд

E(z)ż =M(z, t)z, (15)

де M = A+BD(K)C, або у формi Лагранжа

A2ẍ+ [A1 −B0D(K)C1]ẋ+ [A0 −B0D(K)C0]x = 0. (16)
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Для класу лiнiйних автономних систем за умов регулярностi
det (M − λE) 6≡ 0 маємо достатнi умови асимптотичної стiйкостi си-
стеми (15) у виглядi системи лiнiйних матричних нерiвностей [10]:

MTXE + ETXM + ETY E ≤ 0, ETXE ≥ 0, Y > 0. (17)

При цьому v(z) = zTETXEz — функцiя Ляпунова системи (15). У
випадку detA2 6= 0, що характерно для механiчних систем, умови
(17) є критерiєм асимптотичної стiйкостi системи (15), яка зводиться
до форми Кошi

ż = Fz, F = E−1M. (18)

Теорема 3.1 Нехай для деяких εi > 0 (i=0,1,2) i неперервно-
диференцiйовної симетричної матрицi X(t) при z = 0 i t ≥ 0 ви-
конується система спiввiдношень

ε1I2n ≤ X ≤ ε2I2n, (19)

Ω =



ET ẊE +MT

∗ XE + ETXM∗ + ε0I2n ETXB CT
∗

BTXE −GTPG DT

C∗ D −Q−1


 < 0,

(20)
де M∗ = A+BKcC, C∗ = C +DKcC, Kc = D(K∗), G = Im −K∗D.

Тодi кожне керування (14) забезпечує асимптотичну стiйкiсть
стану рiвноваги z = 0 системи (15) i спiльну функцiю Ляпунова
v(z) = zTET

0 XE0z, де E0 = E(0).

Доведення. Перш за все, iз матричної нерiвностi (20) випливає

DTQD −GTPG < 0, z ∈ S0. (21)

Це забезпечує умови K∗ ∈ KD, K̂ = G−1K̃ ∈ KD, K ∈ KD при K̃ ∈
K i, як наслiдок, представлення замкненої системи у виглядi (15) в
деякому околi S0 точки z = 0 [9]. За лемою 2.4 матричнi нерiвностi
(19) та

ET
0 ẊE0 + ET

0 XM0 +MT
0 XE0 + ε0I2n < 0, t ≥ 0, (22)

де ε0 > 0 i M0 =M(0, t), забезпечують асимптотичну стiйкiсть стану
рiвноваги системи (15).
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Використовуючи властивiсть 2) оператора (2), перепишемо нерiв-
нiсть (22) у виглядi

F(K̂) =W + UTD(K̂)V + V TDT (K̂)U ≤ 0,

де W = ET ẊE +MT
∗ XE + ETXM∗ + ε0I2n, U = BTXE, V = C∗ при

z = 0. При цьому

K̃ ∈ K ⇐⇒ K̂ ∈ K̂ = {K : KT P̂K ≤ Q},

де K̂ = G−1K̃, P̂ = GTPG.
Застосовуючи лему 2.1 у випадку R = 0, отримаємо блочну мат-

ричну нерiвнiсть (20), яка забезпечує виконання умови (22) i, як наслi-
док, асимптотичну стiйкiсть стану рiвноваги z = 0 замкненої системи
(15) для довiльної матрицi K̃ ∈ K.

Теорему доведено.

Використовуючи блочне розбиття матрицi

X =

[
X1 X3

XT
3 X2

]
> 0, (23)

де X1 = XT
1 , X2 = XT

2 i X3 — блоки розмiрiв n× n, матричну нерiв-
нiсть (20) можна представити в термiнах коефiцiєнтiв вихiдної систе-
ми (1):

Ω =




Ω11 Ω12 X3B0 CT
0∗

Ω21 Ω22 AT
2X2B0 CT

1∗
BT

0 X
T
3 BT

0 X2A2 −GTPG DT

C0∗ C1∗ D −Q−1


 < 0, (24)

де
Ω11 = Ẋ1 +AT

0∗X
T
3 +X3A0∗ + ε0In,

Ω21 = ΩT
12 = AT

2 Ẋ
T
3 +X1 +AT

1∗X
T
3 +AT

2X2A0∗,

Ω22 = AT
2 Ẋ2A2 +AT

2X
T
3 +X3A2 +AT

2X2A1∗ +AT
1∗X2A2 + ε0In,

A0∗ = B0KcC0 −A0, A1∗ = B0KcC1 −A1,

C0∗ = C0 +DKcC0, C1∗ = C1 +DKcC1.
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Припустимо, що система (1) при x = 0 i t ≥ 0 має невизначенi
коефiцiєнти:

A0 ∈ Co{A01, . . . , A0α0}, A1 ∈ Co{A11, . . . , A1α1},
B0 ∈ Co{B01, . . . , B0β},

C0 ∈ Co{C01, . . . , C0γ0}, C1 ∈ Co{C11, . . . , C1γ1}.
(25)

При додаткових обмеженнях на матрицi X i K∗ будемо використову-
вати аналогiчнi припущення вiдносно A2 i D при x = 0 i t ≥ 0:

A2 ∈ Co{A21, . . . , A2α2}, (26)

D ∈ Co{D1, . . . , Dδ}. (27)

Заданi набори сталих матриць в (25)–(27) є вершинами деяких
полiтопiв у вiдповiдних просторах. Оскiльки всi матричнi коефiцiєн-
ти системи, окрiм A2 i D, входять у вирази блокiв Ω лiнiйно, то умову
(24) теореми 3.1 можна подати у виглядi системи матричних нерiвно-
стей, побудованих в термiнах вершин полiтопiв (25). Якщо в системi є
невизначенiсть типу (26), то при наявностi квадратичної залежностi
вiд A2 доданка AT

2 Ẋ2A2, що входить у дiагональний блок Ω22 матрицi
(24), слiд використовувати обмеження на похiдну Ẋ2 ≥ 0 (див. лему
2.2). Невизначенiсть типу (27) можна використовувати, наприклад, у
випадку K∗ ≡ 0.

Наведемо наслiдки теореми 3.1 з використанням сталої матрицi
(23).

Наслiдок 3.1 Нехай сумiсна система ЛМН зi сталими матри-
цями (23) i




Ω11 Ω12 X3B0r CT
0p∗

Ω21 Ω22 AT
2kX2B0r CT

1q∗
BT

0rX
T
3 BT

0rX2A2k −GTPG DT

C0p∗ C1q∗ D −Q−1


 < 0, (28)

де Ω11 = AT
0irpX

T
3 +X3A0irp, Ω21 = ΩT

12 = X1+A
T
1jrqX

T
3 +AT

2kX2A0irp,

Ω22 = AT
2kX

T
3 +X3A2k +AT

2kX2A1jrq +AT
1jrqX2A2k,

A0irp = B0rKcC0p −A0i, A1jrq = Br0KcC1q −A1j ,

C0p∗ = C0p +DKcC0p, C1q∗ = C1q +DKcC1q,
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i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тодi кожне керування (14) забезпечує асимптотичну стiйкiсть
стану рiвноваги z = 0 сiм’ї систем (15), (25), (26).

Наслiдок 3.2 Нехай сумiсна система ЛМН зi сталими матри-
цями (23) i




Ω11 Ω12 X3B0r CT
0p

Ω21 Ω22 AT
2kX2B0r CT

1q

BT
0rX

T
3 BT

0rX2A2k −P DT
s

C0p C1q Ds −Q−1


 < 0, (29)

де Ω11 = −AT
0iX

T
3 −X3A0i, Ω21 = ΩT

12 = X1 −AT
1jX

T
3 −AT

2kX2A0i,

Ω22 = AT
2kX

T
3 +X3A2k −AT

2kX2A1j −AT
1jX2A2k,

i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1, s = 1, δ.

Тодi кожне керування (14) при K∗ ≡ 0 забезпечує асимптотичну
стiйкiсть стану рiвноваги z = 0 сiм’ї систем (15), (25)–(27).

Слiд зазначити, що додатковi обмеження на блоки матрицi X ,
що використанi в роботi [14], дають можливiсть врахувати структуру
матриць дисипативних, гiроскопiчних, потенцiальних та неконсерва-
тивних сил, а також матрицi iнерцiї, i сформулювати достатнi умо-
ви асимптотичної стiйкостi нульового стану рiвноваги нелiнiйних ме-
ханiчних систем керування при наявностi полiедральної невизначено-
стi матричних коефiцiєнтiв.

4 Оцiнка функцiонала якостi сiм’ї механiчних
систем

Розглянемо систему керування (1) з квадратичним функцiоналом
якостi

J(u, z0) =

∫ ∞

0

ϕ(z, u, t) dt, (30)

де

ϕ(z, u, t) =
[
zT , uT

]
Φ(t)

[
z
u

]
, z = [xT , ẋT ]T , z0 = z(0),
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а блоки симетричної матрицi

Φ(t) =

[
S N
NT R

]
=




S0 S2 N0

ST
2 S1 N1

NT
0 NT

1 R




при деякому δ > 0 задовольняють умови

S ≥ NR−1NT + δ In, R > 0, t ≥ 0. (31)

Потрiбно описати множину керувань (14), якi забезпечують асимп-
тотичну стiйкiсть стану рiвноваги z = 0 системи (1) i оцiнку

J(u, z0) ≤ ω, (32)

де ω — деяке максимально допустиме значення функцiонала.

Теорема 4.1 Нехай для деяких εi > 0 (i=0,1,2) i неперервно-
диференцiйовної симетричної матрицi X(t) при z = 0 i t ≥ 0 ви-
конується система спiввiдношень

zT0 E
TX(0)E z0 ≤ ω, ε1I2n ≤ X(t) ≤ ε2I2n. (33)



ET ẊE +MT

∗ XE + ETXM∗ +Φ∗ + ε0I2n BT
∗ CT

∗
B∗ R−GTPG DT

C∗ D −Q−1


< 0,

(34)
де M∗ = A+BKcC, Φ∗ = LT

∗ ΦL∗, B∗ = BTXE +NT +RKcC,
C∗ = C +DKcC, LT

∗ = [I2n, C
TKT

c ], G = Im −K∗D, Kc = D(K∗).
Тодi кожне керування (14) забезпечує асимптотичну стiйкiсть

стану рiвноваги z = 0 системи (15), спiльну функцiю Ляпунова
v(z) = zTET

0 XE0z, де E0 = E(0), i оцiнку функцiонала (32).

Доведення. Умова (34) забезпечує iснування значень оператора
D(K), D(K∗) i D(K̂), де K̂ = G−1K̃ (див. п. 2). При цьому замкне-
ну систему записуємо у виглядi (15). Побудуємо функцiю Ляпунова
v(z, t) = zTET

0 X(t)E0z, де X(t) — неперервно-диференцiйовеа матри-
ця, що задовольняє умови (33). Похiдна функцiї v в силу системи i
пiдiнтегральний вираз в (30) вiдповiдно мають вигляд

v̇ = zT (ET
0 ẊE0 + FTET

0 XE0 + ET
0 XE0F )z, ϕ(z, u, t) = zTLTΦLz,
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де F = E−1M , M = A+BD(K)C, LT = [In, C
TDT (K)], K = K∗ + K̃.

Припустимо, що разом з (33) i (34) виконуються нерiвностi

v̇(z, t) ≤ −ϕ(z, u, t) ≤ −δ ‖z‖2, z ∈ S0, t ≥ 0, (35)

де S0 — окiл точки z = 0, що мiстить z0. Для цього достатньо вико-
нання матричних нерiвностей (31) i (див. доведення теореми 3.1)

ET
0 ẊE0 +MT

0 XE0 + ET
0 XM0 + LT

0 ΦL0 ≤ −ε0I2n, t ≥ 0, (36)

де ε0 > 0, M0 = A0 +B0D̂(K0)C0, D̂(K0) = (Im −K0D0)
−1K0,

LT
0 = [In, C

T
0 D̂T (K0)], K0 = K∗0+K̃0. Тут нульовий iндекс для кожної

матрицi означає, що використовується її значення при z = 0.
Згiдно з лемою 2.4 матрична нерiвнiсть (36) забезпечує асимпто-

тичну стiйкiсть стану рiвноваги системи (15). Враховуючи (33) i (35),
маємо верхню оцiнку функцiонала:

J(u, z0) ≤ −
∫ ∞

0

d

dt
v(z, t) dt = zT0 E

T
0 X(0)E0 z0 ≤ ω.

Використовуючи властивiсть 2) оператора D̂, перепишемо матрич-
ну нерiвнiсть (36) при z = 0 i t ≥ 0 у виглядi

F(K̂) =W +UTD(K̂)V +V TDT (K̂)U +V TDT (K̂)RD(K̂)V ≤ 0, (37)

де W = ET ẊE +MT
∗ XE + ETXM∗ + Φ∗ + ε0I2n, U = B∗, V = C∗.

При цьому K̃ ∈ K ⇐⇒ K̂ ∈ K̂ = {K : KT P̂K ≤ Q}, де K̂ = G−1K̃,
P̂ = GTPG. Отже, твердження теореми випливає iз леми 2.1 i формул
(33), (34) i (37).

Теорему доведено.

Використовуючи блочне розбиття матрицi (23) матричну нерiв-
нiсть (34) можна представити в термiнах коефiцiєнтiв вихiдної систе-
ми (1):

Ω =




Ω11 Ω12 BT
0∗ CT

0∗
Ω21 Ω22 BT

1∗ CT
1∗

B0∗ B1∗ R−GTPG DT

C0∗ C1∗ D −Q−1


 < 0, (38)

де

Ω11 =Ẋ1 +AT
0∗X

T
3 +X3A0∗ + S0

+CT
0 K

T
c N

T
0 +N0KcC0 + CT

0 K
T
c RKcC0 + ε0In,
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Ω21 = ΩT
12 =AT

2 Ẋ
T
3 +X1 +AT

1∗X
T
3 +AT

2X2A0∗ + ST
2

+CT
1 K

T
c N

T
0 +N1KcC0 + CT

1 K
T
c RKcC0,

Ω22 =AT
2 Ẋ2A2 +AT

2X
T
3 +X3A2 +AT

2X2A1∗ +AT
1∗X2A2 + S1

+CT
1 K

T
c N

T
1 +N1KcC1 + CT

1 K
T
c RKcC1 + ε0In,

A0∗ = B0KcC0 −A0, A1∗ = B0KcC1 −A1,

B0∗ = BT
0 X

T
3 +NT

0 +RKcC0, B1∗ = BT
0 X2A2 +NT

1 +RKcC1,

C0∗ = C0 +DKcC0, C1∗ = C1 +DKcC1.

Можна сформулювати наслiдки теореми 4.1 для нелiнiйних ме-
ханiчних систем з невизначеностями коефiцiєнтiв типу (25)–(27). На-
ведемо один iз них у випадку сталих матриць.

Наслiдок 4.1 Нехай разом з (23) виконується система ЛМН зi
сталими матрицями




Ω11 Ω12 X3B0r +N0 CT
0p∗

Ω21 Ω22 AT
2kX2B0r +N1 CT

1q∗
BT

0rX
T
3 +NT

0 BT
0rX2A2k +NT

1 R−GTPG DT

C0p∗ C1q∗ D −Q−1


 < 0,

(39)
де

Ω11 =AT
0irpX

T
3 +X3A0irp + S0

+CT
0pK

T
c N

T
0 +N0KcC0p + CT

0pK
T
c RKcC0p,

Ω21 = ΩT
12 =X1 +AT

1jrqX
T
3 +AT

2kX2A0irp + ST
2

+CT
1qK

T
c N

T
0 +N1KcC0p + CT

1qK
T
c RKcC0p,

Ω22 =AT
2kX

T
3 +X3A2k +AT

2kX2A1jrq +AT
1jrqX2A2k + S1

+CT
1qK

T
c N

T
1 +N1KcC1q + CT

1qK
T
c RKcC1q,

A0irp = B0rKcC0p −A0i, A1jrq = Br0KcC1q −A1j ,

C0p∗ = C0p +DKcC0p, C1q∗ = C1q +DKcC1q,
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i = 1, α0, j = 1, α1, k = 1, α2, r = 1, β, p = 1, γ0, q = 1, γ1.

Тодi кожне керування (14) забезпечує асимптотичну стiйкiсть
стану рiвноваги z = 0 i оцiнку функцiонала (32) сiм’ї систем (15),
(25), (26), де

ω = max
1≤k≤α2

ωk, ωk = zT0 Zkz0, Zk =

[
X1 X3A2k

AT
2kX

T
3 AT

2kX2A2k

]
. (40)

Зазначимо, що наведена верхня оцiнка функцiонала якостi в остан-
ньому твердженнi випливає з першої нерiвностi (33) для вiдповiдного
матричного полiтопа E i леми 2.3 (див. також доведення леми 2.2).
При цьому значення ω в (40) залежить вiд розв’язку системи ЛМН
(39). Якщо вимагати, щоб ω було заданим (так, як в теоремi 4.1), то
при знаходженнi блокiв матрицi X = XT > 0 до системи (39) слiд
приєднати нерiвностi zT0 Zkz0 ≤ ω, k = 1, α2.

5 Робастна стабiлiзацiя маятника на рухомiй
платформi

Побудуємо систему керування одноланкового маятника на рухомiй
платформi (рис. 1). Кiнетична та потенцiальна енергiї системи вiдпо-
вiдно мають вигляд

T =
1

2
m0ξ̇

2 +
1

2
m1

(
ξ̇21 + η̇21

)
, H = m1gη1,

де ξ1 = ξ + h sin θ, η1 = −h cos θ, m0 — маса платформи, m1 — маса
маятника, θ — кут вiдхилення маятника, ξ — горизонтальне перемi-
щення платформи, g — прискорення вiльного падiння.

Рух системи в узагальнених координатах ξ i θ описуються рiвнян-
нями Лагранжа

d

dt

(
∂L

∂ξ̇

)
− ∂L

∂ξ
= v,

d

dt

(
∂L

∂θ̇

)
− ∂L

∂θ
= 0,

де

L = T −H =
1

2
m0ξ̇

2 +
1

2
m1

(
ξ̇2 + 2hξ̇θ̇ cos θ + h2θ̇2

)
+m1gh cos θ.

Враховуючи силу опору руху платформи, покладемо v = u − kξ̇, де
u — керуюча сила, прикладена до платформи, k — коефiцiєнт опору.
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Рис. 1: Одноланковий маятник на платформi.

Тодi рiвняння руху системи набувають вигляду



(m0 +m1)ξ̈ +m1hθ̈ cos θ −m1hθ̇

2 sin θ + kξ̇ = u,

hθ̈ + ξ̈ cos θ + g sin θ = 0.
(41)

Причому, якщо в другому рiвняннi g замiнити на −g, то дана система
буде описувати рух платформи з маятником в околi верхнього поло-
ження рiвноваги.

Систему рiвнянь (41) можна подати у векторно-матричнiй формi:

A2(x) ẍ +A1(x, ẋ) ẋ+ A0(x)x = B0u, (42)

де

x =

[
ξ
θ

]
, B0 =

[
1
0

]
, A0(x) =

[
0 0

0 g ϕ(θ)

]
,

A1(x, ẋ) =

[
k −m1hθ̇ sin θ

0 0

]
, A2(x) =

[
m0 +m1 m1h cos θ

cos θ h

]
,

ϕ(θ) =
sin θ

θ
— неперервна функцiя.

Покладемо h = 0, 6096, m0 = 0, 94, m1 = 0, 23, k = 0 [15] i розгля-
немо такi випадки для вектора спостереження y = C0 x+ C1 ẋ+Du:

1) l = 2, y = [ξ + ξ̇ + u θ̇]T ; 2) l = 3, y = [ξ + u ξ̇ θ̇]T .
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Випадку 1) вiдповiдають такi значення коефiцiєнтiв:

C0 =

[
1 0
0 0

]
, C1 =

[
1 0
0 1

]
, D =

[
1
0

]
.

Маємо нелiнiйну систему керування у векторно-матричнiй формi:

E(z)ż = A(z)z +B u, y = Cz +Du, z =

[
x
ẋ

]
, (43)

E(z) =

[
I2 0
0 A2

]
, A(z) =

[
0 I2

−A0 −A1

]
, B =

[
0
B0

]
, C = [C0, C1].

Застосовуючи методику з роботи [9, лема 1], знаходимо векторK =
[1, 3033 − 1, 2088] i вiдповiдне керування

u = K∗y, K∗ = −D(K) = [4, 2974 − 3, 9858], (44)

що забезпечує асимптотичну стiйкiсть лiнiйної системи

ż = Fz, F = E−1
0 M∗, (45)

де E0 = E(0), M∗ = A(0)− BKC, K = −D(K∗). При цьому її спектр
σ(F ) = {−1, 1979± 4, 0064i;−0, 5500± 0, 9860i}, а нульове положення
рiвноваги нелiнiйної системи (43) з керуванням (44) також асимп-
тотично стiйке. Поведiнка розв’язкiв замкненої системи (43), (44) з
початковим вектором z0 = [1 − 2 0 2]T зображена на рис. 2.

Нехай m0 i k — невизначенi параметри, що набувають значень на
iнтервалах

0, 6 ≤ m0 ≤ 1, 5, 0 ≤ k ≤ 5. (46)

Для iлюстрацiї наслiдку 4.1 задамо матрицi функцiоналу (30):

S0 =

[
0, 5 0
0 0, 5

]
, S1 =

[
0, 5 0
0 0, 5

]
, S2 =

[
0 0, 1
0 0

]
,

N0 =

[
0, 5
0

]
, N1 =

[
0
0

]
, R = 1.

Система (39) складається з чотирьох матричних нерiвностей, що
вiдповiдають можливим значенням пари (m0, k) на кiнцях iнтер-
валiв (46): (0, 6; 0); (0, 6; 5); (1, 5; 0); (1, 5; 5). Використовуючи систему
Matlab, знайдено додатно визначенi матрицi

P = 1, 9969 > 0, Q =

[
0, 5117 −0, 0134

−0, 0134 0, 5181

]
> 0,
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Рис. 2: Поведiнка системи з керуванням u = K∗y (l = 2).

X =




22, 9939 −6, 9497 5, 1524 0, 0937
−6, 9497 67, 3503 −21, 5309 5, 193
5, 1524 −21, 5309 20, 8101 −8, 0951
0, 0937 5, 193 −8, 0951 10, 152


 > 0,

якi задовольняють вказану систему нерiвностей.
Отже, у випадку 1) для всiх значень параметрiв m0 i k iз iнтер-

валiв (46) i вектора коефiцiєнтiв пiдсилення зворотного зв’язку K iз
замкненої областi K∗, обмеженої елiпсом (рис. 3)

(K −K∗)Q
−1(K −K∗)

T = P−1,

рух маятника на платформi в околi нульового стану рiвноваги асимп-
тотично стiйкий. При цьому значення заданого функцiонала якостi
не перевищує числа ω = 333, 3289 , знайденого за формулою (40).

Тепер розглянемо систему керування (43) у випадку 2), якому вiд-
повiдають такi значення коефiцiєнтiв:

C0 =



1 0
0 0
0 0


 , C1 =



0 0
1 0
0 1


 , D =



1
0
0


 .

Аналогiчно застосовуючи методику [9, лема 1], знаходимо вектор
K = [1, 2776 1, 3169 − 1, 2095] i вiдповiдне керування

u = K∗y, K∗ = −D(K) = [4, 6026 4, 7443 − 4, 3572], (47)
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Рис. 3: Область коефiцiєнтiв керування K∗.

що забезпечує асимптотичну стiйкiсть лiнiйної системи (45). При цьо-
му спектр σ(F ) = {−1, 1960± 4, 0009i;−0, 5599± 0, 9693i}, а нульове
положення рiвноваги нелiнiйної системи (43) з керуванням (47) також
асимптотично стiйке. Поведiнка розв’язкiв замкненої системи (43),
(47) з початковим вектором z0 = [1 − 2 0 2]T майже така сама, як i
у випадку 1) (див. рис. 2).

Для iлюстрацiї наслiдку 4.1 теореми 4.1 використаємо тi ж самi
матрицi функцiоналу (4) i iнтервали невизначеностi параметрiв m0 i
k (46), що i у випадку 1). Система спiввiдношень (39) складається з
чотирьох матричних нерiвностей, що вiдповiдають можливим значен-
ням пари (m0, k) на кiнцях iнтервалiв (46). Використовуючи систему
Matlab, знайдено додатно визначенi матрицi

P = 1, 4949 > 0, Q =




0, 5948 0, 0035 −0, 0236
0, 0035 0, 6157 −0, 0203

−0, 0236 −0, 0203 0, 5966


 > 0,

X =




20, 9184 −6, 187 4, 6595 0, 0784
−6, 187 62, 7929 −19, 5111 4, 575
4, 6595 −19, 5111 19, 4365 −7, 5023
0, 0784 4, 575 −7, 5023 9, 458


 > 0,

якi задовольняють вказану систему нерiвностей. Множину K∗ в (14)
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Рис. 4: Елiпсоїд коефiцiєнтiв керування K∗.

можна подати у виглядi K∗ =
{
K : KT ∈ K0

}
, де

K0 =
{
K0 : γ1(k

0
1 − k0∗1)

2 + γ2(k
0
2 − k0∗2)

2 + γ3(k
0
3 − k0∗3)

2 ≤ 1
}
,

K0
∗ = K∗T = [k0∗1 k0∗3 k0∗3], K

0 = KT = [k01 , k
0
3 , k

0
3 ], T — ортогональна

матриця, стовпчики ti якої є власнi вектори матрицi PQ−1, що вiдпо-
вiдають її власним значенням γi > 0 (i = 1, 2, 3). В даному випадку

T =




0, 6277 0, 6634 0, 4073
0, 2694 −0, 6760 0, 6859
0, 7303 −0, 3208 −0, 6031


 ,

K0
∗ = [0, 9850 1, 2436 7, 7563] , γ1 = 2, 6278, γ2 = 2, 4809, γ3 = 2, 3518.

На рис. 4 зображена елiпсоїдальна множина векторiв K0.

Таким чином, у випадку 2) для всiх значень параметрiв m0 i k iз
вiдповiдних iнтервалiв (46) i вектора коефiцiєнтiв пiдсилення зворот-
ного зв’язку K ∈ K∗ iз замкненої областi K∗, обмеженої елiпсоїдом,
рух маятника на платформi в околi нульового положення рiвноваги
асимптотично стiйкий. При цьому верхня оцiнка функцiонала якостi
ω = 309, 6734 менша, нiж у випадку 1).
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6 Висновки

В роботi отримано новi методи аналiзу робастної стiйкостi станiв рiв-
новаги i оцiнки функцiонала якостi нелiнiйних механiчних систем ке-
рування зi статичним зворотним зв’язком по вимiрюваному виходу,
що мiстить компоненти як фазових змiнних, так i керування. При
цьому значення невизначених матричних коефiцiєнтiв можуть нале-
жати заданим полiтопам, зокрема, матричним iнтервалам або афiн-
ним множинам, а можливi значення матрицi коефiцiєнтiв пiдсилення
зворотного зв’язку описують елiпсоїдальну множину.

Практична реалiзацiя запропонованих методiв базується на
розв’язаннi диференцiальних або алгебраїчних ЛМН. Для чисельного
моделювання невизначених механiчних систем керування типу MIMO
та знаходження розв’язкiв алгебраїчних ЛМН може бути застосова-
ний комплекс ефективних процедур Robust Control Toolbox ра-
зом з LMI Solvers системи Matlab. Вiдмiнною особливiстю побудо-
ваних ЛМН у порiвняннi з вiдомими є можливiсть побудови елiпсої-
да стабiлiзуючих матриць зворотного зв’язку, спiльної квадратичної
функцiї Ляпунова, а також оцiнки квадратичного функцiонала яко-
стi для нелiнiйної системи керування з невизначеними матричними
коефiцiєнтами.
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