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Обгрунтовано застосування iтерацiйного методу до задачi з обмежен-
нями для сингулярних iнтегральних рiвнянь.

An iterative method application to a problem with constraints for the
singular integral equations is justified.

Загальновiдома роль, яку вiдiграють у сучаснiй науцi задачi з iм-
пульсним впливом або з параметрами та задачi, на розв’язок яких на-
кладено певнi обмеження. Це i диференцiальнi рiвняння та їх системи
з iмпульсним впливом, i сингулярнi iнтегральнi рiвняння з парамет-
рами, i нетеровi крайовi задачi та iнтегральнi рiвняння з додатковими
умовами [1-6]. Вiдомо, що ряд задач теорiї пружностi, аеродинамiки,
математичної фiзики зводиться до розв’язання сингулярних рiвнянь,
на розв’язок яких накладаються певнi умови. Дана стаття присвячена
умовам застосування iтерацiйного методу при розв’язаннi сингуляр-
них iнтегральних рiвнянь з обмеженнями.

1 Постановка задачi

В дiйсному просторi 2π–перiодичних функцiй розглянемо задачу зна-
ходження функцiї x(t), що задовольняє рiвняння

(Ax)(t) = f(t) + µ(Fx)(t), (1)
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i додатковi умови

Φ(x) = α, α ∈ Rl, (2)

де

(Ax)(t) = a(t)x(t) + b(t)
2π

π∫
−π

x(t)ctg τ−t
2 dt+

π∫
−π

k(t, τ)x(τ)dτ,

(Fx)(t) =
π∫

−π

H(t, τ)F (τ, x(τ))dτ,

Φ(x) = (Φ1(x), Φ2(x), . . . ,Φl(x)), Φs(x) — лiнiйно обмеженi функцiо-
нали на класi функцiй L2[−π, π], зокрема,

Φs(x) =

π∫

−π

ηs(t)x(t)dt, s = 1, l, (3)

{ηs(t)}ls=1 — задана система лiнiйно незалежних функцiй в L2[−π, π].
Будемо вважати, що

1) 2π — перiодичнi функцiї a(t) i b(t) задовольняють умову Гельдера
i a2(t) + b2(t) = 1∀t ∈ [−π, π];
2)

π∫
−π

π∫
−π

| k(t, τ) |2 dtdτ <∞,
π∫

−π

π∫
−π

| H(t, τ) |2 dtdτ <∞;

3)F (t, u) — неперервна функцiя своїх аргументiв, 2π — перiодична по
t i задовольняє умову

| F (t, u)− F (t, ν) |≤ c | u− ν |, ∀u, ν ∈ R;

4) f ∈ L2[−π, π], F (·, 0) ∈ L2[−π, π], µ — малий додатний параметр.

Неважко помiтити, що ми маємо перевизначену задачу. Задача (1),
(2) є сумiсною тiльки в тому випадку, коли шукана функцiя задо-
вольняє рiвняння (1) i додатковi умови (2). Якщо рiвняння (1) не має
розв’язку, чи iснує розв’язок, але вiн не задовольняє умови (2), то
задача (1), (2) несумiсна. Умови сумiсностi задачi (1), (2) вiдомi [7].
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2 Iтерацiйний метод

Згiдно з iтерацiйним методом наближенi розв’язки задачi (1), (2) бу-
дуються на основi формул

xk(t) +

l∑

j=1

λkj (Rξj)(t) = uk(t),

π∫

−π

ηs(t)xk(t)dt = αs, s = 1, l, (4)

uk(t) = xk−1(t) +R[f −Axk−1 + µ(Fxk−1)](t), (5)

де {ξj(t)lj=1} — задана система лiнiйно незалежних функцiй в
L2[−π, π], а R — еквiвалентний регуляризатор оператора A вигляду

(Ry)(t) = a(t)y(t)− b(t)

2π

π∫

−π

y(τ)ctg
τ − t

2
dτ.

Початкове наближення x0(t) визначаємо iз формули (4), за умови,
що k = 0, а u0 задаємо довiльним чином.

За умови, що задача (4), (5) однозначно розв’язна, її розв’язок, як
вiдомо [7], виражається за формулами

xk(t) = (Guk)(t) + r(t), (6)

λkj =

π∫

−π

Γj(t)uk(t)dt− βj , j = 1, l. (7)

Причому, внаслiдок властивостi оператораG [4], формулу (6) мож-
на подати у виглядi

xk(t) = (Gνk)(t) + r(t), νk(t) = (Qxk)(t), (8)

де Q = I − P, P — оператор ортогонального проектування простору
L2[−π, π] на його пiдпростiр U1[−π, π], породжений системою лiнiйно
незалежних функцiй {(Rξj)(t)}lj=1.

Пiсля пiдстановки (8) у (5), замiнюючи при цьому k на k − 1 i
використовуючи вiдому властивiсть еквiвалентного регуляризатора
[8]: RA = I − T , де T — цiлком неперервний iнтегральний оператор,
що дiє в L2[−π, π], приходимо до спiввiдношення

uk(t) = (Mνk−1)(t) + g(t) + µ(Cνk−1)(t), (9)
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де

M = TG, g(t) = (Tr)(t) + (Rf)(t), (Cν)(t) = RF ((Gν)(t) + r(t)).

Спроектуємо (9) на пiдпростiр V [−π, π] = L2[−π, π] ⊖ U1[−π, π].
Отримаємо

νk(t) = (Lνk−1)(t) + h(t) + µ(Bνk−1)(t), (10)

де
L = QM, h(t) = (Qg)(t), B = QC.

Таким чином, iтерацiйний процес (4), (5) зводиться до методу послi-
довних наближень (10) розв’язання iнтегрального рiвняння

ν(t) = (Lν)(t) + h(t) + µ(Bν)(t).

Використавши вiдомi результати з теорiї iтерацiйних методiв [9],
можна сформулювати достатнi умови збiжностi методу (4), (5), який
застосовується до перевизначеної задачi (1), (2).

Теорема 2.1 Якщо q1 = q + µb < 1 i задача (1), (2) сумiсна, то
вона має єдиний розв’язок x∗(t) i послiдовнiсть {xk}∞k=0, побудова-
на за формулами (4),(5), збiгається за нормою до цього розв’язку,
причому

lim
k→∞

λkj = 0, j = 1, l.

Тут q i b — сталi з нерiвностей:

π∫
−π

[
π∫

−π

L(t, τ)u(τ)dτ

]2
dt ≤ q

π∫
−π

u2(t)dt,

‖ Bu−Bν ‖≤ b ‖ u− ν ‖,

для довiльних u, ν ∈ L2[−π, π].

Зауваження 2.1 Якщо ж задача (1), (2) несумiсна, але вико-
нується нерiвнiсть q1 = q + µb < 1, то

lim
k→∞

λkj = λ∗j 6= 0, j = 1, l,

i тодi, якщо до лiвої частини (1) додати елемент
l∑

j=1

λ∗j ξj(t), то задача

(1), (2) стає сумiсною.
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Для лiнiйної задачi

(Ax)(t) = f(t), Φ(x) = α, α ∈ Rl, (11)

наближенi розв’язки, згiдно з iтерацiйним методом, будемо знаходити
iз задачi

xk(t) +

l∑

j=1

λkj (Rξj)(t) = uk(t),

π∫

−π

ηs(t)xk(t)dt = αs, s = 1, l, (12)

де uk(t) = xk−1(t) +R[f −Axk−1](t). (13)

Цей iтерацiйний процес зводиться до методу послiдовних набли-
жень розв’язування iнтегрального рiвняння

ν(t) = (Lν)(t) + h(t), ν(t) = (Qu)(t).

В цьому випадку теорему 2.1 можна уточнити.

Теорема 2.2 Якщо спектральний радiус ρ(L) < 1 i задача (11)
сумiсна, то вона має єдиний розв’язок x∗(t) i послiдовнiсть {xk}∞k=0,
побудована за формулами (12), (13), збiгається за нормою до цього
розв’язку, причому

lim
k→∞

λkj = 0, j = 1, l.

Зауваження 2.2 Якщо задача (11) несумiсна, але виконується
нерiвнiсть ρ(L) < 1, то

lim
k→∞

λkj = λ∗j 6= 0, j = 1, l,

i тодi, якщо до лiвої частини рiвняння (Ax)(t) = f(t) додати елемент
l∑

j=1

λ∗jξj(t), то задача (11) стає сумiсною.

Органiзацiю обчислень за алгоритмом (4), (5) зручно проводити,
користуючись наступною обчислювальною схемою.

Обчислюємо допомiжнi функцiї:
— будуємо систему функцiй

ζj(t) = (Rξj)(t), j = 1, l,
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— будуємо матрицю D, елементи якої обчислюються за формулою

dsj =

π∫

−π

ηs(t)ζj(t)dt, s, j = 1, l,

— знаходимо матрицю D−1, обернену до матрицi D.
Нехай початкове наближення u0(t) задано, тодi x0(t), λ0j знаходять-

ся iз задачi (4) за умови, що k = 0. Пiсля цього наближення знаходи-
мо за рекурентними формулами. Нехай наближення xk−1(t) знайдено,
тодi:
— знаходимо нев’язку

zk(t) = f(t)− (Axk−1)(t) + µ(Fxk−1)(t);

— обчислюємо
εk(t) = (Rzk)(t),

uk(t) = xk−1(t) + εk(t);

— будуємо вектори gk = {gk1 , gk2 , . . . , gkl }, βk = {βk
1 , β

k
2 , . . . , β

k
l } коор-

динати яких обчислюються вiдповiдно за формулами

gks =
π∫

−π

ηs(t)uk(t)dt,

βk
s = gks − αs, s = 1, l;

— знаходимо вектор λk = D−1βk;
— складаємо функцiю

rk(t) =

l∑

j=1

λkj ζj(t);

— отримуємо k-те наближення

xk(t) = uk(t)− rk(t).

Безпосередньою пiдстановкою встановлюється рiвносильнiсть за-
пропонованої обчислювальної схеми алгоритму (4), (5).



Iтерацiйний метод розв’язування задачi з обмеженнями . . . 177

[1] Бойчук А.А., Журавлев В.Ф., Самойленко А.М. Обобщенно-обратные
операторы и нетеровы краевые задачи. — Киев: Ин-т математики НАН
Украины, 1995. — 319 с.

[2] Лучка А.Ю. Методи розв’язання рiвнянь з обмеженнями i проекцiйно-
iтеративний метод Ю.Д. Соколова // Укр. мат. журн. — 1996. — 48,
№ 11. — С. 1501–1509.

[3] Лучка А.Ю. Методи дослiдження систем диференцiальних рiвнянь з
iмпульсним впливом // Укр. мат. журн. — 1998. — 50, № 2. — С. 189–
194.

[4] Полiщук О.Б. Методи розв’язання лiнiйних сингулярних iнтегральних
рiвнянь з параметрами // Доп. НАН України. — 1998. — № 1. — С.
48–52.

[5] Полiщук О.Б. Модифiкований проекцiйно-iтеративний метод
розв’язання сингулярного iнтегрального рiвняння з параметрами
та з малою нелiнiйнiстю // Укр. мат. журн. — 1999. — 51, № 3. —
С. 418–422.

[6] Лучка А.Ю., Ферук В.А. Модифiкований проекцiйно-iтеративний ме-
тод для систем квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням
та обмеженням // Нелiнiйнi коливання. — 2004. — 7, № 2. — С. 188–207.

[7] Полiщук О.Б. Умови сумiсностi задачi з обмеженнями для сингуляр-
них iнтегральних рiвнянь // Нелiнiйнi коливання. — 2000. — 3, № 4. —
С. 511–514.

[8] Гахов Ф.Д. Краевые задачи. — М.: Наука, 1977. — 640 с.

[9] Канторович Л.В., Акилов Г.П. Функциональний анализ. — М.: Наука,
1984. — 752 с.


