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Розвинуто варiацiйний метод побудови наближеного розв’язку спек-
тральної задачi, що описує вiльнi коливання iдеальної рiдини в резер-
вуарах складної геометрiї, яка поставлена з позицiй методу спряження.
Побудовано узагальнений функцiонал для якого умови спряження на
сумiжнiй границi пiдобластей, що введенi, є природними граничними
умовами. Побудова розв’язкiв еквiвалентної варiацiйної задачi базуєть-
ся на основi методу Трефтца.

A variational method for constructing an approximate solution of spectral
problem describing the natural liquid sloshing in the complex shape tanks
is developed based on the domain decomposition method. A generalized
functional is constructed whose extrema and saddle points imply all
transmission conditions. The Trefftz method is employed to find the
approximate solution.

Решение многих задач механики сплошной среды для сложных
областей зачастую может быть существенно упрощено, если область
разбить на отдельные подобласти, вводя на поверхности раздела со-
ответствующие условия сопряжения. Построение приближенных ре-
шений задач в такой постановке имеет определенные трудности, ко-
торые связаны, в первую очередь, с выполнением граничных условий
сопряжения на смежных границах введенных подобластей. Если под-
области имеют каноническую форму (их границы совпадают с коор-
динатными поверхностями одной из систем координат), то использо-
вание метода Фурье для сопряжения решений в подобластях можно
свести к решению бесконечных систем алгебраических уравнений [1].
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Для составных областей решения граничных задач могут быть также
получены при помощи итерационного метода Шварца [2].

Значительное внимание в литературе уделяется формулировке
различных обобщенных вариационных принципов для решения за-
дач сопряжения, которые связаны преимущественно с разработкой
тех или иных модификаций метода конечных элементов. Среди этих
исследований особо можно выделить работы, посвященные формули-
ровке вариационных принципов теории упругости и теории оболочек
при разрывных полях перемещений, напряжений и деформаций [3] –
[6].

Для определения частот и присоединенных масс идеальной жид-
кости в подвижных полостях твердого тела в работе [7] предложен
метод решения соответствующих граничных задач, основанный на
разбиении области определения потенциала скоростей жидкости на
подобласти с формулировкой на смежной поверхности введенных под-
областей упрощенных условий сопряжения. Расчеты, приведенные в
монографии [7], подтверждают эффективность такого подхода к ре-
шению задач сопряжения при нахождении интегральных характери-
стик от потенциала скоростей жидкости.

Одна модификация вариационного метода для решения задач со-
пряжения при определении собственных колебаний жидкости в сосуде
сложной геометрической формы изложена в работе [8].

Развитию метода сопряжения решений применительно к неклас-
сическим граничным задачам теории движения твердых тел с поло-
стями, которые содержат конструктивные устройства в виде ребер-
перегородок, посвящена монография [9]. Эффективность предложен-
ных алгоритмов расчета динамических характеристик жидкости в
рассматриваемых полостях обусловлена в первую очередь тем, что
при построении решений краевых задач учитывались особенности в
искомых решениях на кромках перегородок.

В данной статье развивается вариационный метод решения спек-
тральной задачи о свободных колебаниях идеальной жидкости в ре-
зервуарах сложной геометрической формы, поставленной с позиций
задач сопряжения. Построен функционал, при помощи которого мож-
но избежать затруднений, возникающих при удовлетворении услови-
ям непрерывности функций и их нормальных производных на смеж-
ной границе между введенными подобластями. Для нахождения ста-
ционарных значений этого функционала используется метод Трефтца
при независимом варьировании искомых функций в подобластях. На
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конкретном примере показана эффективность предложенного алго-
ритма решения рассматриваемой задачи.

Задача о линейных собственных колебаниях идеальной и несжима-
емой жидкости в неподвижном резервуаре относительно потенциала
смещений Φ(x, y, z) имеет вид [7]

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0, (x, y, z) ∈ Q,

(
∂Φ

∂ν
− κΦ

)∣∣∣∣
Σ

= 0,
∂Φ

∂ν

∣∣∣∣
S

= 0,

∫

Σ

ΦdS = 0,
(1)

где Σ — невозмущенная свободная поверхность жидкости, S — смачи-
ваемая поверхность резервуара, Q — область, ограниченная поверх-
ностью Σ ∪ S, ~ν — орт внешней нормали к поверхностям Σ и S, κ —
частотный параметр, который подлежит определению.

Пусть резервуар имеет форму тела вращения. Ось Oz декарто-
вой системы координат Oxyz совместим с осью симметрии емкости и
направим ее в сторону свободной поверхности Σ. Введем цилиндри-
ческую систему координат Oxrη

x = r cos η, y = r sin η, z = z. (2)

В дальнейшем будем рассматривать антисимметричные колебания
жидкости в плоскости Oyz. С учетом осевой симметрии резервуара
представим функцию Φ(x, y, z) в следующем виде

Φ(x, y, z) = ψ(r, z) sin η. (3)

Тогда для составляющей потенциала смещений ψ(r, z) получим сле-
дующую спектральную задачу в области G меридионального сечения
сосуда:

M(ψ) =
∂

∂r

(
r
∂ψ

∂r

)
+

∂

∂z

(
r
∂ψ

∂z

)
− 1

r
ψ = 0, (z, r) ∈ G,

(
∂ψ

∂z
− κψ

)∣∣∣∣
L0

= 0,
∂ψ

∂ν

∣∣∣∣
L

= 0, ψ(0, z) = 0.

(4)

Здесь L0 и L — линии пересечения меридионального сечения сосуда
с поверхностями Σ и S соответственно.
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Однородная краевая задача (4) с параметром κ в граничном усло-
вии эквивалентна вариационной задаче для функционала [7]:

I =

∫

G

r

[(
∂ψ

∂z

)2

+

(
∂ψ

∂r

)2

+
1

r
ψ2

]
dG− κ

∫

L0

rψ2ds (5)

на классе функций, интегрируемых с квадратом вместе и их первы-
ми производными и подчиненных последнему граничному условию
из (4). Стационарные значения функционала (5) достигаются на соб-
ственных значениях и функциях задачи (4).

На основе вариационной формулировки задачи (4) и метода
Трефтца ранее был решен широкий класс задач по определению ча-
стот и форм собственных колебаний жидкости в осесимметричных
резервуарах [7], [10]. Однако, для удлиненных вдоль оси Oz емкостей,
у которых радиус свободной поверхности жидкости намного меньше
продольного размера сосуда, сходимость метода Трефтца существен-
но замедляется, что приводит к необходимости проведения большого
числа вычислений. Для рассматриваемого класса резервуаров реше-
ние задачи (4) может быть эффективно построено, если исходить при
этом с позиций задач сопряжения.

Разобьем область G линией γ на две подобласти G(1) и G(2): об-
ластьG(1) ограничена осью Oz, линиями L0, L(1) и γ, а областьG(2) —
соответственно осью Oz и линиями L(2) и γ. Здесь L(1) и L(2) — линии
пересечения меридионального сечения резервуара со смачиваемыми
границами областей G(1) и G(2) соответственно. Обозначим решения
исходной задачи (4) в подобластях G(1) и G(2) через ψ(1) и ψ(2). В
дальнейшем верхний индекс во всех встречающихся функциях будет
обозначать номер области, в которой эти функции определены. При
этом, для функций ψ(1) и ψ(2), а также их производных на смеж-
ной линии γ подобластей G(1) и G(2), должны выполняться условия
сопряжения

(
ψ(1) = ψ(2)

)∣∣
γ
,

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
= −∂ψ

(2)

∂ν(2)

)∣∣∣∣
γ

, (6)

где ~ν(1) и ~ν(2) — орты внешних нормалей к областям G(1) и G(2) соот-
ветственно. Условия (6) фигурируют наравне с граничными условия-
ми исходной задачи.

Для построения приближенного решения сформулированной за-
дачи сопряжения будем использовать вариационный метод, который
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для одномерных задач применялся ранее в работах [11], [12]. Заме-
нив в функционале (5) интеграл по области G суммой интегралов по
областям G(1) и G(2), представим его в следующем виде:

I =

2∑

i=1

∫

G(i)

F (ψ(i))dG(i) − κ

∫
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r
(
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ds, (7)
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(
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)2]
+

1

r

(
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)2
.

Вычислим первую вариацию функционала (7), не накладывая ни-
каких ограничений на варьируемые функции, кроме условия на оси
Oz.

Пусть имеем две произвольные функции ψ(r, z) и ϕ(r, z), которые
вместе с их первыми производными являются непрерывными функ-
циями в некоторой области G вплоть до ее границы Γ. Введем в рас-
смотрение следующий интеграл:

K(ψ, ϕ) =
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G

r
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Преобразуем его при помощи формулы Грина:
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(8)

С учетом формулы (8) и принятых обозначений первую вариацию
от функционала (7) можно представить в виде:
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δψ(k)rds +

∫

γ(k)

∂ψ(k)

∂ν(k)
δψ(k)rds−

−
∫

G(k)

M(ψ(k))δψ(k)dG(k)

]
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− κψ(1)

]
rδψ(1)ds.

(9)
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Отметим, что интегрирование вдоль линии γ, в силу принятого
разбиения области G, выполняется дважды в противоположных на-
правлениях. Поэтому здесь через γ(k) обозначены контуры интегри-
рования по линии γ со стороны областей G(k) соответственно.

Приравнивая (9) к нулю, получим вариационное уравнение для
определения функций ψ(k)(r, z) и параметра κ. Из этого уравнения
в силу произвольного варьирования функций ψ(k) в областях G(k) и
на границах L0 и L(k), k = 1, 2 следует, что в пределах каждой из
введенных подобластей должны выполняться исходные уравнения и
соответствующие граничные условия на контурах L0 и L(k).

Далее, если предположить, что класс допустимых функций под-
чинен условию

(
ψ(1) − ψ(2)

)∣∣
γ
= 0, (10)

то второе условие сопряжения (6) будет естественным граничным
условием для функционала I.

Итак, при использовании метода Ритца для решения вариационно-
го уравнения δI = 0 аппроксимации для функций ψ(k) должны выби-
раться таким образом, чтобы они обеспечивали выполнение условия
(10) на контуре γ. В этом случае остальные граничные условия зада-
чи для рассматриваемого функционала будут естественными гранич-
ными условиями. Построение координатных функций, удовлетворя-
ющих граничному условию (10), вызывает определенные трудности.
В связи с этим возникает проблема построения такого функционала
F1, для которого все условия сопряжения (6) были бы естественными
граничными условиями.

Если рассматривать условие (10) как дополнительное ограничение
на задачу нахождения стационарного значения функционала I(ψ),
то можно воспользоваться методом Лагранжа [13] для построения
такого функционала. В соответствии с этим введем в рассмотрение
новый функционал F1(ψ, α), который имеет вид

F1(ψ, α) = I(ψ) +

∫

γ

α
(
ψ(1) − ψ(2)

)
rds, (11)

где α(s) — неизвестная функция, заданная на контуре γ и подлежа-
щая определению в дальнейшем. Эта функция называется множите-
лем Лагранжа.
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Стационарное значение функционала (11) нужно разыскивать при
свободном варьировании функций ψ(k) и α. Следовательно, введе-
ние множителя Лагранжа приводит к увеличению числа неизвест-
ных функций рассматриваемой задачи. Чтобы избежать искусствен-
ное повышение числа неизвестных функций исходной задачи, най-
дем явное выражение для множителя Лагранжа. Тогда, в отличие от
работы [14], где искомые функции и множитель Лагранжа находи-
лись методом Ритца, после замены функции α(s) в функционале (11)
на тождественно равное ей выражение, можно получить обобщенный
функционал относительно функций ψ(k). Это позволит существенно
упростить алгоритм нахождения приближенного решения вариацион-
ной задачи при помощи метода Ритца.

Вычислим первую вариацию функционала (11) и приравняем ее к
нулю. С учетом выражения (9) будем иметь

δF1 =
2∑

k=1

[ ∫

L(k)

∂ψ(k)

∂ν(k)
δψ(k)rds−

∫

G(k)

M(ψ(k))δψ(k)dG(k)

]
+

+

∫

L0

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
− κψ(1)

)
δψ(1)rds+

∫

γ

(
∂ψ(1)

∂ν(1)
+
α

2

)
δψ(1)rds+

+

∫

γ

(
∂ψ(2)

∂ν(2)
− α

2

)
δψ(2)rds+

1

2

∫

γ

δα
(
ψ(1) − ψ(2)

)
rds = 0.

(12)

Здесь было учтено, что при изменении направления пути интегриро-
вания на противоположный криволинейный интеграл первого рода не
меняется.

При свободном варьировании функций ψ(k) на границе γ из вари-
ационного уравнения (12) вытекают следующие соотношения:

α

2
= −∂ψ

(1)

∂ν(1)

∣∣∣∣
γ

;
α

2
=
∂ψ(2)

∂ν(2)

∣∣∣∣
γ

. (13)

Складывая эти два равенства, получим следующее выражение для
множителя Лагранжа:

α =

(
∂ψ(2)

∂ν(2)
− ∂ψ(1)

∂ν(1)

)∣∣∣∣
γ

. (14)

С учетом этого соотношения, обобщенный функционал F (ψ(1), ψ(2))
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принимает вид

F (ψ(1), ψ(2)) = I(ψ(1), ψ(2))+

+

∫

γ

(
ψ(1) − ψ(2)

)(∂ψ(2)

∂ν(2)
− ∂ψ(1)

∂ν(1)

)
rds.

(15)

Проводя все рассуждения в обратном порядке, убеждаемся, что
уравнениями Эйлера для функционала (15) будут уравнения (4). При
этом краевые условия задачи и условия сопряжения (6) для него яв-
ляются естественными граничными условиями, так как они автомати-
чески выполняются для функций ψ(k), доставляющих функционалу
F стационарное значение. Это является важным фактором при реше-
нии задач сопряжения вариационным методом.

Полученные результаты позволяют теперь перейти к построению
приближенного решения исходной задачи на основе метода Ритца. В
связи с этим представим искомые функции в виде следующих отрез-
ков обобщенных рядов:

ψ(1)(r, z) =

m0∑

j=1

ajW
(1)
j ; ψ(2)(r, z) =

n0∑

j=1

bjW
(2)
j , (16)

где aj , bj — произвольные постоянные,
{
W

(1)
j

}∞
j=1

и
{
W

(2)
j

}∞
j=1

— си-

стемы базисных функций для областей G(1) и G(2), которые удовле-
творяют условию M

(
W

(k)
j

)
= 0, k = 1, 2 .

Требование того, что системы базисных функций удовлетворяют
исходному уравнению, позволяет избавиться от вычисления двойных
интегралов по области G(k) при нахождении коэффициентов алгебра-
ической системы уравнений относительно постоянных aj и bj .

Коэффициенты разложений (16) определяются из условий стаци-
онарности функционала (15):

∂F

∂ai
= 0,

∂F

∂bi
= 0. (17)

В итоге, решение исходной задачи сводится к решению обобщенной
алгебраической проблемы собственных значений

(
A− κB

)
~X = 0,

~XT = {a1, a2, . . . , am0 , b1, b2, . . . , bn0}.
(18)



230 В.А. Троценко, Ю.В. Троценко

Формирование элементов αij и βij матриц A и B будем осуществ-
лять на основе вариационного уравнения δF = 0 c использованием
выражения (9). При вычислении ∂F/∂ai в вариации для функциона-

ла F полагаем δψ(1) = W
(1)
i , δψ(2) = 0. При нахождении ∂F/∂bi —

полагаем δψ(1) = 0, δψ(2) = W
(2)
i . В результате будем иметь следую-

щие выражения для элементов αij и ненулевых элементов βij :

αi,j = 2

∫

Γ(1)

W
(1)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
rds−

∫

γ

(
W

(1)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
+W

(1)
j

∂W
(1)
i

∂ν(1)

)
rds,

i, j = 1, 2, . . . ,m0;

αi,j+m0 =

∫

γ

(
W

(1)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
+W

(2)
j

∂W
(1)
i

∂ν(1)

)
rds,

i = 1, 2, . . . ,m0, j = 1, 2, . . . , n0;

αi+m0,j =

∫

γ

(
W

(2)
i

∂W
(1)
j

∂ν(1)
+W

(1)
j

∂W
(2)
i

∂ν(2)

)
rds, i, j = 1, 2, . . . , n0;

αi+m0,j+m0 = 2

∫

Γ(2)

W
(2)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
rds−

−
∫

γ

(
W

(2)
i

∂W
(2)
j

∂ν(2)
+W

(2)
j

∂W
(2)
i

∂ν(2)

)
rds, i, j = 1, 2, . . . , n0;

βi,j = 2

∫

L0

W
(1)
i W

(1)
j rds, i, j = 1, 2, . . . ,m0.

(19)

Напомним, что Γ(k), k = 1, 2 — границы областей G(k) (Γ(1) = L(1) ∪
L0 ∪ γ; Γ(2) = L(2) ∪ γ). Симметричность матрицы A вытекает из
симметричности оператора исходной задачи. Элементы матриц A и
B с высокой степенью точности могут быть вычислены при помощи
квадратурных формул Гаусса.

Приведем некоторые результаты расчетов частот и форм собствен-
ных колебаний жидкости по предлагаемому алгоритму. В качестве
примера рассмотрим составной резервуар, который имеет форму пря-
мого кругового цилиндра единичного радиуса и высоты h1 с днищем
в форме полусферы.
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Представим функции ψ(1)(z, r) и ψ(2)(z, r), определенные соответ-
ственно в областях G1 и G2, в следующем виде:

ψ(1) =

m0∑

j=1

ajWj(z, r), ψ(2) =

m0∑

j=1

bjWj(z, r). (20)

Здесь
{
Wj(z, r)

}∞
j=1

– системы базисных функций, удовлетворяю-

щих исходному уравнению (4), условиям полноты и линейной неза-
висимости [7]. В полярной системе координат R и ϑ решения этого
уравнения можно представить в виде

Wj(z, r) =
2(j − 1)!

(j + 1)!
RjP

(1)
j (cos θ), j > 1, R =

√
z2 + r2, (21)

где P (1)
j (cos θ) – присоединенные функции Лежандра первого рода.

Выражение (21) имеет полиномиальную структуру относительно пе-
ременных z и r, причем каждый такой полином содержит лишь члены
порядка j.

Таб. 1: Сходимость первых пяти собственных значений κi в зависимости
от числа приближений m0 в разложениях (20) при h1 = 0, 5.

m0 κ1 κ2 κ3 κ4 κ5

3 1,8121828 64,564223 — — —

4 1,7953569 11,490991 — — —

5 1,7940169 9,4311417 — — —

7 1,7936771 5,3866431 18,359004 — —

9 1,7936764 5,3345034 9,6682162 89,311516 —

11 1,7936760 5,3312830 8,7332283 21,408005 —

13 1,7936758 5,3311655 8,5423516 12,480581 32,999997

15 1,7936758 5,3311654 8,5366300 11,855002 18,483618

17 1,7936758 5,3311654 8,5363206 11,727027 15,915316

18 1,7936758 5,3311654 8,5363107 11,709809 15,245902

20 1,7936758 5,3311654 8,5363100 11,706243 14,941364

21 1,7936758 5,3311654 8,5363100 11,706032 14,883641

23 1,7936757 5,3311654 8,5363100 11,706005 14,865673

В таблице 1 проиллюстрирована типичная скорость сходимости
первых пяти собственных значений краевой задачи (4) в зависимо-
сти от количества базисных функций m0 в представлении (20) при
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h1 = 0, 5. Из таблицы видно, что восемь значащих цифр для первых
двух собственных значений κi стабилизируются уже при m0 = 15.
Для достижения такой же точности для κ3, κ4 и κ5 в расчетах следует
положить m0 = 27. Изменение высоты жидкости сосуда практически
не влияет на скорость сходимости последовательных приближений
даного алгоритма. Так в таблице 2 для h1 = 0, 2 приведены значения
функций ψ(1)(z, r) и ψ(2)(z, r), а также их производных в направлении
оси Oz, которые вычислены на линии сопряжения γ при разных зна-
чениях координаты r и числа приближений m0 в разложениях (20).

Таб. 2: Выполнение условий сопряжения на границе γ для первой фор-
мы колебаний при h1 = 0, 2, в зависимости от числа приближений m0 в
разложениях (20).

r ψ1 ψ2
∂ψ1

∂z

∂ψ2

∂z
m0 = 10

0,20 0,30433 0,30305 0,48167 0,49391

0,40 0,57821 0,57810 0,93599 0,93688

0,60 0,79882 0,79961 1,2896 1,2812

0,80 0,94705 0,94628 1,4699 1,4801

1,00 1,0000 1,0024 1,5290 1,4750

m0 = 15

0,20 0,30260 0,30267 0,49402 0,49352

0,40 0,57739 0,57734 0,93532 0,93561

0,60 0,79851 0,79854 1,2795 1,2794

0,80 0,94508 0,94506 1,4782 1,4782

1,00 1,0000 1,0002 1,4889 1,4746

На рис. 1 для h1 = 0, 5 приведены значения функций ψ(i) и их про-
изводных в направлении оси Oz, которые вычислены на линии сопря-
жения γ при различных значениях координаты r и количества при-
ближений m0 в разложениях (20) (i = 1 – штриховые линии, i = 2 –
сплошные). Как видно из приведенного рисунка, а также из таблицы
2, предложенный алгоритм решения исходной задачи способен обеспе-
чивать (в отличие от алгоритма работы [7]) поточечную сходимость
для решений и их нормальных производных на смежной границе γ
областей G(1) и G(2). Более медленная сходимость решений наблю-
дается в окрестности точки z = 0, r = 1. Это объясняется наличием



Определение свободных колебаний жидкости ... 233

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

r

ψ
(i)

m
0
=3

15

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

r

∂ψ
(i)

/∂
 z

| z=
0

15

m
0
=3

Рис. 1: Изменение функций ψ(i) и их производных в зависимости от коли-
чества приближений m0 в разложениях (20).

сингулярностей в производных собственных форм колебаний жидко-
сти вдоль контактной линии цилиндрической поверхности и полусфе-
рического днища рассматриваемого резервуара. Заметим, что здесь
все величины были нормированы таким образом, чтобы выполнялось
условие ψ(1)(z; 1, 0) = 1, 0.

Выводы. С позиций метода сопряжения решений предложен при-
ближенный подход решения двухмерной спектральной задачи о сво-
бодных колебаниях идеальной жидкости в резервуарах, имеющих
сложную форму. Этот подход базируется на формулировке обобщен-
ного функционала, для которого условия сопряжения на смежной
границе искусственно введенных подобластей являются естественны-
ми граничными условиями. Это позволяет независимо варьировать
решения в этих подобластях, что во многих случаях упрощает полу-
чение приближенного решения исходной задачи.
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