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Светлой памяти Промарза Меликовича Тамразова посвящается

Настоящая работа посвящена изучению классов отображений с
неограниченной характеристикой квазиконформности. Доказано,
что нормальные семейства открытых дискретных отображений,
искажающих семейства кривых в Rn специальным образом, имеют
логарифмический порядок роста в окрестности каждой точки,
как только их характеристика квазиконформности удовлетворяет
определённым ограничениям на рост.

1. Введение. Настоящая заметка посвящена изучению простран-
ственных отображений, более общих, чем отображения с ограничен-
ным искажением по Ю. Г. Решетняку (см. [1]).

Всюду далее m — мера Лебега в Rn, n ≥ 2, Rn = Rn ∪ {∞} —
одноточечная компактификация Rn, M — конформный модуль се-
мейства кривых (см., например, [2, разд. 6, гл. I]). В более ранней
работе автора [3] были получены результаты об оценках искажения,
равностепенной непрерывности и нормальности семейств отображений
f : D → Rn, n ≥ 2, удовлетворяющих в точке x0 ∈ D оценкам вида

M (f (Γ (S1, S2, R))) ≤
∫
R

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) (1)

c⃝ Е. А. Севостьянов, 2013
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для любого кольца R = R(r1, r2, x0), 0 < r1 < r2 < r0 и для каждой
измеримой функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что

r2∫
r1

η(r)dr ≥ 1 .

Такие отображения будем называть кольцевыми Q-отображениями
в точке x0. При этом, случай Q(x) ≤ K ≡ const соответствует
отображениям с ограниченным искажением (или квазирегулярным
отображениям), а случай Q(x) ≡ 1 — случаю конформных ото-
бражений и аналитических функций; см. монографии [1] и [4], а
также [5, теорема 1] по этому поводу. В работе [3] найдены условия
на функцию Q, обеспечивающие равностепенную непрерывность
(нормальность) семейств отображений вида (1), не принимающих
значения множества положительной ёмкости. Указанные условия
являются достаточными, но не являются необходимыми условиями
равностепенной непрерывности семейств отображений. В частности,
семейство отображений f : D → Rn \ E вида (1) равностепенно
непрерывно в точке x0 ∈ D, если capE > 0 и Q ∈ FMO(x0) (см.
[3, теорема 5.1]). Определение и примеры функций φ : D → R класса
FMO в точке x0 см., например, в [6].

Данная работа посвящена поиску условий, при которых семейство
отображений указанного выше вида равностепенно непрерывно и
которые являлись бы не только достаточными, но и необходимыми
условиями. При этом, условие на функцию Q (например, условие
типа FMO) фиксируется и рассматривается вопрос о равносте-
пенной непрерывности в точке соответствующего семейства ото-
бражений. Следует заметить, что подобные исследования являются
продолжением результатов Р. Миньйович для случая ограниченных
функций Q (R. Miniowitz, 1982 г.; см. [7, теорема 1]), см. также [8,
теорема 4.3, гл. II] для квазиконформных отображений на плоскости.

В дальнейшем в расширенном пространстве Rn = Rn
∪
{∞} исполь-

зуется сферическая (хордальная) метрика h(x, y) = |π(x) − π(y)|, где
π – стереографическая проекция Rn на сферу Sn( 1

2en+1,
1
2 ) в Rn+1:

h(x,∞) =
1√

1 + |x|2
, h(x, y) =

|x− y|√
1 + |x|2

√
1 + |y|2

, x ̸= ∞ ≠ y .

Всюду далее равностепенная непрерывность (нормальность) семей-
ства отображений f : D → Rn понимается в смысле метрики h.
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Основной результат, доказанный автором по этому поводу, может быть
сформулирован следующим образом.

Теорема 1. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-
отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что Q ∈ FMO(x0),
равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда,
когда при некоторых p = p(n,Q) > 0, Cn > 0, ε0 = ε0(x0) > 0 и всех
x ∈ B(x0, ε0) выполнено неравенство

h(f(x), f(x0)) ≤ Cn

{
1

log 1
|x−x0|

}p
. (2)

Отметим ещё одну подробность. Как было показано в работе
[9, теорема 5.1 и следствие 5.5], (см. также [10, теоремы 7.5 и
7.6, следствия 7.10 — 7.12]), для нормальности (равностепенной
непрерывности) семейств гомеоморфизмов, удовлетворяющих оценке
(1) при Q ∈ FMO(x0) для всех x0 ∈ D достаточно, чтобы это
семейство не принимало два фиксированных значения в Rn. Анало-
гичное утверждение неверно для отображений, не являющихся гомео-
морфизмами даже при Q(x) ≡ 1, как показывает пример аналити-
ческих функций на плоскости fm(z) = zm, m ∈ N, в области D =
= B(0, 2)\{0} (все отображения семейства являются 1–отображениями
и не принимают значения 0 и ∞ в указанной области). Результат
Р. Миньйович утверждает, что для равностепенной непрерывности
(нормальности) семейств отображений в случае ограниченных Q ≤
≤ K и n ≥ 2 достаточно, чтобы семейство отображений не при-
нимало l + 1 различных значений, где натуральное число l вполне
определяется коэффициентом квазиконформности K и размерностью
пространства n (см., например, [7, теорема 4]). В изучаемом нами
случае неограниченных функций Q конечного числа не принимаемых
значений, вообще говоря, не достаточно.

2. Вспомогательные утверждения. Основные определения и
обозначения, используемые ниже, могут быть найдены в работе [3].

Хордальным диаметром множества E ⊂ Rn называется величина
h(E) = sup

x ,y ∈E
h(x, y). Всюду далее ωn−1 обозначает площадь

единичной сферы Sn−1 в Rn. Конденсатором E = (A,C) называется
пара множеств, где A открыто и C — компактное подмножество A.
Следующие леммы в несколько более слабой форме были доказаны в
работе [3], см. леммы 3.2, 3.3.
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Лемма 1. Пусть f : D → Rn, n ≥ 2 — открытое дискретное
кольцевое Q-отображение в точке x0 ∈ D. Предположим, что для
некоторых чисел ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), ε ′

0 ∈ (0, ε0) и семейства
неотрицательных измеримых по Лебегу функций {ψε(t)}, ψε :
(ε, ε0) → [0,∞], ε ∈ (0, ε ′

0) , выполнено условие∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψnε (|x− x0|) dm(x) ≤ F (ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) , (3)

где F (ε, ε0) — некоторая функция и

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψε(t)dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) . (4)

Тогда
cap f(E) ≤ F (ε, ε0)/In(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′

0) , (5)

где E = (A, C) , A = B (x0, r0) , C = B(x0, ε), r0 = dist (x0, ∂D) .

Доказательство. Рассмотрим конденсатор E = (A, C), где A
и C такие же, как в формулировке леммы. В случае D := Rn
полагаем A := Rn. Заметим, что пара множеств f(E) = (f(A), f(C))
также является конденсатором ввиду открытости и непрерывности
отображения f (определение конденсатора и ёмкости конденсатора
см., например, [4, разд. 10, гл. II]). Если cap f(E) = 0, доказывать
нечего. Пусть cap f(E) ̸= 0. Не ограничивая общности, можно считать,
что ∞ ̸∈ f(A).

Пусть ΓE — семейство всех кривых вида γ : [a, b) → A, таких что
γ(a) ∈ C и |γ| ∩ (A \ F ) ̸= ∅ для произвольного компакта F ⊂ A,
где |γ| = {x ∈ Rn : ∃ t ∈ [a, b) : γ(t) = x} — носитель кривой γ.
Известно, что capE = M(ΓE) (см., например, [4, предложение 10.2,
гл. II]). Для конденсатора f(E) рассмотрим семейство кривых Γf(E).
Заметим также, что каждая кривая γ ∈ Γf(E) имеет максимальное
поднятие при отображении f, лежащее в A с началом в C, см. [4,
следствие 3.3, гл. II] (определение максимального поднятия кривой при
отображении см. там же). Пусть Γ∗ — семейство всех максимальных
поднятий кривых Γf(E) при отображении f с началом в C. Заметим,
что Γ∗ ⊂ ΓE (см. детали доказательства леммы 3.2 в [3]). Кроме того,
заметим, что Γf(E) > f(Γ∗) и, следовательно,

M
(
Γf(E)

)
≤M (f(Γ∗)) . (6)
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Рассмотрим множества S ε = S(x0, ε) = {x ∈ Rn : |x− x0| = ε}, S ε0 =
= S(x0, ε0) = {x ∈ Rn : |x−x0| = ε0}, где ε0 — из условия леммы и ε ∈
∈ (0, ε ′

0) . Всюду ниже полагаем R(r1, r2, x0) = {x ∈ Rn : r1 < |x−x0| <
< r2}. Заметим, что, поскольку Γ∗ ⊂ ΓE , то Γ (Sε, Sε0 , R(ε, ε0, x0)) <
< Γ∗ и, следовательно, f(Γ (Sε, Sε0 , R(ε, ε0, x0))) < f(Γ ∗). Значит,

M (f(Γ∗)) ≤M (f (Γ (Sε, Sε0 , R(ε, ε0, x0)))) . (7)

Из соотношений (6) и (7) следует, что

M
(
Γf(E)

)
≤M (f (Γ (Sε, Sε0 , R(ε, ε0, x0))))

и, таким образом, согласно [4, предложение 10.2, гл. II]

cap f(E) ≤M (f (Γ (Sε , Sε0 , R(ε, ε0, x0)))) . (8)

Рассмотрим семейство измеримых функций ηε(t) = ψε(t)/I(ε, ε0),
t ∈ (ε, ε ′

0). Заметим, что для всех таких ε ∈ (0, ε ′
0) выполнено равенство

ε0∫
ε

ηε(t) dt = 1. Тогда по определению кольцевого Q-отображения в

точке x0 для любого ε ∈ (0, ε ′
0)

M (f (Γ (Sε , Sε0 , R(ε, ε0, x0)))) ≤

≤ 1

In(ε, ε0)

∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x) · ψnε (|x− x0|) dm(x) . (9)

Наконец, из соотношений (3), (8) и (9) следует соотношение (5).
Лемма 2. Пусть f : D → Rn, n ≥ 2 — открытое дискретное

кольцевое Q-отображение в точке x0, такое что D ′ = f(D) ⊂
⊂ B(0, r), при этом h

(
Rn \B(0, r)

)
≥ δ > 0. Предположим, что

для некоторых чисел p ≤ n, ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), ε ′
0 ∈ (0, ε0) и

семейства неотрицательных измеримых по Лебегу функций {ψε(t)},
ψε : (ε, ε0) → [0,∞], ε ∈ (0, ε ′

0) , выполнено условие∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x)·ψnε (|x−x0|) dm(x) ≤ K ·Ip(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) , (10)

где величина I(ε, ε0) определена в (4). Тогда

h(f(x), f(x0)) ≤ αn
δ

exp{−βnIγn,p(|x− x0|, ε0)} (11)
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для всех x ∈ B(x0, ε0
′), где λn ∈ [4, 2en−1) — некоторая постоянная,

зависящая только от n, и

αn = 2λ2n, βn =
(ωn−1

K

) 1
n−1

, γn,p = 1 − p− 1

n− 1
. (12)

Доказательство. Заметим, что при ε ∈ (0, ε ′
0)

cap f(E) ≤ K Ip−n (ε, ε0) . (13)

Действительно, соотношение (13) вытекает непосредственно из (5) и
(10) при F (ε, ε0) := K Ip(ε, ε0).

Далее, поскольку f(A) ⊂ B(0, r), в силу леммы 2.2 из [3],
примененной к конденсатору f(E), будем иметь

cap f(E) ≥ ωn−1{
log

2λ2
n

h(f(C))h(Rn \B(0,r))

}n−1 , (14)

где λn ∈ [4, 2en−1). Поскольку по условию h
(
Rn \B(0, r)

)
≥ δ, из (13)

и (14) имеем
h (f(C)) ≤ αn

δ
exp {−βnIγn,p(ε, ε0)} , (15)

где αn = 2λ2n, βn = (ωn−1/K)
1

n−1 , γn,p = (n− p)/(n− 1) .
Пусть теперь x ∈ D такое, что |x − x0| = ε, 0 < ε < ε ′

0. Тогда
x ∈ B (x0, ε) и f(x) ∈ f

(
B (x0, ε)

)
= f(C) и из (15) получаем оценку

h (f(x), f(x0)) ≤ αn
δ

exp {−βnIγn,p(|x− x0|, ε0)} ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) . (16)

В силу произвольности ε ∈ (0, ε ′
0) , соотношение (16) имеет место во

всём шаре B(x0, ε
′
0). Лемма доказана.

Мёбиусовым преобразованием U : Rn → Rn называют отображение,
представляющее собой композицию конечного числа преобразований
подобия и инверсий относительно сферы (см., например, [1, § 2.2,
гл. I]). Отметим, что согласно теореме Лиувилля любое конформное
отображение области D пространства Rn, n ≥ 3, является сужением
на D некоторого мёбиусова преобразования (см. соответствующий
результат в [11] для класса C1; см. также [4, теорема 2.5, гл. I]).
При этом, для области D := Rn указанный результат верен также
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и при n = 2 (см., например, [12]). Обратно, сужение каждого
мёбиусова преобразования U : Rn → Rn на произвольную область
D \

{
∞, U −1(∞)

}
, по определению, является конформным отображе-

нием, потому M(U(Γ)) = M(Γ) для каждого мёбиусова отображения
U : Rn → Rn и произвольного семейства кривых Γ в Rn (см. [2,
теорема 8.1]).

Следующая лемма определяет характер локального поведения
классов отображений с неограниченной характеристикой (в смысле
соотношения (1)), являющихся равностепенно непрерывными (нор-
мальными) семействами отображений.

Лемма 3. Пусть FQ — некоторое семейство открытых дискрет-
ных кольцевых Q-отображений f : D → Rn в точке x0, n ≥ 2.
Предположим, что найдутся числа p < n, ε0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), ε ′

0 ∈
(0, ε0) и неотрицательная измеримая по Лебегу функция ψ : (0, ε0) →
[0,∞], для которых выполнено условие вида (10), где ψε ≡ ψ для всех
ε ∈ (0, ε ′

0), функция I(a, b) определена соотношением (4) и, кроме
того, выполнено условие: I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0. Тогда семейство
FQ является равностепенно непрерывным в точке x0 тогда и только
тогда, когда найдутся εi = εi(x0), i = 1, 2, 0 < ε1 < ε2 < ε0, такие,
что для любого f ∈ FQ и всех x ∈ B(x0, ε1) выполнена оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ αn exp{−β̃nIγn,p(|x− x0|, ε2)} , (17)

где β̃n =
(ωn−1

2K

) 1
n−1 , а αn и γn,p определены в соотношении (12).

Доказательство. Достаточность очевидна, поскольку из соот-
ношения (17) при p < n и условия I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0
немедленно следует равностепенная непрерывность семейства отобра-
жений FQ. Докажем необходимость. Предположим, что семейство FQ
равностепенно непрерывно в точке x0. Тогда для произвольного σ > 0
найдётся ∆ = ∆(σ, x0) такое, что

h(f(x), f(x0)) < σ , (18)

как только |x − x0| < ∆. Можно считать, что ∆ < ε0. Для фиксиро-
ванного отображения f ∈ FQ и точки x0 ∈ D определим мёбиусово
преобразование U : Rn → Rn, для которого

U(f(x0)) = 0, h(U(f(x)), U(f(x0))) = h(f(x), f(x0)) (19)



514 Е.А. Севостьянов

(такое преобразование существует, см., например, [2, теорема 12.2]). В
силу сделанных перед леммой 3 замечаний отображение v := U ◦ f
также является кольцевым Q-отображением в точке x0, при этом из
оценки (18) при достаточно малом значении σ и соотношений (19)
вытекает, что при некотором ε2 = ε2(x0) < ∆ и всех x ∈ B(x0, ε2)
выполнено неравенство: |v(x)| ≤ 1. Рассмотрим сужение отображения
v на шар B(x0, ε2), g := v|B(x0, ε2). Заметим, что так как I(ε, ε0) → ∞
при ε → 0, то 0 < I(ε, ε0) < 2 · I(ε, ε2) < ∞ при некотором ε1 ∈ (0, ε2)
и всех ε ∈ (0, ε1). Тогда из условия (10) вытекает, что∫
ε<|x−x0|<ε2

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) ≤ 2K Ip(ε, ε2) ∀ ε ∈ (0, ε1) . (20)

Однако, условие (20) совпадает с условием (10), где роль ε0 играет
ε2, роль ε ′

0 играет ε1, а роль K — новая постоянная 2K. Необходимое
заключение следует теперь из леммы 2, примененной к отображению
g, и соотношений (19). Лемма доказана.

В дальнейшем нам также понадобится ещё одна лемма, которая
является некоторой вариацией леммы 3.

Лемма 4. Пусть FQ — семейство открытых дискретных коль-
цевых Q-отображений f : D → Rn в точке x0, n ≥ 2. Предположим,
что существует число ε̃0 ∈ (0, dist (x0, ∂D)), обладающее следующим
свойством: для любого числа ε0 ∈ (0, ε̃0) найдётся число ε ′

0 ∈ (0, ε0)
и неотрицательная измеримая по Лебегу функция ψ : (0, ε̃0) → [0,∞]
такая, что

0 < I(ε, ε0) :=

ε0∫
ε

ψ(t)dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) (21)

и, кроме того, выполнено условие вида∫
ε<|x−x0|<ε0

Q(x)·ψn(|x−x0|) dm(x) ≤ K Ip(ε, ε0) ∀ ε ∈ (0, ε ′
0) . (22)

Тогда, если семейство FQ является равностепенно непрерывным в
точке x0, то найдутся такие числа εi = εi(x0), i = 1, 2, 0 < ε1 < ε2 <
< ε̃0, что для всех f ∈ FQ и x ∈ B(x0, ε1) выполнена оценка

h(f(x), f(x0)) ≤ αn exp{−βnIγn,p(|x− x0|, ε2)} , (23)

где величины αn, βn и γn,p определены в соотношении (12).
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Доказательство. Предположим, что семейство FQ равносте-
пенно непрерывно в точке x0. Тогда для произвольного σ > 0
найдётся ∆ = ∆(σ, x0) такое, что выполнено соотношение (18). Для
фиксированного отображения f и точки x0 ∈ D определим мёбиусово
преобразование U : Rn → Rn, для которого выполнены равенства (19).
В силу сделанных перед леммой 3 замечаний отображение v := U ◦ f
также является кольцевым Q-отображением в точке x0, при этом из
оценки (18) при достаточно малом значении σ и соотношений (19)
вытекает, что при некотором ε2 = ε2(x0) < ∆ и всех x ∈ B(x0, ε1)
выполнено |v(x)| ≤ 1. Рассмотрим сужение отображения v на шар
B(x0, ε2), g := v|B(x0,ε2). Заметим, что в силу условия (21) при
некотором ε1 ∈ (0, ε2) и всех ε ∈ (0, ε1) выполнено условие 0 <
< I(ε, ε2) <∞. Тогда из (22) вытекает, что∫
ε<|x−x0|<ε2

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) ≤ K Ip(ε, ε2) ∀ ε ∈ (0, ε1) . (24)

Однако, (24) совпадает с условием (10). Необходимое заключение
следует теперь из леммы 2, примененной к отображению g, и равенств
в (19). Лемма доказана.

Замечание 1. Заключения лемм 3 и 4 получены при различных
предположениях и, вообще говоря, не сравнимы между собой. В част-
ности, утверждение леммы 4 более точное, чем утверждение леммы
3, поскольку в правой части соотношения (23) постоянная βn =

= (ωn−1

K )1/(n−1) больше постоянной β̃n = (ωn−1

2K )1/(n−1), стоящей
в правой части соотношения (17). Однако, условия леммы 3
предполагают выполнение соотношений (4), (10) лишь при одном
фиксированном ε0, в то время как в лемме 4 такие условия должны
быть выполнены при каждом достаточно малом ε0 и одной и той же
постоянной K > 0. Как мы увидим в следующем разделе, обе леммы
имеют свои приложения к конкретным классам функций Q.

3. О необходимых и достаточных условиях равностепенной
непрерывности семейств отображений. Основные результаты.

Доказательство теоремы 1 основано на специальном выборе
функции ψ в лемме 2. Полагаем ψ(t) := 1

t log 1/t . Пусть ε0 < e−1

произвольно. Тогда в сделанных выше обозначениях

I(ε, ε0) =

ε0∫
ε

ψ(t) dt = log
log 1

ε

log 1
ε0

,
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при этом условие I(ε, ε0) → ∞ при ε→ 0 проверяется непосредственно,
а условие (10) при p = 1 выполнено в силу [6, следствие 2.3] (см. также
[10, лемма 6.1, гл. 6]). Условие (2) вытекает из (11) при выбранной
функции ψ. Теорема доказана.

Пусть Q : D → [0,∞] — измеримая по Лебегу функция, тогда qx0(r)
обозначает среднее интегральное значениеQ(x) над сферой |x−x0| = r:

qx0(r) :=
1

ωn−1rn−1

∫
|x−x0|=r

Q(x) dS ,

где dS — элемент площади поверхности S.На основе леммы 4 получаем
следующие утверждения.

Теорема 2. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-
отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что при некотором
ε0 = ε0(x0) ∈ (0,dist (x0, ∂D)) выполнено условие

ε0∫
0

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

= ∞, (25)

равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда,
когда при некотором ε ′

0 < ε0, ε
′
0 > 0, и всех x ∈ B(x0, ε

′
0) выполнено

соотношение:

h(f(x), f(x0)) ≤ αn exp

{
−

ε0∫
|x−x0|

dt

tq
1

n−1
x0 (t)

}
, (26)

где αn — постоянная из формулировки леммы 3.
Доказательство. Достаточность непосредственно вытекает из

условий (25) и (26). Докажем необходимость. При достаточно малых
ε рассмотрим функцию

ψ(t) =

{
1/[tq

1
n−1
x0 (t)] , t ∈ (ε, ε0),

0 , t /∈ (ε, ε0) ,

а функцию I(ε, ε0) определим равенством I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε

ψ(t)dt. В силу

условия (25) для каждого достаточно малого ε0 > 0 найдётся ε ′
0 ∈
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(0, ε0) такое, что I(ε, ε0) > 0 при всех ε ∈ (0, ε ′
0). Кроме того,

I(ε, ε0) < ∞ при всех ε ∈ (0, ε0) (см. [13, замечание 3]). Наконец,
заметим, что функция ψ удовлетворяет также соотношению (22) при
p = 1 и K = ωn−1, поскольку несложный подсчёт показывает, что∫

ε<|x−x0|<ε0

Q(x)ψn(|x− x0|) dm(x) = ωn−1 I(ε, ε0) .

Необходимость следует теперь из леммы 4. Теорема доказана.
Из теоремы 2 непосредственно вытекает следующее
Следствие 1. Семейство открытых дискретных кольцевых Q-

отображений f : D → Rn в точке x0 ∈ D таких, что при некотором
ε0 = ε(x0) ∈ (0,dist (x0, ∂D))

qx0(r) ≤ C

(
log

1

r

)n−1

∀ r ∈ (0, ε0) ,

равностепенно непрерывно в точке x0 ∈ D тогда и только тогда,
когда при некотором ε ′

0 < ε0, ε
′
0 > 0, и всех x ∈ B(x0, ε

′
0) выполнено

соотношение
h(f(x), f(x0)) ≤ M

log 1
|x−x0|

,

где M — некоторая постоянная, зависящая только от размерности
пространства n и точки x0.

В заключение раздела приведём следующий, на наш взгляд, важ-
ный результат, являющийся (в некотором смысле) продолжением и
уточнением теоремы 2.

Теорема 3. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и ε0 > 0,
ε0 < dist (x0, ∂D). Для каждой функции Q : D → [1,∞], Q ∈

∈ L1
loc(D) такой, что

ε0∫
0

dt

tq
1

n−1
x0

(t)

< ∞, найдётся семейство равномерно

ограниченных кольцевых Q-гомеоморфизмов в точке x0, не являюще-
еся равностепенно непрерывным в точке x0.

Доказательство. Не ограничивая общности рассуждений, мож-
но считать D = Bn = {x ∈ Rn : |x| < 1} и x0 = 0. Определим последо-
вательность отображений fm : Bn → Rn следующим образом:

fm(x) =
x

|x|
ρm(|x|) , fm(0) := 0 ,
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где

ρm(r) = exp

{
−

1∫
r

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

}
, q0,m(r) :=

1

ωn−1rn−1

∫
|x|=r

Qm(x) dS ,

Qm(x) =

{
Q(x), |x| > 1/m ,

1 , |x| ≤ 1/m .

Заметим, что каждое из отображений fm, m = 1, 2, . . . , является коль-
цевым Q-гомеоморфизмом в точке x0 = 0. Действительно, при произ-
вольном r ∈ (0, 1) имеем fm(S(0, r)) = S(0, Rm), где

Rm := exp

{
−

1∫
r

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

}
.

Заметим, что
fm(Γ(S(0, r1), S(0, r2), R(r1, r2, 0))) =

= Γ(S(0, R1,m), S(0, R2,m), R(R1,m, R2,m, 0)) ,

где Ri,m := exp
{
−

1∫
ri

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

}
, i = 1, 2. Согласно [2, п. 7.5],

M(fm(Γ(S(0, r1), S(0, r2), R(r1, r2, 0)))) =
ωn−1( r2∫

r1

dt

tq
1/(n−1)
0,m (t)

)n−1
≤

≤ ωn−1( r2∫
r1

dt

tq
1/(n−1)
0 (t)

)n−1
.

Следовательно, отображение fm — кольцевой Q-гомеоморфизм в нуле,
см., например, [9, теорема 2.1]. Заметим, что |fm(x)| ≤ 1 для всех
m ∈ N и, таким образом, семейство отображений {fl(x)}∞l=1 равномер-
но ограничено. Кроме того, для произвольной последовательности xm
такой, что |xm| = 1/m, m = 1, 2, . . . , имеем |fm(xm)| ≥ σ, где σ не
зависит от m. Окончательно, для некоторого числа σ и произвольного
элемента последовательности 1/(m − 1), m = 2, 3, . . . , найдётся
xm ∈ Bn и элемент семейства отображений fm ∈ {fl(x)}∞l=1 такие,
что |xm − 0| < 1/(m− 1) и в то же время |fm(xm) − fm(0)| ≥ σ. Таким
образом, семейство отображений {fl(x)}∞l=1 не является равностепенно
непрерывным в нуле. Теорема доказана.
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