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В роботi розглядається задача про добуток узагальнених внутрiш-
нiх радiусiв полiцилiндричних неперетинних областей, одержано певне
узагальнення результата Є. Г. Ємельянова [9] на комплексному прос-
торi Cl, l > 2.

В данiй роботi розглядається задача про добуток узагальнених
внутрiшнiх радiусiв полiцилiндричних неперетинних областей. Ця за-
дача вiдноситься до ряду задач з так званими "вiльними" полюсами
(див., наприклад, [1 — 3]). Просторовi аналоги ряду вiдомих резуль-
татiв про неперетиннi областi на площинi отримано в роботi [4]. Для
цього в [4] узагальнено поняття внутрiшнього радiуса, введено понятт̄я
гармонiчного радiуса просторової областi B ⊂ Rn вiдносно деякої
внутрiшньої точки. Мабуть, робота [4] є єдиною роботою, де вдалося
iстотне просування в теорiї задач з неперетинними областями в прос-
торi. В 2011 роцi О. К. Бахтiн в роботi [5] запропонував пiдхiд, який
дозволив узагальнити деякi вiдомi результати теорiї однолистих функ-
цiй на багатовимiрнi комплекснi простори (див., наприклад, [6, 7]).

В 1978 роцi в роботi В.М. Дубiнiна [8] отримано результат, з якого,
зокрема, випливає розв’язок екстремальної задачi з повним описом
множини екстремалей для функцiонала

J =

n∏
k=1

2∏
p=1

r(Bk,p, ak,p),

c⃝ B. Є. В’юн, 2013
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де An,2 = {ak,p : k = 1, n, p = 1, 2} — (n, 2)-променева система
точок така, що |ak,1| = ρ i ak,2 = ak,1R

2/ρ2 , ρ, R ∈ R+, ρ < R, а
система попарно неперетинних (багатозв’язних) областей задовольняє
умови: Bk,1 ⊂ UR, а Bk,2 — симетрична Bk,1 вiдносно кола ∂UR,
k = 1, n. В 1987 роцi в роботi Є. Г. Ємельянова [9] розглянуто
бiльш загальну задачу у випадку однозв’язних областей для такого
ж функцiонала i (n, 2)-променевої системи точок, якi розташованi на
двох концентричних колах, причому умова Bk,1 ⊂ UR, k = 1, n, була
знята. В цiй роботi запропоновано оригiнальний метод дослiдження
i отримано вичерпний результат. В 1997 роцi в роботi В. М. Дубiнiна
[3] отримано нестандартне узагальнення цього результату на випадок
спецiальних систем вiдкритих множин. В роботi [10] О.К̇. Бахтiним
запропоновано метод дослiдження (метод "керуючих функцiоналiв"),
що базується на кусково-роздiляючому перетвореннi (див., наприклад,
[3]), який дозволив значно посилити попереднi результати. Подальше
просування в дослiдженнi екстремальних задач для (n,m)-променевих
систем точок при m = 2 здiйснено в роботi [11], а саме: в нiй отримано
узагальнення вiдомого результата Є. Г. Ємельянова на певний клас
вiдкритих множин.

Основнi поняття i результати. Нехай n,m ∈ N, n > 2. Розгля-
немо довiльну (n, 2)-променеву систему точок An,2 = {ak,p : k = 1, n,
p = 1, 2}. Визначимо "керуючий" функцiонал

L (An,2) :=
n∏
k=1

2∏
p=1

χ

(∣∣∣ ak,p
ak+1,p

∣∣∣ 1
2αk

)
|ak,p|.

Величини αk i функцiї ζk(w), χ(t) детально описанi в роботах [10, 11].
Для заданої (n, 2)-променевої системи точок An,2 четвiрка точок

{ζk(ak,1), ζk(ak+1,1), ζk(ak,2), ζk(ak+1,2)} , k = 1, n,

розташована на уявнiй осi, причому iнтервал
(
ζk(ak,1), ζk(ak+1,1)

)
мiстить початок координат. Конформний автоморфiзм комплексної
площини z 7→ 1+z

1−z перетворює вказану четвiрку в четвiрку точок на
одиничному колi. Нехай z1, z2, z3, z4 рiзнi точки одиничного кола.
Позначимо через z0 точку вiдкритого одиничного круга, в якiй пере-
тинаються неевклiдовi геодезичнi, що з’єднують вiдповiдно пари точок
z1, z3 i z2, z4. Тодi конформний автоморфiзм комплексної площини
z 7→ eiθ z−z01−z0z , θ ∈ R, перетворює задану четвiрку точок в вершини
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деякого (невиродженого) прямокутника зi сторонами, паралельними
координатним осям. Отже, розглянемо при кожному k = 1, 2, . . . , n
конформнi автоморфiзми Tk(z) комплексної площини C такi, що

Tk
(
ζk(ak,1)

)
= −iρ

1
αk

k , Tk
(
ζk(ak,2)

)
= −iρ

− 1
αk

k ,

Tk
(
ζk(ak+1,1)

)
= iρ

1
αk

k , Tk
(
ζk(ak+1,2)

)
= iρ

− 1
αk

k .

Позначимо Cl = (C× C× . . .× C︸ ︷︷ ︸
l−разiв

), l ∈ N. Cl = (C× C× . . .× C)︸ ︷︷ ︸
l−разiв

—

компактифiкацiя простору Cl. Позначимо через [D]l ⊂ Cl декартовий
добуток областей D ×D × . . .×D︸ ︷︷ ︸

l−разiв

, D ⊂ C, а через [d]l ∈ Cl —

декартовий добуток точок d ∈ C з координатами (d, d, . . . , d)︸ ︷︷ ︸
l−разiв

.

Нескiнченними точками Cl є тi точки, у яких хоча б одна координата
нескiнченна. Топологiя в Cl вводиться так, як i у декартовому добутку
топологiчних просторiв.

Область B = B1×B2× . . .×Bl ⊂ C
l
називається полiцилiндричною

областю в Cl, а областi Bs, s = 1, l, — координатними областями
областi B. Узагальненим внутрiшнiм радiусом полiцилiндричної об-
ластi B в точцi A = (a1, a2, . . . , al) ∈ B будемо називати величину

R(B,A) :=
[ l∏
s=1

r(Bs, as)
] 1

l

,

де r(Bs, as) — внутрiшнiй радiус координатної областi Bs в точцi as.
Систему точок An,2 := A1

n,2×A2
n,2× . . .×Aln,2, де Ajn,2 = {ajk,p : k =

= 1, n, p = 1, 2} є (n, 2)-променевою системою точок вiдповiдної комп-
лексної площини C при кожному фiксованому j, j = 1, l, назвемо (n, 2)-
променевою в просторi Cl.

Система {Bk,p : k = 1, n, p = 1, 2} називається системою полiци-
лiндричних неперетинних областей Bk,p := B1

k,p × B2
k,p × . . . × Blk,p,

якщо при кожному фiксованому j, j = 1, l, система областей {Bjk,p :

k = 1, n, p = 1, 2} є системою неперетинних областей в C. Тодi для
довiльної (n, 2)-променевої системи точок An,2 позначимо

L (An,2) :=
(
L
(
A1
n,2

)
, L
(
A2
n,2

)
, . . . , L

(
Aln,2

))
.
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Розглянемо функцiонал

Jn =
n∏
k=1

2∏
p=1

R (Bk,p,Ak,p) ,

де Ak,p ∈ Bk,p ⊂ Cl i Bk,p — взаємно неперетиннi полiцилiндричнi
областi в Cl при k = 1, n, p = 1, 2.

Теорема. Нехай n, l ∈ N, n > 2. Тодi, для будь-якої (n, 2)-
променевої системи точок An,2 такої, що L(An,2) = (1, 1, . . . , 1), i для
довiльної системи взаємно неперетинних полiцилiндричних областей
Bk,p таких, що Ak,p ∈ Bk,p ⊂ Cl при k = 1, n, p = 1, 2, справедлива
нерiвнiсть

Jn 6 22n
( n∏
k=1

αk

)2( n∏
k=1

1 − ρ
2

αk

k

1 + ρ
2

αk

k

)2

; (1)

однiєю з екстремальних систем є система

{Bk,p}nk=1 =
{

[B
(0)
1,p]l, [B

(0)
2,p]l, . . . , [B(0)

n,p]
l
}
,

{Ak,p}nk=1 =
{

[a
(0)
1,p]

l, [a
(0)
2,p]

l, . . . , [a(0)n,p]
l
}
, p = 1, 2,

де областi B(0)
k,p i точки a(0)k,p, k = 1, n, p = 1, 2, є вiдповiдно круговими

областями та полюсами квадратичного диференцiала

Q(w)dw2 = − wn−2(wn + 1)2

(wn − (R0)n)2(1 − (R0)nwn)2
dw2.

Доведення. Зробимо наступне перетворення

Jn =
n∏
k=1

2∏
p=1

[ l∏
j=1

r
(
Bjk,p, a

j
k,p

)] 1
l

=
[ l∏
j=1

( n∏
k=1

2∏
p=1

r
(
Bjk,p, a

j
k,p

))] 1
l

.

Зазначимо, що при фiксованому j = 1, l областi Bjk,p, k = 1, n, p = 1, 2,
утворюють систему неперетинних областей в C. Тому, використовуючи
вiдповiдний результат роботи [11], отримуємо нерiвнiсть (1) i решту
тверджень теореми. Теорему доведено.
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