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Рассмотрены оценки интегральных модулей гладкости произвольно-
го порядка для производных функции, осуществляющей конформное
отображение односвязных областей в комплексной плоскости.

Estimates for integral moduli of smoothness of arbitrary order for the deri-
vatives of the function realizing conformal mapping of simply connected
domains in complex plane are considered.

1. Вступ. Нехай у комплекснiй площинi задано однозв’язну
область G, обмежену спрямлюваною гладкою жордановою кривою
Γ. Позначимо через τ = τ(s) кут мiж дотичною до Γ та додатною
дiйсною вiссю, через s = s(w) позначимо довжину дуги на кривiй
Γ. Нехай w = φ(z) — гомеоморфiзм замкненого одиничного круга
D = {z : |z| ≤ 1} на замикання G областi G, конформний у вiдкритому
крузi D = {z : |z| < 1}, а функцiя z = ψ(w) — обернена до функцiї
w = φ(z).

Змiстовним є питання про зв’язок мiж властивостями функцiї
τ = τ(s) та функцiй w = φ(z) i z = ψ(w).

Келлог у 1912 роцi довiв, що, якщо функцiя τ = τ(s) належить
класу Гедьдера з показником α, 0 < α < 1, то тому ж класу належить
i функцiя φ′(eiθ). Згодом в роботах С.Е. Варшавського, Я.Л. Альпе-
ра, С. Я. Геронiмуса, Р.Н. Ковальчука, Л. I. Колесник було отримано
багато рiзноманiтних узагальнень цього результату.
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П.М. Тамразов [1] одержав тiлесне посилення для модулiв непе-
рервностi функцiї φ(z) на D. В дещо iншiй постановцi задача вивча-
лася в роботах Є. П. Долженка.

Вiдмiтимо, що результати С. Е. Варшавського, Р.Н. Ковальчука,
Л. I. Колесник для модулiв гладкостi другого порядку було отримано
за допомогою методу оцiнки скiнченних рiзниць, основаного на вве-
деннi додаткових точок, запропонованого С.Е. Варшавським.

В 1976 — 77 рр. цей метод i результати були узагальненi автором
на випадок модулiв гладкостi третього порядку для класiв Гельдера з
показником α, що задовольняв умову 0 < α ≤ 2 (а не 0 < α < 3, що
було б природнiм для модулiв гладкостi порядку k = 3). Причиною
цього є те, що метод С. Е. Варшавського мiстить момент певного огру-
блення, пов’язаного з тим, що при оцiнцi скiнченних рiзниць (i модулiв
гладкостi) за допомогою цього методу не можна уникнути доданку, що
мiстить скiнченнi рiзницi (i модулi гладкостi) другого порядку.

В 1977 р. П. М. Тамразов [2] розв’язав проблему оцiнювання скiн-
ченних рiзниць суперпозицiї функцiй i запропонував новий метод оцi-
нювання модулiв гладкостi. Використання цього методу дало можли-
вiсть автору [3] отримати узагальнення та обернення теорем типу Кел-
лога для загальних модулiв гладкостi довiльного порядку рiзних типiв.

Зокрема, узагальнення та обернення теорем типу Келлога у термi-
нах iнтегральних модулiв гладкостi були отриманi у роботах автора [3
— 6] (бiльш детально iсторiю питання див. в [7, 3, 5]).

2. Iнтегральнi модулi гладкостi похiдних функцiї, що реалi-
зує конформне вiдображення одиничного круга на жорданову
область. Нехай ωk,z(f(z), delta) — нецентрований локальний арифме-
тичний модуль гладкостi порядку k (k ∈ N) функцiї w = f(z) на кривiй
γ, тобто

ωk,z(f(z), δ) = sup
(z0,...,zk)∈γz,δ(N)

|[z0, . . . , zk; f, z0]| ,

де γz,δ(N) — множина наборiв (z0, . . . , zk) таких, що криволiнiйнi (вiд-
носно кривої γ) вiдстанi мiж точками z0, . . . , zk ∈ γ задовольняють
умову ρ(zi, zi+1)/ρ(zj , zj+1) ≤ N , N ∈ [1,∞), ρ(zi, z) ≤ δ, i, j =
1, 2, . . . , k.
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Введемо iнтегральний модуль гладкостi порядку k функцiї w = f(z)
на кривiй γ за формулою

ωk(f(z), δ)p =

{∫
γ

[ωk,z(f(z), δ)]
p
dλ(z)

}1/p

, 1 ≤ p < +∞, k ∈ N,

де λ = λ(z) –– лiнiйна лебегова мiра на кривiй γ.
Такi iнтегральнi модулi гладкостi є частинним випадком загальних

iнтегральних модулiв гладкостi, введених П.М. Тамразовим. Вiн озна-
чив iнтегральнi модулi як усереднення за довiльною мiрою на кривiй
вiдповiдних локальних модулiв гладкостi. Рiзниця мiж цими модулями
та традицiйними iнтегральними модулями гладкостi, якi означаються
як точна верхня грань усереднених абсолютних величин скiнченних
рiзниць, полягає в тому, що оператори усереднення та взяття точної
верхньої гранi застосовуються у зворотному порядку.

Теорема 1 [5]. Нехай iнтегральний модуль гладкостi
ωk(τ (m)(s), δ)p довiльного порядку k похiдної порядку m, m < k,
функцiї τ(s) задовольняє умову Гельдера

ωk(τ (m)(s), δ)p = O (δα) , δ → 0,

де 0 < α < k. Тодi iснує неперервна на D похiдна φ(m+1)(z) функцiї
φ(z), що не перетворюється в нуль в жоднiй точцi z ∈ D. Крiм того,
iнтегральний модуль гладкостi ωk(φ(m+1)(eiθ), δ)pk того ж порядку k
похiдної φ(m+1)(eiθ) функцiї φ(z) на ∂D задовольняє умову

ωk(φ(m+1)(eiθ), δ)pk = O (δα) , δ → 0.

Теорема 2 [5]. Нехай iнтегральний модуль гладкостi
ωk(φ(m+1)(eiθ), δ)pk довiльного порядку k похiдної φ(m+1)(eiθ) по-
рядку m+ 1, m < k, функцiї φ(z) на ∂D задовольняє умову

ωk(φ(m+1)(eiθ), δ)pk = O (δα) , δ → 0,

де 0 < α < k. Тодi iнтегральний модуль гладкостi ωk(τ (m)(s), δ)p то-
го ж порядку k похiдної порядку m функцiї τ(s) задовольняє умову
Гельдера

ωk(τ (m)(s), δ)p = O (δα) , δ → 0.
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3. Iнтегральнi модулi гладкостi похiдних функцiї, що реалi-
зує конформне вiдображення жорданової областi на одинич-
ний круг. Розглянемо результати, що є аналогом для iнтегральних
модулiв гладкостi оцiнок, отриманих у [8] для рiвномiрних модулiв
гладкостi.

Теорема 3. Нехай iнтегральний модуль гладкостi ωk(τ (m)(s), δ)p
порядку k похiдної порядку m, m < k, функцiї τ(s) задовольняє умову
Гельдера

ωk(τ (m)(s), δ)p = O (δα) , δ → 0,

де 0 < α < k. Тодi iснує неперервна на G похiдна ψ(m+1)(w) функцiї
ψ(w), що не перетворюється в нуль в жоднiй точцi w ∈ G. Крiм
того, iнтегральний модуль гладкостi ωk(ψ(m+1)(w(s)), δ)pk того ж
порядку k похiдної ψ(m+1)(w) функцiї ψ(w) на кривiй Γ задовольняє
умову

ωk(ψ(m+1)(w(s)), δ)pk = O (δα) , δ → 0.

Теорема 3 доводиться iндукцiєю по k з використанням вiдомої тео-
реми Лiндельофа, нерiвностей П. М. Тамразова [2] для скiнченних рi-
зниць суперпозицiї функцiй i нерiвностей типу нерiвностей Маршу, що
зв’язують модулi гладкостi нижчих порядкiв довiльної функцiї i її мо-
дулi гладкостi вищих порядкiв.

4. Iнтегральнi модулi гладкостi похiдних функцiї, що реалi-
зує конформне вiдображення жорданових областей. Нехай G1

та G2 — однозв’язнi областi в комплекснiй площинi, обмеженi спрям-
люваними жордановими кривими Γ1 та Γ2. Нехай τ1 = τ1(s1) — кут
мiж дотичною до Γ1 та додатною дiйсною вiссю, s1 = s1(ζ) –– довжина
дуги на кривiй Γ1. Нехай τ2 = τ2(s2) –– кут мiж дотичною до Γ2 та
додатною дiйсною вiссю, s2 = s2(w) –– довжина дуги на кривiй Γ2. Не-
хай w = f(ζ) –– гомеоморфiзм замикання G1 областi G1 на замикання
G2 областi G2, конформний в G1.

Теорема 4. Якщо при деякому α, 0 < α < k, iнтегральний мо-
дуль гладкостi ωk(τ

(m)
1 (s1), δ)p порядку k похiдної порядку m, m < k,

функцiї τ1 = τ1(s1) задовольняє умову Гельдера

ωk(τ
(m)
1 (s1), δ)p = O (δα) , δ → 0,

з показником α, а iнтегральний модуль гладкостi ωk(τ
(m)
2 (s2), δ)p по-

рядку k похiдної порядку m, m < k, функцiї τ2 = τ2(s2) задовольняє
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умову Гельдера

ωk(τ
(m)
2 (s2), δ)p = O (δα) , δ → 0,

з тим же показником α, то на D1

∪
Γ1 iснує неперервна, вiдмiнна вiд

нуля похiдна f (m+1)(ζ) функцiї f(ζ), а її iнтегральний модуль глад-
костi ωk(f (m+1)(ζ), δ)pk порядку k задовольняє умову Гельдера

ωk(f (m+1)(ζ), δ)pk = O (δα) , δ → 0,

з тим же показником α.

Теорема 4 випливає з теорем 1 i 2 та оцiнок для скiнченних рiзниць
суперпозицiї функцiй.
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