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Áiìîäàëüíèé ðîçïîäië ç ãâèíòîâèìè

ìîäàìè äëÿ ìîäåëi Áðiàíà�Ïiääàêà

Ó ðîáîòi îòðèìàí ÿâíèé âèãëÿä áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ìàêñâåëîâ-
ñüêèìè ìîäàìè ñïåöiàëüíîãî òèïó äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü. Íà-
âåäåíî äîñòàòíi óìîâè äëÿ ìiíiìiçàöi¨ ðiâíîìiðíî-iíòåãðàëüíîãî âiäõè-
ëåííÿ ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ Áðiàíà�Ïiääàêà.

Explicit form of the bimodal distribution with Maxwellian modes of special
type for the model of rough spheres is obtained in the paper. Su�cient
conditions to minimization of uniform-integral remainder between the sides
of the Bryan�Pidduck equation is done.

1 Âñòóï

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ êóëü [1], ÿêà âïåð-
øå áóëà ââåäåíà ó 1894ð. Áðiàíîì; ìåòîäè, ùî áóëè ðîçâèíóòi äëÿ çà-
ãàëüíèõ ñôåðè÷íèõ ìîëåêóë, ÿêi íå îáåðòàþòüñÿ, ó 1922ð. áóëè ðîç-
ïîâñþäæåíi íà ìîäåëü Áðiàíà Ïiääàêîì. Ïåðåâàãà öi¹¨ ìîäåëi ïåðåä
óñiìà iíøèìè ìîäåëÿìè, ùî ïðèïóñêàþòü çìiíó ñòàíó îáåðòàííÿ ìî-
ëåêóë, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî òóò íå ïîòðiáíî íiÿêèõ äîäàòêîâèõ çìiííèõ,
ÿêi âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ ìîëåêóëè ó ïðîñòîði.

Âêàçàíi ìîëåêóëè ¹ àáñîëþòíî ïðóæíèìè òà àáñîëþòíî øîðñòêó-
âàòèìè, ùî îçíà÷à¹ íàñòóïíå. Ïðè çiòêíåííi äâîõ ìîëåêóë, òî÷êè, ÿêi
ðîçñiþþòüñÿ, íå ìàþòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îäíàêîâî¨ øâèäêîñòi. Ïå-
ðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî äâi ñôåðè çà÷iïëÿþòü îäíà îäíó áåç êîâçàííÿ. Ó ïî-
÷àòêîâèé ìîìåíò ñôåðè äåôîðìóþòü îäíà îäíó, à ïîòiì åíåðãiÿ äå-
ôîðìàöi¨ ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä ó êiíåòè÷íó åíåðãiþ ïîñòóïàëüíîãî òà
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îáåðòàëüíîãî ðóõó áåç æîäíèõ âòðàò. Ó ðåçóëüòàòi âiäíîñíà øâèäêiñòü
ñôåð ó òî÷öi ¨õ çiòêíåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ïðè óäàði íà îáåðíåíó.

Ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü(àáî ðiâíÿííÿ
Áðiàíà-Ïiääàêà) ìà¹ âèãëÿä [1�4]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) ≡ ∂f

∂t
+ V · ∂f

∂x
; (2)

Q(f, f) ≡ d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
Σ

dαB(V − V1, α) · (3)

·
[
f(t, V ∗1 , x, ω

∗
1)f(t, V ∗, x, ω∗)− f(t, V, x, ω)f(t, V1, x, ω1)

]
.

Òóò d � äiàìåòð ìîëåêóëè, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ìîìåíòîì iíåðöi¨ I
íàñòóïíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

I =
bd2

4
, (4)

äå b � ïàðàìåòð, b ∈
(
0, 2

3

]
, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ içîòðîïíèé ðîçïîäië ðå-

÷îâèíè âñåðåäèíi ìîëåêóëè; t � ÷àñ; x = (x1, x2, x3) ∈ R3 � ïðîñòîðîâà
êîîðäèíàòà; V = (V 1, V 2, V 3) òà w = (w1, w2, w3) ∈ R3 � ëiíiéíà òà
êóòîâà øâèäêîñòi ìîëåêóëè âiäïîâiäíî; ∂f

∂x � ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ f çà
çìiííîþ x; Σ � îäèíè÷íà ñôåðà ó ïðîñòîði R3; α � îäèíè÷íèé âåêòîð
iç R3, ùî ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ ëiíi¨, ÿêà ç'¹äíó¹ öåíòðè ìîëåêóë, ÿêi
çiøòîâõóþòüñÿ;

B (V − V1, α) = |(V − V1, α)| − (V − V1, α) (5)

� ÷ëåí çiòêíåííÿ.

Ëiíiéíi (V ∗, V ∗1 ) òà êóòîâi (w∗, w∗1) øâèäêîñòi ìîëåêóë ïiñëÿ çiòêíå-
ííÿ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiäíi øâèäêîñòi äî çiòêíåííÿ íàñòóïíèì
÷èíîì:
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V ∗ = V − 1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
, (6)

V ∗1 = V1 +
1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

ω∗ = ω +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

ω∗1 = ω1 +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

äå çíàê × ïîçíà÷à¹ âåêòîðíèé äîáóòîê.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Çàãàëüíèé âèãëÿä ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ (òîáòî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè D = Q = 0) äëÿ çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ áóëî çíàéäåíî ó
ðîáîòi [5]. Çàäà÷à âçà¹ìîäi¨ äëÿ äåÿêèõ ìàêñâåëiàíiâ áóëà ðîçãëÿíóòà
ðàíiøå ó ðîáîòàõ [6,7]. Ó ðîáîòi [7] áóëî ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ î âçà¹ìîäi¨
òå÷ié, ùî îïèñóþòü �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ�.

Öÿ ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà âèïàäêó áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ãâèíòîâè-
ìè ìîäàìè, ÿêi ìàþòü �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ�

Ïðèéìàþ÷i äî óâàãè òå, ùî çäiéñíþ¹òüñÿ ïîøóê ÿâíèõ íàáëèæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè âiäõèëåííÿ, ùî áóëî çàïðîïî-
íîâàíî ó [4]:

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣. (7)

Îòæå ðîçãëÿíåìî áiìîäàëüíèé ðîçïîäië:

f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (8)

äå ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(t, x), (òóò i íàäàëi iíäåêñ i ïðèéìà¹ òiëüêè çíà-
÷åííÿ 1 òà 2), à ìàêñâåëiàíè Mi âiäïîâiäàþòü ãâèíòîâîìó ðóõó ç
ïðèñêîðåííÿì-óùiëüíåííÿì [5]:

Mi = ρ0ie
βi(V

2
i +2uix)

(
βi
π

)3

I3/2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
. (9)
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Òóò ρ0i � äîâiëüíà äîäàòíÿ êîíñòàíòà, à V i− ìàñîâà øâèäêiñòü, ùî
ìà¹ âèãëÿä:

V i = V̂i + [ωi × x]− uit, (10)

äå ωi− êóòîâà øâèäêiñòü ïîòîêó ãàçó ó öiëîìó, V̂i− äîâiëüíèé ïîñòié-
íèé âåêòîð, ùî ïîçíà÷à¹ ëiíiéíó øâèäêiñòü ãàçó âçäîâæ âiñi îáåðòàííÿ,
ui− äîâiëüíèé âåêòîð, ïàðàëåëüíèé ωi, à βi = 1

2T− îáåðíåíà òåìïåðà-
òóðà ãàçó.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó. Çíàéòè òàêi ôóíêöi¨ ϕi(t, x), ùîá ái-
ìîäàëüíèé ðîçïîäië (8) çàáåçïå÷óâàâ äîâiëüíó ìàëèçíó âiäõèëó (7).

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ôîðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ, çðîáèìî
äåÿêå ïåðåòâîðåííÿ âèðàçó (9). Ñïî÷àòêó âåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

ρi = ρie
βiω

2
i r

2
i , (11)

ρi = ρ0ie
βi(V

2
i +2uix), (12)

äå

r2
i =

1

ω2
i

[ωi × (x− x0i)]
2
, x0i =

[ωi × V̂i]
ω2
i

, (13)

x0i− òî÷êà, ÷åðåç ÿêó ïðîõîäèòü âiñü îáåðòàííÿ òå÷i¨ ó ìîìåíò ÷àñó
t = 0.

Òåïåð âèêîðèñòà¹ìî òîòîæíiñòü, ùî íàâåäåíà ó ðîáîòi [8]:

V
2

i = ω2
i r

2
i +

(
ωi

ω2
i

(ωi, V̂i)− uit
)2

, (14)

äiéñíiñòü ÿêî¨ âèïëèâà¹ iç ôîðìóë (10), (13) òà óìîâè êîëåíåàðíîñòi
âåêòîðiâ ui òà ωi. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è (14) ìîæíà ïåðåòâî-
ðèòè ïðåäñòàâëåííÿ (12):

ρi = ρ0ie
βi

(
ωi
ω2
i

(ωi,V̂i)−uit

)2

+2uiβix
. (15)

Çíà÷èòü, âèðàç (9) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

Mi = ρie
βiω

2
i r

2
i

(
βi
π

)3

I3/2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
. (16)

Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó âèðàç (16) îçíà÷à¹ íàñòóïíå. Ôóíêöiÿ Mi

îïèñó¹ îáåðòàííÿ ãàçó ÿê öiëîãî ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ ωi íàâêîëî íå-
ðóõîìî¨ âiñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó x0i (âåëè÷èíà r2

i ¹ êâàäðàò
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âiäñòàíi âiä òî÷êè x ∈ R3 äî öi¹¨ âiñi), à ρi çàäà¹ ðîçïîäië ãóñòèíè (äî
òîãî æ uix− ¨¨ íàéìåíøå çíà÷åííÿ ïî óñiì r ∈ [0; +∞) ïðè ôiêñîâàíî-
ìó t) âçäîâæ âiñi îáåðòàííÿ. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ (10), (12)
çðîñòàþòü ïî t è x, ïðè ÷îìó (10) ëiíiéíà ïî t, à (12) ëiíiéíà ïî x
ñàìå âçäîâæ âiñi, ùî çàäà¹òüñÿ âåêòîðîì ωi ó çâ'ÿçêó ïàðàëåëüíîñòi ui
òà ωi, ùî âèïðàâäîâó¹ òåðìií �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ� (âåêòîð ui−
ãðà¹ ðîëü �ìàñîâîãî ïðèñêîðåííÿ�, à V i ìàñîâî¨ øâèäêîñòi âçäîâæ âiñi
ïðè t = 0).

3 Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Íàâåäåìî äåêiëüêà òåîðåì, ùî ïðèñâÿ÷åíi ïîñòàâëåíîìó ïèòàííþ.

Òåîðåìà 1 Íåõàé ðîçïîäië f çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè (8), (9), (10), à
ôóíêöi¨ ϕi(t, x) ìàþòü âèãëÿä:

ϕi(t, x) =
Di

(1 + t2)si
Ci

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
, (17)

äå Di > 0, si > 1
2 − äîâiëüíi êîíñòàíòè, à Ci > 0− äîâiëüíi ãëàä-

êi ôiíiòíi ôóíêöi¨ àáî øâèäêîñïàäàþ÷i ôóíêöi¨ âêàçàíèõ âåêòîðíèõ
àðãóìåíòiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî:

ωi = ω0iβ
−mi
i , ui = u0iβ

−ni
i , (18)

V̂i = 0, (19)

äå ω0i, u0i ∈ R3− äîâiëüíi, ôiêñîâàíi âåêòîðè, à íà ÷èñëà mi, ni íàêëà-
äàþòüñÿ óìîâè:

mi >
1

2
, ni > 1. (20)

Òîäi iñíó¹ òàêà âåëè÷èíà ∆′, ùî:

∆ 6 ∆′, (21)

ïðè öüîìó ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ:

lim
βi→+∞

=

2∑
i=1

ρ0iDiKi(si) sup
x∈R3

(Ci(x)µi(x)), (22)
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äå

Ki(si) = 2si sup
t∈R1

|t|
(1 + t2)si+1,

(23)

òà ôóíêöi¨ µi(x) íàñòóïíîãî âèãëÿäó

1, mi >
1

2
, ni > 1; (24)

e2u0ix, mi >
1

2
, ni = 1;

e[ω0i×x]2 , mi =
1

2
, ni > 1;

e[ω0i×x]2+2u0ix, mi =
1

2
, ni = 1.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷i ðîçïîäië (8) ó (2), (3) îòðèìó¹ìî[6]:

D(f) = M1

(
∂ϕ1

∂t
+ V

∂ϕ1

∂x

)
+M2

(
∂ϕ2

∂t
+ V

∂ϕ2

∂x

)
, (25)

Q(f, f) = ϕ1ϕ2

[
Q
(
M1,M2

)
+Q
(
M2,M1

)]
. (26)

Iíòåãðàë çiòêíåíü Q(f, g) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíî ó íàñòóïíîìó
âèãëÿäi[1,6]:

Q(f, g) = G(f, g)− fL(g), (27)

äå G(f, g) íàçèâàþòü ïðèáóòêîâèì ÷ëåíîì iíòåãðàëà çiòêíåíü òà âií
ìà¹ âèãëÿä:

G(f, g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑dαB(V − V1, α) (28)

×f(t, x, V ∗1 , ω
∗
1)g(t, x, V ∗, ω∗),

à L(g)− âèòðàòíèé ÷ëåí:

L(g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑dαB(V − V1, α)g(t, x, V1, ω1). (29)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåíó ó ðîáîòi [6] ôîðìóëó:∫
R3

dV

∫
R3

dωQ(Mi,Mj) = 0, (30)
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iç (27)�(30) îòðèìó¹ìî, ùî:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(Mi,Mj) =

∫
R3

dV

∫
R3

dωMiL(Mj). (31)

Îöiíåìî ìîäóëü ðiçíèöi ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ (1), âèêî-
ðèñòîâóþ÷è (25)−(29):∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ 6M1

(
|D(ϕ1)|+ ϕ1ϕ2L(M2)

)
(32)

+M2

(
|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2L(M1)

)
+ ϕ1ϕ2

(
G(M1,M2) +G(M2,M1)

)
.

Äàëi çðîáèìî ïåðåõiä äî øåñòèêðàòíîãî iíòåãðàëó ïî ïðîñòîðàì
ëiíiéíèõ òà êóòîâèõ øâèäêîñòåé, îòðèìà¹ìî íàñòóïíå:∫

R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ (33)

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|Mi + 4ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2).

Äëÿ iíòåãðàëà ó äðóãîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (33)
âèêîðèñòà¹ìî îòðèìàíó ó ñòàòòi [4] ôîðìóëó:∫

R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2) (34)

=
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Ïðîäîâæèìî îöiíêó (33), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó(34):

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ 6 2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|Mi

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ ,



Áiìîäàëüíèé ðîçïîäië äëÿ ìîäåëi Áðiàíà�Ïiääàêà 185

ùî, çàâäÿêè (2), (9), (11), äà¹:

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ (35)

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω

∣∣∣∣∂ϕi∂t + V
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρieβiω
2
i r

2
i

×
(
βi
π

)3

I3/2e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .

Ïðàâà ÷àñòèíà îöiíêè (35) ìîæå áóòè ñïðîùåíà, ÿêùî âðàõóâàòè,
ùî:

∫
R3

dωe−βiIω
2

=

(
π

βiI

)3/2

,

à òàêîæ çðîáèòè çàìiíó çìiííèõ ó iíòåãðàëi, ÿêèé âõîäèòü ó ïåðøèé
äîäàíîê p =

√
βi(V − V i), òîáòî:

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ (36)

6
2∑
i=1

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρieβiω
2
i r

2
i
e−p

2

√
π3

+
4d2ρ1ρ2e

β1ω
2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2ϕ1ϕ2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
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Äàëi ðîáèìî ïåðåõiä äî ñóïðåìóìà ó íåðiâíîñòi (36), îá ðóíòîâà-
íiñòü ìîæëèâîñòi ÿêîãî âèïëèâà¹ iç ïðèïóùåíü öi¹¨ òåîðåìè:

∆ = sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dV

∫
R3

dω
∣∣∣D(f)−Q(f, f)

∣∣∣ (37)

6
2∑
i=1

sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V i +

p√
βi

)
∂ϕi
∂x

∣∣∣∣ ρieβiω
2
i r

2
i
e−p

2

√
π3

+
4d2

π2
sup

(t,x)∈R4

ϕ1ϕ2e
β1ω

2
1r

2
1+β2ω

2
2r

2
2ρ1ρ2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Ó çâ'ÿçêó ç óìîâîþ òåîðåìè (19) çàìiñòü (10), (12), (13), (15) áóäåìî

ìàòè:

V i = [ωi × x]− uit, r2
i =

1

ω2
i

[ωi × x]
2
, (38)

ρi = ρ0ie
βi([ωi×x]2+u2

i t
2).

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (38), âèãëÿä ëîêàëüíèõ ìàêñâåëiàíiâ
(16), âiäîìi âëàñòèâîñòi ìîäóëÿ, ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, iíòåãðàëiâ è òî-
÷íèõ âåðõíiõ ìåæ, à òàêîæ íåðiâíiñòü (21) ìà¹ìî:

∆′ =

2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ϕi∂t
∣∣∣∣ eβi([ωi×x]2+u2

i t
2+2uix) (39)

+

2∑
i=1

sup
(t,x)∈R4

∫
R3

dp

(
|p|√
βi

+ |[ωi × x]− uit|
∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣) ρieβi[ωi×x]2 e
−p2

√
π3

+
4d2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

× sup
(t,x)∈R4

{
ϕ1ϕ2e

β1[ω1×x]2+β2[ω2×x]2ρ1ρ2

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣} .
Äëÿ iñíóâàííÿ ∆′, ÿê âèïëèâà¹ ç ¨¨ âèãëÿäó (39) äîñòàòíüî ïåðåâi-

ðèòè, ùî, ÿêùî ôóíêöi¨ ϕi ìàþòü âèãëÿä (17), òî äîáóòîê ôóíêöié

ϕi,
∂ϕi
∂t

,

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ , ϕi |[ωi × x]− uit| ,
∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ |[ωi × x]− uit| (40)
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íà ìíîæíèê (11) ç âðàõóâàííÿì óìîâ òåîðåìè
(19) îáìåæåíèé ïî (t, x) ∈ R4 (çáiæíiñòü óñiõ ií-
òåãðàëiâ î÷åâèäíà ó çâ'ÿçêó ç íàÿâíiñòþ âèðàçó∣∣∣∣ q√

β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣
òà ïðèñóòíiñòþ ó iíòåãðàëàõ ñïàäàþ÷èõ åêñïîíåíò).

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé äîáóòîê ϕiρi, äëÿ ÷îãî çðîáèìî çàìiíó:

y = x+ ωit
2 u2

i

2uiωi
, (41)

ïiñëÿ ÿêî¨ âêàçàíèé äîáóòîê ïðèéìà¹ âèãëÿä:

Di

(1 + t2)si
Ci(y)ρ0ie

βi(2uiy+[ωi×y]2). (42)

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷i âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Ci, ÿêi îïèñàíi â
óìîâàõ Òåîðåìè 1, äîáóòîê (42) îáìåæåíèé ïî y ∈ R3, à îáìåæåíiñòü
çà ÷àñîì t âèïëèâà¹ iç óìîâè ïîêàçíèêà ñòåïåíþ si > 1

2 . Ç òàêèõ æå
ïðè÷èí îáìåæåíèé äîáóòîê ÷åòâåðòî¨ iç ïåðåðàõîâàíèõ ôóíêöié (40)
íà ãóñòèíó ρi ïiñëÿ çàïðîïàíîâàíî¨ çàìiíè (41), ó çâ'ÿçêó ìîæëèâîñòi
îáìåæåííÿ çâåðõó íàñòóïíèì âèðàçîì:

Di

(1 + t2)si
Ci(y)ρ0ie

βi(2uiy+[ωi×y]2) (|[ωi × y]|+ |t||ui|) . (43)

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ îáìåæåíiñòü äîáóòêiâ ãóñòèíè ρi íà ôóí-
êöi¨, ùî çàëèøèëèñÿ ó (40), ïiñëÿ çíàõîäæåííÿ íàñòóïíèõ ïîõiäíèõ:

∂ϕi
∂x

=
Di

(1 + t2)si
C ′i

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
, (44)

∂ϕi
∂t

=
−2tsiDi

(1 + t2)si+1
Ci

(
x+ ωit

2 u2
i

2uiωi

)
+

Di

(1 + t2)si
(C ′i · ωi)

tu2
i

uiωi
,

äå (C ′i · ωi) − ñêàëÿðíèé äîáóòîê ãðàäi¹íòà ôóíêöi¨ Ci íà êóòîâó øâèä-
êiñòü ωi.
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Îòæå, âðàõîâóþ÷è óìîâè òåîðåìè (18), (19) òà çíàéäåíi ïîõiäíi
ôóíêöi¨ ϕi (44) âåëè÷èíà, ÿêà äîñëiäæó¹òüñÿ, ∆′ (39) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,y)∈R4

{
|t|

(1 + t2)si
e2u0iyβ

1−ni
i +β

1−2mi
i [ω0i×y]2 (45)

×
∣∣∣∣ 2si
1 + t2

Ci(y) + (C ′i(y) · ωi)
tu2

0i

u0iω0i
β−ni
i

∣∣∣∣}
+

2∑
i=1

∫
R3

dp sup
(t,y)∈R4

{(
|p|√
βi

+
∣∣β−mi
i [ω0i × y]− u0itβ

−ni
i

∣∣ Di|C ′i(y)|
(1 + t2)si

)

× ρ0ie
2u0iyβ

1−ni
i +[ω0i×y]2β

1−2mi
i

} e−p2
π3/2

+
4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21 sup

(t,y)∈R4

{
D1D2

(1 + t2)s1+s2C1(y)C2(y)

× exp

{
2∑
i=1

(
β1−2mi
i [ω0i × y]2 + 2yu0iβ

1−ni
i

)} ∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+[ω01 × y]β−m1
1 − [ω02 × y]β−m2

2 + t
(
u02β

−n2
2 − u01β

−n1
1

)∣∣} .
Äàëi çàëèøà¹òüñÿ çðîáèòè ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïðè βi → +∞ ó îñòàí-

íié ðiâíîñòi (45). Îá ðóíòîâàíiñòü ìîæëèâîñòi òàêîãî ïåðåõîäó àðãó-
ìåíòó¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ Ci, à äëÿ ïåðåõîäó ïiä çíàêîì ñó-
ïðåìóìó âèêîðèñòà¹ìî íàâåäåíó ó ðîáîòi [9] ëåììó 1, ïåðåâiðêà óìîâ
ÿêî¨ ëåãêî çäiéñíþ¹òüñÿ âèõîäÿ÷è iç óìîâ òåîðåìè, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÷îòèðè âèïàäêó ìîæëèâèõ çíà÷åíü mi è ni, ÿêi
ïðèïóñêàþòüñÿ óìîâîþ (20).

1) ßêùî mi >
1
2 , ni > 1 :

lim
βi→0

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi · 2si sup
t∈R1

|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

Ci(x). (46)

2) Ó âèïàäêó mi >
1
2 , ni = 1 :

lim
βi→0

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi sup
t∈R1

2si|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

(
Ci(x)e2u0ix

)
. (47)
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3) Ïðè mi = 1
2 , ni > 1 :

lim
βi→0

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi sup
t∈R1

2si|t|
(1 + t2)si+1

sup
x∈R3

(
Ci(x)e[ω0i×x]2

)
. (48)

4) òà â îñòàíüîìó âàðiàíòi mi = 1
2 , ni = 1 :

lim
βi→0

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

{
2si|t|

(1 + t2)si+1
Ci(x)e2u0ix+[ω0i×x]2

}
. (49)

Òàêèì ÷èíîì çíàéäåíi ãðàíèöi âåëè÷èíè ∆′ ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ïîêàçíèêiâ ñòåïåíÿ mi òà ni (46)−(49) ïiäòâåðäæóþòü äiéñíiñòü òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè (22)−(24). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé âèêîíàíi óñi óìîâè Òåîðåìè 1, òîäi äëÿ áóäü-
ÿêîãî äîäàòíüîãî ÷èñëà ε iñíó¹ òàêå äîäàòíå ÷èñëî δ, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ äîñòàòíüî ìàëèõ êîåôiöi¹íòiâD1, D2, à β1, β2− äîñòàòíüî âåëèêèõ
äîñÿãà¹òüñÿ íåñêií÷åíà ìàëèçíó âiäõèëó ∆(7). Òîáòî:

∀ ε > 0 ∃δ > 0 : ∀D1, D2 : 0 < D1, D2 < δ, β1, β2 > δ, ∆ < ε. (50)

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèõîäÿ÷è iç âèãëÿäó ãðàíèöi ∆′, ÿêó ìîæíà áà÷èòè
ó ôîðìóëàõ (22)−(24) òà íåðiâíîñòi (21), ëåãêî áà÷èòè, ùî óñÿ ñóìà,
çàâäÿêè ñïåöiàëüíîìó ïiäáîðó êîíñòàíò D1, D2 ó ïðàâié ÷àñòèíi (22)
ïî÷èíà¹ äîðiâíþâàòè íóëþ, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (50). Íàñëiäîê
ïåðåâiðåíî.

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäíó òåîðåìó äëÿ ðîçïîäiëó (8).

Òåîðåìà 2 Íåõàé êîåôiöiåíòíi ôóíêöi¨ ó áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (8)
íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

ϕi(t, x) = ψi(t, x)ρ0i[ρi(t, x)]−1e−βiω
2
i r

2
i , (51)

äå r2
i è ρi(t, x) ïðåäñòàâëåíi ó (12), (13). Íåõàé ïðè âèêîíàííi óìîâ

mi >
1

2
, ni > 1 (52)

òàêîæ çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì ïðèïóùåííÿ (18). Òîäi, ÿêùî ôóíêöi¨ ψi
ó (51) íàñòóïíi:

ψi(t, x) = DiCi(t)Ei(x), (53)

äå Ci(t), Ei(x) > 0 − ãëàäêi ôiíiòíi àáî øâèäêîñïàäíi ôóíêöi¨, òî
òâåðäæåííÿ (50) çàëèøà¹òüñÿ ó ñèëi.
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Ä î â å ä å í í ÿ. ßê i ðàíiøå çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ íåðiâíiñòü (37), ïðîòå
çâàæàþ÷è íà óìîâó (51) íåîáõiäíî çíîâó îá÷èñëèòè ïîõiäíi:

∂ϕi
∂t

=

(
∂ψi
∂t

+ 2βiψiui

(
ωi

ω2
i

(
ωi, V̂i

)
− uit

))
ϕiψ

−1
i , (54)

∂ϕi
∂x

=

(
∂ψi
∂x
− 2βiψi (ui + [[ωi × (x− x0i)]× ωi])

)
ϕiψ

−1
i .

Äàëi, ïiäñòàâèìî (54) ó îöiíêó (37) òà îòðèìà¹ìî ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ∆′ :

∆′ (55)

=

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t + 2βiψi ·
(ωi, ui)

ω2
i

((
ωi, V̂i

)
− u2

i t
)

+

(
V i +

p√
βi

)(
∂ψi
∂x
− 2βiψi (ui + [[ωi × (x− x0i)]× ωi])

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

× sup
(t,x)∈R4

(
ψ1ψ2

∣∣∣∣ q√
β1

− q1√
β2

+ V 1 − V 2

∣∣∣∣) .
Ñêií÷åíiñòü îòðèìàíî¨ âåëè÷èíè ∆′ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òèì, ùî ÿêùî

âèêîíàíî óìîâó (53), òî óñi ôóíêöi¨ (40) (c çàìiíîþ ϕi íà ψi) îáìåæåíi
íà R4.

Çðîáèìî ïåðåõiä äî ãðàíèöi, ïðèéìàþ÷i äî óâàãè (18) (ìîæëèâiñòü
ïåðåõîäó àðãóìåíòó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî ïðè
äîâåäåííi Òåîðåìè 1). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî:

lim
βi→+∞

∆′ =

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t + V̂i
∂ψi
∂x

∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21 sup

(t,x)∈R4

(
ψ1ψ2

∣∣V 1 − V 2

∣∣) ,
ùî ó ïiäñóìêó äîðiâíþ¹:

lim
βi→+∞

∆′

=

2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

∣∣∣∣∂ψi∂t + V̂i
∂ψi
∂x

∣∣∣∣+ 4πd2ρ01ρ02

∣∣V 1 − V 2

∣∣ sup
(t,x)∈R4

(ψ1ψ2) .
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Òåïåð çàëèøà¹òüñÿ ïiäñòàâèòè âèãëÿä ôóíêöi¨ ψi(t, x) (53), ùî äà¹
íàñòóïíå:

lim
βi→+∞

∆′ =

2∑
i=1

ρ0iDi sup
(t,x)∈R4

∣∣∣Ei(x)C ′i(t) + V̂iE
′
i(x)Ci(t)

∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣V 1 − V 2

∣∣D1D2 sup
t∈R1

(C1(t)C2(t)) sup
x∈R3

(E1(x)E2(x)).

Âðàõîâóþ÷i íåñêií÷åíó ìàëèçíó âåëè÷èí D1, D2 îòðèìó¹ìî òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òàêèì ÷èíîì, ó äàíié ðîáîòi ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî äëÿ ìîäåëi
Áðiàíà�Ïiääàêà òà ðîçãëÿíóòîãî òèïó ìàêñâåëiâñüêèõ ìîä ñïðàâåäëèâi
ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi òèì, ÿêi ðàíiøå áóëè îòðèìàíi ó áiëüø ïðîñòî-
ìó âèïàäêó ìîäåëi òâåðäèõ êóëü[8].
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