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New results in the theory of changeable sets are obtained. Applications
of the theory of changeable sets for construction of mathematically strict
models of kinematics, based on generalized Lorentz transforms, is proposed.
This kinematics includes the classical kinematics of special relativity theory
but, also, permits the superluminal motion of the inertial reference frames.

Îòðèìàíî íîâi ðåçóëüòàòè ç òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Çàïðîïîíîâàíî
çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî ñòðî-
ãèõ ìîäåëåé êiíåìàòèêè íà îñíîâi óçàãàëüíåíèõ ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà.
Öÿ êiíåìàòèêà âêëþ÷à¹ â ñåáå êiíåìàòèêó êëàñè÷íî¨ ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨
âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó, àëå, â òîé æå ÷àñ, äîçâîëÿ¹
íàäñâiòëîâèé ðóõ äëÿ iíåðöiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó.

1 Âñòóï

Äîñÿãíåííÿ ñó÷àñíî¨ òåîðåòè÷íî¨ ôiçèêè øèðîêî âiäîìi, àëå ïðîáëå-
ìà ìàòåìàòè÷íî ñòðîãîãî îá ðóíòóâàííÿ ¨¨ îñíîâ, òîáòî øîñòà ïðî-
áëåìà Ãiëüáåðòà, çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ i ïî ñüîãîäíi [1�3]. Îêðåìi
íàïðÿìêè ôîðìàëiçàöi¨ ïåâíèõ ôiçè÷íèõ òåîðié áóëî çàïðîïîíîâàíî
â ðîáîòàõ [4�9]. Çàóâàæèìî, ùî â çàçíà÷åíèõ ðîáîòàõ íå áóëî ñôîð-
ìóëüîâàíî ¹äèíîãî àáñòðàêòíîãî ïiäõîäó. Òîìó ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò
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öèõ ðîáiò âèãëÿäà¹ øòó÷íèì i íåäîñòàòíüî ãíó÷êèì. Âçàãàëi, ãîëîâ-
íîþ îñîáëèâiñòþ iñíóþ÷èõ ìàòåìàòè÷íî ñòðîãèõ ìîäåëåé òåîðåòè÷íî¨
ôiçèêè ¹ ¨õíÿ ñêëàäíiñòü i ãðîìiçäêiñòü, â òîé ÷àñ, ÿê ìàòåìàòè÷íî
ñòðîãå âèçíà÷åííÿ i ôîðìóëþâàííÿ íàéáiëüø åëåìåíòàðíèõ (áàçîâèõ)
ôiçè÷íèõ ïîíÿòü òà ïîñòóëàòiâ, ÿêi i ïðèâåëè äî ïîÿâè öèõ ìàòåìàòè-
÷íèõ ìîäåëåé çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ çàäà÷åþ. Â ðîáîòàõ [10�12]
âèñëîâëþ¹òüñÿ äóìêà, ùî çàãàëüíå ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i â ðàìêàõ
iñíóþ÷èõ íà äàíèé ÷àñ ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié � íåìîæëèâå i ñòàâèòüñÿ
ïðîáëåìà ïîáóäîâè òåîði¨ �äèíàìi÷íèõ ìíîæèí� � íîâèõ àáñòðàêòíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ ñòðóêòóð, ó ðàìêàõ ÿêèõ ìîæíà áóëî á ñòðîãî ìàòå-
ìàòè÷íî ìîäåëþâàòè ðiçíîìàíiòíi ïðîöåñè â ôiçè÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ òà
iíøèõ ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ. Â çâ'ÿçêó ç ïîñòàâëåíîþ ïðîáëåìîþ, â ðîáî-
òàõ [13�17] ïîáóäîâàíî òåîðiþ ìiíëèâèõ ìíîæèí � ñóêóïíîñòåé îá'-
¹êòiâ, ÿêi, íà âiäìiíó âiä åëåìåíòiâ çâè÷àéíèõ (ñòàòè÷íèõ) ìíîæèí,
ìîæóòü ïåðåáóâàòè â ïðîöåñi ïîñòiéíèõ òðàíñôîðìàöié, à òàêîæ çìi-
íþâàòè ñâî¨ âëàñòèâîñòi çàëåæíî âiä ñïîñîáó ñïîñòåðåæåííÿ (òîáòî,
ôàêòè÷íî, ñèñòåìè âiäëiêó).

Äàíà ðîáîòà ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíèõ ìiíëèâèõ
ìíîæèí, ðîçïî÷àòîãî â [13�17]. Â ðîáîòi çàïðîïîíîâàíå íîâå, áiëüø
ëàêîíi÷íå, îçíà÷åííÿ äëÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí, ïðè öüîìó äîâå-
äåíî åêâiâàëåíòíiñòü ñòàðîãî i íîâîãî îçíà÷åíü. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíî
çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ìiíëèâèõ ìíîæèí äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî ñòðî-
ãèõ ìîäåëåé �òàõiîííî¨� êiíåìàòèêè íà îñíîâi óçàãàëüíåíèõ ïåðåòâî-
ðåíü Ëîðåíöà. Òàêà êiíåìàòèêà âêëþ÷à¹ â ñåáå êiíåìàòèêó êëàñè÷íî¨
ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó, â ÿêîñòi
�ïiäêiíåìàòèêè�, àëå, â òîé æå ÷àñ, äîçâîëÿ¹ íàäñâiòëîâèé ðóõ äëÿ iíåð-
öiéíèõ ñèñòåì âiäëiêó. Ñëiä ïiäêðåñëèòè, ùî ïîáóäîâàíà êiíåìàòèêà íå
çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèï âiäíîñíîñòi íà íàäñâiòëîâîìó äiàïàçîíi øâèäêî-
ñòåé ñèñòåì âiäëiêó.

2 Áàçîâi ìiíëèâi ìíîæèíè òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Òåîðiÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí áàçó¹òüñÿ íà ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòàõ �íèæ-
÷îãî ðiâíÿ i¹ðàðõi¨� � áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ. Òîìó, ïåðø, íiæ
ïåðåõîäèòè äî çàãàëüíîãî îçíà÷åííÿ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè, â öüîìó (âñòó-
ïíîìó) ðîçäiëi íàâîäÿòüñÿ îñíîâíi ïîëîæåííÿ ðîáiò [13�15], â ÿêèõ âè-
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êëàäåíà òåîðiÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí.

2.1 Îði¹íòîâàíi ìíîæèíè

Íàéïðèìiòèâíiøà (ñòàðòîâà) àáñòðàêòíà ìîäåëü ñóêóïíîñòi ìiíëèâèõ
îá'¹êòiâ çàêëàäåíà â íàñòóïíîìó îçíà÷åííi.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé,M � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà (M 6= ∅).
Äîâiëüíå ðåôëåêñèâíå áiíàðíå âiäíîøåííÿ C−− íà M (òîáòî òà-

êå, ùî ∀x ∈ M xC−−x) áóäåìî íàçèâàòè îði¹íòàöi¹þ, à ïàðó
M = (M,C−−) áóäåìî íàçèâàòè îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ. Ïðè
öüîìó ìíîæèíó M áóäåìî íàçèâàòè áàçîâîþ, àáî ìíîæèíîþ âñiõ
åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ îði¹íòîâàíî¨ ìíîæèíè M i áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ¨¨ ÷åðåç Bs(M), à âiäíîøåííÿ C−− áóäåìî íàçèâàòè íàïðÿìíèì
âiäíîøåííÿì çìií (òðàíñôîðìàöié)M i áóäåìî ïîçíà÷àòè éîãî
÷åðåç ←

M
.

Ó âèïàäêó, êîëè âiäîìî, ïðî ÿêó îði¹íòîâàíó ìíîæèíóM éäå ìî-
âà, â ïîçíà÷åííi←

M
ñèìâîëM áóäåìî îïóñêàòè, âæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿ

�←�. Äëÿ åëåìåíòiâ x, y ∈ Bs(M) çàïèñ y←x ñëiä ðîçóìiòè, ÿê �åëå-
ìåíòàðíèé ñòàí y ¹ ðåçóëüòàòîì òðàíñôîðìàöié, àáî �òðàíñôîðìàöié-
íèì ïðîäîâæåííÿì� åëåìåíòàðíîãî ñòàíó x�.

Íåõàé,M � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà N ⊆ Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ
òðàíçèòèâíîþ â M, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ N ç óìîâ z← y i
y←x âèïëèâà¹ z←x.

Òðàíçèòèâíà ìíîæèíà N ⊆ Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëü-
íî òðàíçèòèâíîþ â M, ÿêùî íå iñíó¹ òðàíçèòèâíî¨ ìíîæèíè
N1 ⊆ Bs(M) òàêî¨, ùî N ⊂ N1 (ïiäêðåñëèìî, ùî òóò çíàê ⊂ îçíà÷à¹
ñòðîãå âêëþ÷åííÿ, òîáòî N 6= N1).

Òðàíçèòèâíà ïiäìíîæèíà L ⊆ Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ ëàíöþãîì â
M, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L ìà¹ ìiñöå õî÷ îäíå iç ñïiââiäíîøåíü
y←x àáî x← y. Ëàíöþã L ⊆ Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíèì
ëàíöþãîì â M, ÿêùî íå iñíó¹ ëàíöþãà L1 ⊆ Bs(M) òàêîãî, ùî
L ⊂ L1.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé,M � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà.
1. Äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà N ⊆ Bs(M), ÿêà ìiñòèòü íå

áiëüøå, äâîõ åëåìåíòiâ ¹ òðàíçèòèâíîþ.
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2. Íå áiëüø, íiæ äâîõåëåìåíòíà íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà L =
{x, y} ⊆ Bs(M) ¹ ëàíöþãîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè y←x àáî x← y.
Çîêðåìà äîâiëüíà îäíîåëåìåíòíà ïiäìíîæèíà L = {x} ⊆ Bs(M) çàâ-
æäè ¹ ëàíöþãîì.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.1 çâîäèòüñÿ äî òðèâiàëüíî¨ ïåðåâiðêè.

Òâåðäæåííÿ 2.2 ( [14,15]).

1. Äëÿ äîâiëüíî¨ òðàíçèòèâíî¨ ìíîæèíè N â îði¹íòîâàíié ìíî-
æèíiM iñíó¹ ìàêñèìàëüíî òðàíçèòèâíà ìíîæèíà Nmax òàêà,
ùî N ⊆ Nmax.

2. Äëÿ äîâiëüíîãî ëàíöþãà L âM iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã Lmax

òàêèé, ùî L ⊆ Lmax.

Çàóâàæèìî, ùî íà äðóãèé ïóíêò òâåðäæåííÿ 2.2 ìîæíà äèâèòèñÿ,
ÿê íà óçàãàëüíåííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìàëüíîñòi Õàóñäîðôà â ðàìêàõ
äàíî¨ òåîði¨.

Ç òâåðäæåíü 2.2 òà 2.1 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.1. 1. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ x, y ∈ Bs(M) â îði-
¹íòîâàíié ìíîæèíi M iñíó¹ ìàêñèìàëüíî-òðàíçèòèâíà ìíîæèíà
N ⊆ Bs(M) òàêà, ùî x, y ∈ N .

2. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ x, y ∈ Bs(M), òàêèõ, ùî y←x
â îði¹íòîâàíié ìíîæèíi M iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã L ⊆ Bs(M)
òàêèé, ùî x, y ∈ L.

Ïîêëàâøè x = y (âðàõîâóþ÷è, ùî, çà îçíà÷åííÿì, ìíîæèíà Bs(M)
íåïîðîæíÿ) ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî â äîâiëüíié îði¹íòîâàíié ìíî-
æèíiM çàâæäè iñíóþòü ìàêñèìàëüíî-òðàíçèòèâíi ìíîæèíè i ìàêñè-
ìàëüíi ëàíöþãè.

2.2 Îçíà÷åííÿ ÷àñó. Ïðèìiòèâíi ìiíëèâi ìíîæèíè

Â òåîðåòè÷íié ôiçèöi çâèêëè ââàæàòè ìîìåíòè ÷àñó äiéñíèìè ÷èñëàìè.
Ïðîòå, àáñòðàêòíà ìàòåìàòèêà ìîæå ìàòè ñïðàâó ç îá'¹êòàìè ïîòó-
æíîñòi, áiëüøî¨ çà êîíòèíóóì. Òîìó, â äàíié àáñòðàêòíié òåîði¨, ìè íå
áóäåìî îáìåæóâàòèñü äiéñíî÷èñëîâèìè ìîìåíòàìè ÷àñó. Â íàñòóïíîìó
îçíà÷åííi â ÿêîñòi ìîìåíòiâ ÷àñó ìîæóòü ñëóæèòè åëåìåíòè äîâiëüíî¨
ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè. Òàêå ðîçóìiííÿ ÷àñó áëèçüêå äî ôi-
ëîñîôñüêîãî, óÿâëåííÿ ïðî ÷àñ, ÿê ïåâíèé �õðîíîëîãi÷íèé ïîðÿäîê�,
óçãîäæåíèé ç ïðîöåñàìè çìií.
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Îçíà÷åííÿ 2.3. Íåõàé, M � îði¹íòîâàíà ìíîæèíà i T = (T,≤) �
ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà (â ñåíñi [18, ñ. 12], [19, ñ. 87, 212]).
Âiäîáðàæåííÿ ψ : T 7→ 2Bs(M) íàçèâà¹òüñÿ ÷àñîì íàM, ÿêùî âèêî-
íóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòàðíîãî ñòàíó x ∈ Bs(M) iñíó¹ åëåìåíò
t ∈ T òàêèé, ùî x ∈ ψ(t).

2) ßêùî x1, x2 ∈ Bs(M), x2←x1 i x1 6= x2, òî iñíóþòü åëåìåíòè
t1, t2 ∈ T òàêi, ùî x1 ∈ ψ (t1), x2 ∈ ψ (t2) i t1 < t2 (òîáòî ìà¹ ìiñöå
÷àñîâà ðîçäiëüíiñòü ïîñëiäîâíèõ íåîäíàêîâèõ åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ).

Ïðè öüîìó åëåìåíòè t ∈ T áóäåìî íàçèâàòè ìîìåíòàìè ÷àñó,
ïàðó

H = (T, ψ) = ((T,≤) , ψ)

� õðîíîëîãiçàöi¹þM, à òðiéêó

P = (M,T, ψ) = (M, (T,≤) , ψ)

� ïðèìiòèâíîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî îði¹íòîâàíó ìíîæèíóM ìîæíà õðîíîëî-
ãiçóâàòè , ÿêùî iñíó¹ õî÷ îäíà õðîíîëîãiçàöiÿ M. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî
áóäü-ÿêó îði¹íòîâàíó ìíîæèíó çàâæäè ìîæíà õðîíîëîãiçóâàòè. Íàé-
ïðèìiòèâíiøèé ñïîñiá öå çðîáèòè � âçÿòè ëiíiéíî-óïîðÿäêîâàíó ìíî-
æèíó T = (T,≤), ùî ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ, i ïîêëàñòè
ψ(t) := Bs(M), t ∈ T. Áiëüø íåòðèâiàëüíi ñïîñîáè õðîíîëîãiçàöi¨
ðîçãëÿíóòi â ðîáîòàõ [14, 15]. Çîêðåìà, â [14, 15] äîâåäåíî òåîðåìè ïðî
iñíóâàííÿ ÷àñó òà iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü âíóòðiøíüîãî (�íàéáiëüø ïðè-
ðîäíîãî�) ÷àñó äëÿ îði¹íòîâàíèõ ìíîæèí iç çàäàíîþ ñèíõðîíiçàöi¹þ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Íàäàëi ïðèìiòèâíi ìiíëèâi ìíîæèíè áóäåìî ïîçíà-
÷àòè êàëiãðàôi÷íèìè âåëèêèìè áóêâàìè.

Íåõàé P = (M,T, φ)� ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà. Äå T = (T,E)
� ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

Bs(P) := Bs(M); ←
P

:=←
M
; Tm(P) := T;

≤P :=E; Tm(P) := (Tm(P),≤P) = (T,E); ψP := φ.

Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ≥P ,<P ,>P äëÿ ïîçíà÷å-
ííÿ îáåðíåíîãî, ñòðîãîãî òà ñòðîãîãî îáåðíåíîãî ïîðÿäêó, ïîðîäæå-
íîãî íåñòðîãèì ïîðÿäêîì ≤P . Ìíîæèíó Bs(P) áóäåìî íàçèâàòè áà-
çîâîþ ìíîæèíîþ, àáî ìíîæèíîþ âñiõ åëåìåíòàðíèõ ñòàíiâ ïðèìi-
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òèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè P. Åëåìåíòè ìíîæèíè Bs(P) áóäåìî íàçè-
âàòè åëåìåíòàðíèìè ñòàíàìè P, à âiäíîøåííÿ ←

P
áóäåìî íàçèâàòè

íàïðÿìíèì âiäíîøåííÿì çìií P. Ìíîæèíó Tm(P) áóäåìî íàçèâàòè
ìíîæèíîþ ìîìåíòiâ ÷àñó P. Âiäíîøåííÿ ≤P ,<P ,≥P ,>P áóäåìî íà-
çèâàòè âiäïîâiäíî âiäíîøåííÿìè íåñòðîãîãî, ñòðîãî, íåñòðîãîãî îáåð-
íåíîãî i ñòðîãîãî îáåðíåíîãî ÷àñîâîãî ïîðÿäêó íà P. Âiäîáðàæåííÿ
ψP : Tm(P) : 7→ 2Bs(P) áóäåìî íàçèâàòè ÷àñîì íà P. Ó âèïàäêó, êîëè
çðîçóìiëî, ïðî ÿêó ïðèìiòèâíó ìiíëèâó ìíîæèíó P éäå ìîâà â ïîçíà-
÷åííÿõ←

P
, ≤P , <P , ≥P , >P , ψP ñèìâîë P áóäåìî îïóñêàòè, âæèâàþ÷è

çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ ←, ≤, <, ≥, >, ψ âiäïîâiäíî.

2.3 Áàçà åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ òà áàçîâi ìiíëèâi

ìíîæèíè

Îçíà÷åííÿ 2.4. Íåõàé P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà. Ïà-
ðó (t, x) (x ∈ Bs(P), t ∈ Tm(P)) áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòàðíî-
÷àñîâèì ñòàíîì, ÿêùî x ∈ ψ(t).

Ìíîæèíó âñiõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ P áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç Bs(P):

Bs(P) := {ω | ω = (t, x) , äå t ∈ Tm(P), x ∈ ψ(t)} .

Äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω = (t, x) ∈ Bs(P) ââåäåìî ïîçíà-
÷åííÿ:

bs (ω) := x, tm (ω) := t. (1)

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ç îçíà÷åíü 2.1 òà 2.3 âèïëèâà¹, ùî Bs(P) 6= ∅ (äëÿ
äîâiëüíî¨ ïðèìiòèâíî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè P), ïðè öüîìó:

Bs(P) = {bs (ω) | ω ∈ Bs(P)} (2)

ψP(t) = {bs (ω) | ω ∈ Bs(P), tm (ω) = t} , t ∈ Tm(P), (3)

Çîêðåìà, ψP(t) = ∅ äëÿ âèïàäêó, êîëè íå iñíó¹ ω ∈ Bs(P) òàêîãî, ùî
tm (ω) = t.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Áóäåìî ââàæàòè, ùî åëåìåíòàðíî-÷àñîâèé ñòàí
ω2 ∈ Bs(P) ôîðìàëüíî ïîñëiäîâíèé åëåìåíòàðíî-÷àñîâîìó ñòàíó
ω1 ∈ Bs(P), âæèâàþ÷è ïîçíà÷åííÿ:

ω2← (f)
P

ω1,

ÿêùî ω1 = ω2 àáî bs (ω2)←
P
bs (ω1) i tm (ω1) <P tm (ω2).
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Êîëè öå íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ ω2← (f)
P

ω1

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ω2← (f)ω1

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïðèìiòèâíî¨ P ïàðà (Bs(P),← (f))
¹ îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ, â ÿêié âiäíîøåííÿ ← (f) ¹ íàïðÿìíèì âiä-
íîøåííÿì çìií. Âiäíîøåííÿ ← (f) ïîêàçó¹ âñi �ïîòåíöiéíî ìîæëèâi�
òðàíñôîðìàöi¨ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ, ÿêi ìîæíà �âïèñàòè� â ïðè-
ìiòèâíó ìiíëèâó ìíîæèíó P. Ïðîòå, ÿê ïîêàçàíî â [17, ïðèêëàä 2.1],
[15, example 7.1] öå âiäíîøåííÿ ìîæå ãåíåðóâàòè äåÿêi ïàðàçèòè÷íi
�òðàíñôîðìàöi¨� åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ, ÿêèõ ðåàëüíî íiêîëè íå
áóëî ó ìîäåëüîâàíié ôiçè÷íié ñèñòåìi. Äëÿ òîãî, ùîá àäåêâàòíî îïè-
ñóâàòè ìîäåëüîâàíi ïðîöåñè, â ðîáîòàõ [17, ïðèêëàä 2.1], [15, example
7.1] ïðîïîíó¹òüñÿ çàäàâàòè äåÿêå ïiä-âiäíîøåííÿ âiäíîøåííÿ← (f), ÿêå
âiäîáðàæàëî á ëèøå òi òðàíñôîðìàöi¨ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ, ÿêi
ðåàëüíî ìàþòü ìiñöå â ìîäåëüîâàíié ÷àñòèíi äiéñíîñòi.

Ñêàçàíå âèùå ñëóæèòü ìîòèâàöi¹þ äëÿ íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.6. Íåõàé, P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà.
1. Âiäíîøåííÿ C−− íà Bs(P) áóäåìî íàçèâàòè áàçîþ åëåìåíòàðíèõ
ïðîöåñiâ â P, ÿêùî:

(1) ∀ω ∈ Bs(P) ωC−−ω.

(2) ßêùî ω1, ω2 ∈ Bs(P) i ω2 C−−ω1, òî ω2← (f)ω1 (òîáòî C−− ⊆
← (f)).

(3) Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ Bs(P) òàêèõ, ùî x2←x1 iñíóþòü ω1, ω2 ∈
Bs(P) òàêi, ùî bs (ω1) = x1, bs (ω2) = x2 i ω2 C−−ω1.

2. ßêùî P � ïðèìiòèâíà ìiíëèâà ìíîæèíà i C−− � áàçà åëåìåíòàð-
íèõ ïðîöåñiâ íà P, òî ïàðó:

B = (P,C−−)

áóäåìî íàçèâàòè áàçîâîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Íàäàëi áàçîâi ìiíëèâi ìíîæèíè áóäåìî ïîçíà÷àòè
âåëèêèìè êàëiãðàôi÷íèìè áóêâàìè.

Íåõàé, B = (P,C−−) � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Ââåäåìî íàñòóïíi
ïîçíà÷åííÿ:

Bs(B) := Bs(P); Bs(B) := Bs(P); ←
B

:=←
P
; ← (f)

B
:=← (f)

P
;
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Tm(B) := Tm(P); Tm(B) := Tm(P);

≤B:=≤P ; <B:=<P ; ≥B:=≥P ; >B:=>P ; ψB := ψP .

Òàêîæ, äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ω1, ω2 ∈ Bs(B) áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ω2←

B
ω1 äëÿ êîíñòàòàöi¨ òîãî ôàêòó, ùî

ω2 C−−ω1. Ïðè öüîìó, ó âèïàäêó, êîëè íåîáõiäíî ÷iòêî âiäðiçíÿòè íà-
ïðÿìíå âiäíîøåííÿ çìií âiä áàçè åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ, çàìiñòü ïî-
çíà÷åííÿ ω2←

B
ω1, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ω2 ←

Bs(B)
ω1, äëÿ

åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ω1, ω2 ∈ Bs(B) òà x2 ←
Bs(B)

x1, äëÿ åëåìåí-

òàðíèõ ñòàíiâ x1, x2 ∈ Bs(B).
Êîëè âiäîìî, ïðî ÿêó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó B éäå ìîâà, â ïî-

çíà÷åííÿõ ←
B
, ← (f)
B

, ≤B, <B, ≥B, >B, ψB ñèìâîë B áóäåìî îïóñêàòè,

âæèâàþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ ←, ← (f), ≤, <, ≥, >, ψ âiäïîâiäíî.

Ç îçíà÷åíü 2.6, 2.4 òà ðiâíîñòi (2) âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòè-
âîñòi áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí (ó âëàñòèâîñòÿõ 1-5 ñèìâîë B
ïîçíà÷à¹ äîâiëüíó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó).

Âëàñòèâîñòi 2.1.

1. Ïàðà B0 =

(
Bs(B), ←

Bs(B)

)
¹ îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ, à âiäîáðà-

æåííÿ ψ = ψB ¹ ÷àñîì íà B0.

2. ßêùî ω1, ω2 ∈ Bs(B) i ω2←ω1, òî ω2← (f)ω1, à îòæå,
bs (ω2)← bs (ω1) i tm (ω1) ≤ tm (ω2). ßêùî, äîäàòêîâî, ω1 6= ω2,
òî tm (ω1) < tm (ω2).

3. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ Bs(B) óìîâà x2←x1 ìà¹ ìiñöå òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈
Bs(B) òàêi, ùî bs (ω1) = x1, bs (ω2) = x2 i ω2←ω1.

4. Bs(B) = {bs (ω) |ω ∈ Bs(B)}.

Â ìàéáóòíüîìó îçíà÷åííÿ 2.6 áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâóâàòèñü íå áó-
äå à çàìiñòü íüîãî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü âëàñòèâîñòi 2.1.

Ïðèêëàä 2.1. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïðèìiòèâíî¨ ìiíëè-
âî¨ ìíîæèíè P âiäíîøåííÿ ← (f) =← (f)

P
¹ áàçîþ åëåìåíòàðíèõ ïðîöå-

ñiâ íà P. Îòæå, äîâiëüíó ïðèìiòèâíó ìiíëèâó ìíîæèíó çàâæäè ìîæíà
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îòîòîæíèòè ç áàçîâîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ P(f) = (P,← (f)), ó ÿêié
← (f) ¹ áàçîþ åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ.

Áiëüø öiêàâèìè ïðèêëàäàìè áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí ¹ áàçîâi ìií-
ëèâi ìíîæèíè, ïîðîäæåíi ñèñòåìàìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Íåõàé M � äîâiëüíà ìíîæèíà i T = (T,≤) � äî-
âiëüíà íåïîðîæíÿ (T 6= ∅) ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà.

1. Âiäîáðàæåííÿ r : D(r) 7→ M (D(r) 6= ∅) áóäåìî íàçèâàòè àá-
ñòðàêòíîþ òðà¹êòîði¹þ ç T â M , ÿêùî D(r) ⊆ T (äå D(r)
� îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òðà¹êòîði¨ r).

2. Ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ç T â M áóäåìî íà-
çèâàòè äîâiëüíó ìíîæèíó R, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ àáñòðàêòíi
àáñòðàêòíi òðà¹êòîði¨ ç T â M òàêó, ùî⋃

r∈R
R (r) =M

(äå R(r) � îáëàñòü çíà÷åíü àáñòðàêòíî¨ òðà¹êòîði¨ r).

Òåîðåìà 2.1 ( [15,17]). Äëÿ äîâiëüíî¨ ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ R òðà-
¹êòîðié ç T = (T,≤) â M iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äèíà, áàçîâà ìiíëèâà ìíî-
æèíà At(T,R) òàêà, ùî:

1) Tm (At(T,R)) = T;

2) Bs(At(T,R)) =
⋃
r∈R r, äå äîâiëüíó àáñòðàêòíó òðà¹êòîðiþ r ∈ R

ñëiä ðîçóìiòè ÿê ìíîæèíó (òîáòî r = {(t, r(t)) | t ∈ D(r)});

3) Äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ Bs(At(T,R)) óìîâà ω2 ←
At(T,R)

ω1 ìà¹ ìiñöå

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè tm (ω1) ≤ tm (ω2) i iñíó¹ òðà¹êòîðiÿ
r ∈ R òàêà, ùî ω1, ω2 ∈ r.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Íàäàëi, êîëè ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà T ¹ íà-
ïåðåä âiäîìîþ, çàìiñòü ïîçíà÷åííÿ At(T,R) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ At (R).

Íåõàé T,X � äîâiëüíi ìíîæèíè. Íàäàëi ïîçíà÷åííÿ (1) áóäåìî
çàñòîñîâóâàòè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ω = (t, x) ∈ T × X (äå ñèì-
âîë × îçíà÷à¹ äåêàðòîâèé äîáóòîê ìíîæèí). Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî
ω ∈ T × X ìà¹ìî, ω = (tm (ω) , bs (ω)). Çàóâàæèìî, ùî ïîçíà÷åííÿ
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(1) ðàíiøå âèêîðèñòîâóâàëèñü ëèøå äëÿ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ
ω ∈ Bs(P) ⊆ Tm(P)×Bs(P) ïðèìiòèâíî¨ àáî áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæè-
íè P (äèâ. ïiäðîçäië 2.3).

Íàñòóïíà òåîðåìà äåìîíñòðó¹ iíøèé, áiëüø ëàêîíi÷íèé, õî÷à é
áiëüø øòó÷íèé, øëÿõ äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíî-
æèíè.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé, T = (T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíà
ìíîæèíà, X � äîâiëüíà ìíîæèíà i C−− � áiíàðíå âiäíîøåííÿ, âèçíà-
÷åíå íà ìíîæèíi B ⊆ T× X, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1. Âiäíîøåííÿ C−− ðåôëåêñèâíå íà B;

2. Äëÿ äîâiëüíèõ ω, ω2 ∈ B ç óìîâ ω2 C−−ω1 i ω1 6= ω2 âèïëèâà¹, ùî
tm (ω1) < tm (ω2).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi
óìîâè:

à) Tm(B) = T; á) Bs(B) = B; â) ←
Bs(B)

= C−−.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïîçíà÷èìî:

rω1,ω2
:= {ω1, ω2} , ω1, ω2 ∈ B

R := {rω1,ω2 |ω1, ω2 ∈ B, ω2 C−−ω1} . (4)

Äîâåäåìî, ùî âñi åëåìåíòè ìíîæèíè R ¹ àáñòðàêòíèìè òðà¹êòîðiÿìè
ç T â X. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ω1, ω2 ∈ B òàêi, ùî ω2 C−−ω1. Îñêiëü-
êè rω1,ω2 = {ω1, ω2} ⊆ B ⊆ T × X, òî rω1,ω2 ¹ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì
ç T â X. Äîâåäåìî, ùî öå âiäíîøåííÿ ¹ ôóíêöi¹þ. Ïðèïóñòèìî ñó-
ïðîòèâíå. Òîäi iñíóþòü (t, x1) , (t, x2) ∈ rω1,ω2

òàêi, ùî x1 6= x2 (à îò-
æå (t, x1) 6= (t, x2)). Òîìó, ìîæëèâèìè ¹ ëèøå íàñòóïíi äâà âèïàäêè:
(t, x1) = ω1, (t, x2) = ω2 àáî (t, x1) = ω2, (t, x2) = ω1. Àëå, îñêiëüêè
ω2 C−−ω1, çà óìîâîþ 2 äàíî¨ òåîðåìè, â îáîõ âèïàäêàõ îòðèìó¹ìî õè-
áíó íåðiâíiñòü t < t. Òîìó, âiäíîøåííÿ rω1,ω2 ¹ ôóíêöi¹þ, à îòæå, i
àáñòðàêòíîþ òðà¹êòîði¹þ ç T â X. Òîáòî, R ¹ ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ
òðà¹êòîðié ç T â

⋃
r∈RR(r) ⊆ X. Ïîçíà÷èìî:

B := At (T,R) .
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à) Çà òåîðåìîþ 2.1 (ïóíêò 1), Tm(B) = T.
á) Çà òåîðåìîþ 2.1 (ïóíêò 2):

Bs(B) =
⋃
r∈R

r =
⋃

ω1, ω2 ∈ B
ω2 C−−ω1

{ω1, ω2} ⊆ B. (5)

Ç iíøîãî áîêó, áåðó÷è äî óâàãè, ùî, çà óìîâîþ 1 äàíî¨ òåîðåìè, âiäíî-
øåííÿ C−− ¹ ðåôëåêñèâíèì, îòðèìó¹ìî îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ:

Bs(B) =
⋃

ω1, ω2 ∈ B
ω2 C−−ω1

{ω1, ω2} ⊇
⋃
ω∈B

{ω} = B. (6)

Òàêèì ÷èíîì, Bs(B) = B. Îòæå, áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè à),á) âèñíîâêó äàíî¨ òåîðåìè.

â) Äîâåäåìî, ùî óìîâà â) äëÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B òàêîæ
âèêîíó¹òüñÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ω1, ω2 ∈ B = Bs(B)
óìîâà ω2 C−−ω1 åêâiâàëåíòíà óìîâi ω2 ←

Bs(B)
ω1 (òîáòî óìîâi ω2←ω1).

Îñêiëüêè îáèäâà âiäíîøåííÿ C−− òà ←
Bs(B)

¹ ðåôëåêñèâíèìè íà Bs(B) =

B, äîñèòü äîâåñòè îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ ëèøå äëÿ âèïàäêó ω1 6= ω2.
Îòæå, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ω1, ω2 ∈ B = Bs(B) òàêi, ùî ω1 6= ω2.

â.1) Ïðèïóñòèìî, ùî ω2←ω1. òîäi, çà òåîðåìîþ 2.1 (ïóíêò 3),

tm (ω1) ≤ tm (ω2) (7)

i iñíó¹ òðà¹êòîðiÿ rw1,w2
∈ R (w2 C−−w1) òàêà, ùî ω1, ω2 ∈ rw1,w2

=
{w1, w2}. Îòæå, îñêiëüêè w2 C−−w1 i ω1 6= ω2, ïîâèííà âèêîíóâàòèñü
õî÷ îäíà ç óìîâ:

ω2 C−−ω1 àáî ω1 C−−ω2

Ïðîòå, âèïàäîê ω1 C−−ω2 ¹ íåìîæëèâèì, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó, çà
óìîâîþ 2 äàíî¨ òåîðåìè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü tm (ω2) < tm (ω1), ÿêà
ñóïåðå÷èòü íåðiâíîñòi (7). Îòæå, ω2 C−−ω1.

â.2) Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ω2 C−−ω1. Òîäi, çãiäíî (4), rω1,ω2
∈ R.

Îòæå, çà óìîâîþ 2 äàíî¨ òåîðåìè tm (ω1) < tm (ω2). Òîìó, çà òåîðåìîþ
2.1 (ïóíêò 3) ω2←ω1.

Ðiâíiñòü ←
Bs(B)

= C−− äîâåäåíà. Òàêèì ÷èíîì, áàçîâà ìiíëèâà ìíîæè-

íà B çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè à),á),â).
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Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî iñíó¹ ëèøå ¹äèíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæè-
íà B, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè à),á),â). Ïðèïóñòèìî, ùî áàçîâà ìiíëèâà
ìíîæèíà B1 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè à),á),â). Äîâåäåìî, ùî òîäi B1
ìóñèòü çàäîâîëüíÿòè óìîâè 1),2),3) òåîðåìè 2.1 äëÿ ñèñòåìè àáñòðà-
êòíèõ òðà¹êòîðié R, âèçíà÷åíî¨ â (4).

2.1) Çà óìîâîþ à), Tm (B1) = T.
2.2) Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó á) i çàñòîñîâóþ÷è ðiâíîñòi (5),(6) äëÿ

B1, îòðèìó¹ìî:

Bs (B1) = B = Bs(B) =
⋃
r∈R

r.

2.3) Îñêiëüêè îáèäâi áàçîâi ìiíëèâi ìíîæèíè B òà B1 çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó â), òî:

←
Bs(B1)

= C−− = ←
Bs(B)

= ←
Bs(At(T,R))

.

Öå îçíà÷à¹, ùî B1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 3) òåîðåìè 2.1.
Îòæå, áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B1 çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè

2.1 äëÿ ñèñòåìè àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié R. Òîìó, çà òåîðåìîþ 2.1,
B1 = At(T,R) = B.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Ç âëàñòèâîñòåé 2.1 i ðiâíîñòi (3) âèïëèâà¹, ùî äëÿ
áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè à),á),â) òåîðåìè
2.2 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1. Bs(B) = {bs (ω) | ω ∈ B};
2. ψB(t) = {bs (ω) |ω ∈ B, tm (ω) = t}, t ∈ Tm(B). Çîêðåìà, ψB(t) =

∅ äëÿ âèïàäêó, êîëè íå iñíó¹ ω ∈ B òàêîãî, ùî tm (ω) = t.

Çàóâàæåííÿ 2.6. Íåõàé B � äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà. Ïî-
çíà÷èìî:

T := Tm(B); X := Bs(B); B := Bs(B), C−− := ←
Bs(B)

.

Î÷åâèäíî, ùî óìîâè 1,2 òåîðåìè 2.2 äëÿ T,X,B i C−− âèêîíóþòüñÿ.
Êðiì òîãî, B ¹ (¹äèíîþ) áàçîâîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ, ùî çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè à),á),â) âèñíîâêó öi¹¨ òåîðåìè. Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è òå-
îðåìó 2.2 ìîæíà äàòè iíøå îçíà÷åííÿ äëÿ ïîíÿòòÿ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè. À ñàìå, áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê ìà-
òåìàòè÷íó ñòðóêòóðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíî¨ ìíî-
æèíè T = (T,≤), ìíîæèíè X, ïiäìíîæèíè B ⊆ T × X, i áiíàðíîãî
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âiäíîøåííÿ C−−, âèçíà÷åíîãî íà B, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2 òåîðåìè
2.2.

2.4 Ëiíi¨ äîëi òà åëåìåíòàðíi ïðîöåñè áàçîâèõ ìií-

ëèâèõ ìíîæèí

Òâåðäæåííÿ 2.3 ( [15,17]). Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè

B ïàðà QB =

(
Bs(B), ←

Bs(B)

)
= (Bs(B),←) ¹ îði¹íòîâàíîþ ìíîæèíîþ.

Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ ψ̃B(t) := {ω ∈ Bs(B) | tm (ω) = t} ∈ 2Bs(B),
t ∈ Tm(B) ¹ ÷àñîì íà QB.

Îçíà÷åííÿ 2.8. Íåõàé B áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà.
1) Äîâiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ëàíöþã L ⊆ Bs(B) îði¹íòîâàíî¨ ìíî-

æèíè QB = (Bs(B),←) åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ B áóäåìî íàçè-
âàòè ëiíi¹þ äîëi B. Ìíîæèíó âñiõ ëiíié äîëi B áóäåìî ïîçíà÷àòè
÷åðåç Ld(B):

Ld(B) = {L ⊆ Bs(B) | L ¹ ëiíi¹þ äîëi B} .

2) Áóäü-ÿêó ëiíiþ äîëi L ∈ Ld(B), ùî ìiñòèòü åëåìåíòàðíî-
÷àñîâèé ñòàí ω ∈ Bs(B) áóäåìî íàçèâàòè âëàñíîþ ëiíi¹þ äîëi
åëåìåíòàðíî-÷àñîâîãî ñòàíó ω (â B).

Çðîçóìiëî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ìî-
æóòü ìàòè íå îäíó âëàñíó ëiíiþ äîëi.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) îá'-
¹äíàíi äîëåþ, ÿêùî iñíó¹ õî÷ îäíà ëiíiÿ äîëi L ∈ Ld(B), ÿêà ¹ âëà-
ñíîþ ëiíi¹þ äîëi êîæíîãî iç ñòàíiâ ω1, ω2 îäíî÷àñíî.

Òâåðäæåííÿ 2.4 ( [15,17]). 1) Äîâiëüíèé åëåìåíòàðíî-÷àñîâèé ñòàí
ω ∈ Bs(B) ìà¹ õî÷ îäíó âëàñíó ëiíiþ äîëi.

2) Äëÿ òîãî, ùîá åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) áóëè
îá'¹äíàíi äîëåþ íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü õî÷ îäíà ç
óìîâ: ω2←ω1 àáî ω1←ω2.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1, äîâiëüíà ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié,
âèçíà÷åíà íà äåÿêié ëiíiéíî óïîðÿäêîâàíié ìíîæèíi T = (T,≤), ïî-
ðîäæó¹ áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó At(T,R). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî, íàâïàêè,
äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B ìîæå áóòè ïîðîäæåíà äåÿêîþ ñè-
ñòåìîþ ìàêñèìàëüíèõ òðà¹êòîðié.
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Òåîðåìà 2.3 ( [15, 17]). Äëÿ äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè
B ìíîæèíà Ld(B) ¹ ñèñòåìîþ àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ç Tm(B) â
Bs(B). Ïðè öüîìó:

At (Tm(B), Ld(B)) = B.

Çàóâàæåííÿ 2.7. Ïiäêðåñëèìî, ùî äîâiëüíà ëiíiÿ äîëi L ∈ Ld(B) áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè Bs(B) ⊆ Tm(B)×
Bs(B). Òîìó L ¹ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ç ìíîæèíè Tm(B) â ìíîæè-
íó Bs(B). Îòæå, òåîðåìà 2.3, çîêðåìà ñòâåðäæó¹, ùî öå âiäíîøåííÿ ¹
ôóíêöi¹þ, òîáòî àáñòðàêòíîþ òðà¹êòîði¹þ ç Tm(B) â Bs(B).

Îçíà÷åííÿ 2.9. Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà.

1. Áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó S ⊆ Bs(B) áóäåìî íàçèâàòè ìiíëèâîþ
ñèñòåìîþ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B.

2. Äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ s : Tm(B) : 7→ 2Bs(B) òàêå, ùî s(t) ⊆
ψ(t), t ∈ Tm(B) áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè B.

Íåõàé, S ⊆ Bs(B) � äîâiëüíà ìiíëèâà ñèñòåìà äîâiëüíî¨ áàçîâî¨
ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Ïîêëàäåìî:

S∼(t) := {x ∈ Bs(B) | (t, x) ∈ S} , t ∈ Tm(B). (8)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî S∼(t) ⊆ ψ(t), t ∈ Tm(B). Îòæå, çà îçíà÷åííÿì 2.9,
S∼ ¹ ïðîöåñîì íà áàçîâié ìiíëèâié ìíîæèíi B.

Îçíà÷åííÿ 2.10. Ïðîöåñ S∼ áóäåìî íàçèâàòè ïðîöåñîì òðàíñ-
ôîðìàöié ìiíëèâî¨ ñèñòåìè S.

Òâåðäæåííÿ 2.5 ( [15,17]). Íåõàé, B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà.
1. Äëÿ äîâiëüíèõ ìiíëèâèõ ñèñòåì S1, S2 ∈ Bs(B) ðiâíiñòü S∼1 =

S∼2 ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S1 = S2.
2. Äëÿ äîâiëüíîãî ïðîöåñó s áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B iñíó¹,

ïðè÷îìó ¹äèíà, ìiíëèâà ñèñòåìà S ⊆ Bs(B) òàêà, ùî s = S∼.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ (·)∼ âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ìiíëèâèìè ñèñòåìàìè i ïðîöåñàìè áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæè-
íè. Âðàõîâóþ÷è çàçíà÷åíèé ôàêò, íàäàëi ïîíÿòòÿ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè i
ïðîöåñó äîâiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè áóäåìî �îòîòîæíþâàòè�,
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à ãîâîðÿ÷è ïðî ïðîöåñè íà áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèíàõ áóäåìî ïîçíà-
÷àòè öi ïðîöåñè âåëèêèìè áóêâàìè ç õâèëüêîþ ó âåðõíüîìó iíäåêñi,
ìàþ÷è íà óâàçi, ùî äîâiëüíèé ïðîöåñ ¹ ïðîöåñîì òðàíñôîðìàöié ïåâ-
íî¨ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè.

Â ìåõàíiöi åëåìåíòàðíi ñòàíè ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè, ÿê ïîëîæåí-
íÿ ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê â ðiçíi ìîìåíòè ÷àñó. Ñàìå òîìó, íà ïîíÿòòÿ
ìiíëèâî¨ ñèñòåìè ìîæíà äèâèòèñü, ÿê íà àáñòðàêòíå óçàãàëüíåííÿ ïî-
íÿòòÿ ôiçè÷íîãî òiëà, ñêëàä ÿêîãî, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ïîñòiéíèì i
ìîæå çìiíþâàòèñü äîâiëüíèì ÷èíîì â ïðîöåñi òðàíñôîðìàöié öüîãî
òiëà.

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ìiíëèâà ñèñòåìà U ⊆ Bs(B) áàçîâî¨ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè B ¹ ïiäñèñòåìîþ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè S ⊆ Bs(B), ÿêùî U ⊆
S.

Òâåðäæåííÿ 2.6 ( [15, 17]). Ìiíëèâà ñèñòåìà U ⊆ Bs(B) ¹ ïiä-
ñèñòåìîþ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè S ⊆ Bs(B) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
∀ t ∈ Tm(B) U∼(t) ⊆ S∼(t).

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî åëåìåíòàðíèé ñòàí x ∈ Bs(B) áàçîâî¨ ìií-
ëèâî¨ ìíîæèíè B íàëåæèòü äî ìiíëèâî¨ ñèñòåìè S ⊆ Bs(B) â ìî-
ìåíò ÷àñó t ∈ Tm(B), ÿêùî x ∈ S∼(t). Òîé ôàêò, ùî åëåìåíòàðíèé
ñòàí x áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B íàëåæèòü äî ìiíëèâî¨ ñèñòåìè S â
ìîìåíò ÷àñó t áóäåìî ïîçíà÷àòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

x ∈[t,B] S,

à, ó âèïàäêó, êîëè çðîçóìiëî ïðî ÿêó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó éäå
ìîâà, áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ:

x ∈[t] S.

Ç òâåðäæåííÿ 2.6 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ìiíëèâèõ ñèñòåì U, S ⊆ Bs(B)
ñïiââiäíîøåííÿ U ⊆ S ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ
t ∈ Tm(B) i x ∈ Bs(B) ç óìîâè x ∈ [t] U âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ
x ∈[t] S.

Îñòàíí¹ çàóâàæåííÿ ãîâîðèòü ïðî òå, ùî íà ìiíëèâó ñèñòåìó äî-
âiëüíî¨ áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B ìîæíà äèâèòèñü ÿê íà àíàëîã ïî-
íÿòòÿ ïiäìíîæèíè â êëàñè÷íié òåîði¨ ìíîæèí, à íà âiäíîøåííÿ ∈[·] ÿê
íà àíàëîã âiäíîøåííÿ íàëåæíîñòi êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ìíîæèí. Ïðîòå, ç
iíøî¨ ñòîðîíè, íi åëåìåíòàðíi íi åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè íå ìîæóòü



Ìiíëèâi ìíîæèíè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ 207

ïîâíiñòþ ïðåòåíäóâàòè íà àíàëîã ïîíÿòòÿ åëåìåíòà â êëàñè÷íié òåîði¨
ìíîæèí, îñêiëüêè çíàþ÷è âñi åëåìåíòàðíi ÷è åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòà-
íè áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ìè íå çìîæåìî âiäíîâèòè íi íàïðÿìíå
âiäíîøåííÿ çìií íi áàçó åëåìåíòàðíèõ ïðîöåñiâ, à îòæå íå çìîæåìî
ïîâíiñòþ âiäíîâèòè áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó çà ¨¨ �åëåìåíòàìè�.

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ëiíiÿ äîëi L ∈ Ld(B) áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíî-
æèíè B ¹ ¨¨ ìiíëèâîþ ñèñòåìîþ.

Îçíà÷åííÿ 2.11. Ïðîöåñ L∼, ïîðîäæåíèé ëiíi¹þ äîëi L ∈ Ld(B) áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B áóäåìî íàçèâàòè åëåìåíòàðíèì ïðî-
öåñîì B.

Íà åëåìåíòàðíèé ïðîöåñ âæå ìîæíà äèâèòèñü, ÿê íà ïîâíèé àíà-
ëîã åëåìåíòà çâè÷àéíî¨ (ñòàòè÷íî¨) ìíîæèíè, îñêiëüêè ç åëåìåíòàð-
íèõ ïðîöåñiâ, êîðèñòóþ÷èñü òåîðåìîþ 2.3, ìîæíà âiäíîâèòè âñþ áàçîâó
ìiíëèâó ìíîæèíó.

3 Çàãàëüíi ìiíëèâi ìíîæèíè òà ¨õíi âëàñòè-

âîñòi

3.1 Çàãàëüíå îçíà÷åííÿ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè

Áàçîâi ìiíëèâi ìíîæèíè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àáñòðàêöiþ ìîäåëåé ôi-
çè÷íèõ òà ií. ïðîöåñiâ (íà ðiâíi ìàêðîñâiòó), êîëè ñïîñòåðåæåííÿ çà
ïðîöåñîì ïðîâîäèòüñÿ ç îäíîãî, ôiêñîâàíîãî ïóíêòó ñïîñòåðåæåííÿ
(îäíi¹¨ ôiêñîâàíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó). Ïðîòå, ðåàëüíèé ôiçè÷íèé ñâiò ¹
áàãàòîëèêèì, îñêiëüêè ó ôiçèöi (çîêðåìà ó ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíî-
ñòi) �êàðòèíà ñâiòó� ìîæå iñòîòíî çìiíþâàòèñü â çàëåæíîñòi âiä çìiíè
ñèñòåìè âiäëiêó. Òîáòî, â ðåçóëüòàòi, ìè îòðèìó¹ìî íå îäíó, à áàãàòî
�áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí� (ïîâ'ÿçàíèõ ç êîæíîþ ñèñòåìîþ âiäëiêó
â ìåæàõ äàíî¨ ôiçè÷íî¨ ìîäåëi). Êîæíó ç öèõ �áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíî-
æèí� ìîæíà ââàæàòè îêðåìèì ëèêîì (îáëàñòþ ñïðèéìàííÿ) ðåàëüíîãî
ñâiòó. Ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ìiæ ðiçíèìè îáëàñòÿìè ñïðèéìàí-
íÿ iñíó¹ ïðèðîäíà óíiôiêàöiÿ ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ i ïðîöåñiâ, òîáòî iñíó¹
ÿêåñü �ïðàâèëî�, êîòðå âèçíà÷à¹ ÿêèì ÷èíîì îá'¹êò ç îäíi¹¨ îáëàñòi
ñïðèéìàííÿ �ñëiä áà÷èòè� â iíøié îáëàñòi ñïðèéìàííÿ. Òîáòî ìè îòî-
òîæíþ¹ìî ïåâíèé îá'¹êò àáî ïðîöåñ iç iíøèì îá'¹êòîì àáî ïðîöåñîì
iíøî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ, êàæó÷è, ùî öå òîé ñàìèé îá'¹êò àáî ïðîöåñ,



208 ß.I. Ãðóøêà

àëå �âèäèìèé� â iíøié îáëàñòi ñïðèéìàííÿ. Â êëàñè÷íié ìåõàíiöi òà-
êà �óíiôiêàöiÿ ñïðèéìàííÿ� çàäà¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ ãðóïè ïåðåòâîðåíü
Ãàëiëåÿ, â ñïåöiàëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi � ç äîïîìîãîþ ãðóïè ïåðåòâî-
ðåíü Ëîðíöà-Ïóàíêàðå. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â îáîõ âèïàäêàõ óíiôiêàöiÿ
ñïðèéìàííÿ ïðîâîäèòüñÿ íà ðiâíi åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ (ç äîïî-
ìîãîþ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü, çàäàíèõ íà 4-âèìiðíîìó ïðî-
ñòîði ÷àñó). Îòæå, ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî äîâiëüíèé åëåìåíòàðíî-÷àñîâèé
ñòàí, �âèäèìèé� ç îäíi¹¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ (ñèñòåìè âiäëiêó) ¹ çàâ-
æäè �âèäèìèì� ç iíøî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ. Íà íàøó äóìêó, òàêå ïðè-
ïóùåííÿ ¹ ïåâíîþ ôiçè÷íîþ iäåàëiçàöi¹þ, i äëÿ àáñòðàêòíî¨ òåîði¨ ìií-
ëèâèõ ìíîæèí äîáðå áóëî á âiäìîâèòèñü âiä îáîâ'ÿçêîâî¨ �íàñêðiçíî¨�
âèäèìîñòi. Ñàìå òîìó â îçíà÷åííi íèæ÷å óíiôiêàöiÿ ñïðèéìàííÿ ïðî-
âîäèòüñÿ íå íà ðiâíi åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ, à íà ðiâíi �îá'¹êòiâ
i ïðîöåñiâ�. Íàãàäà¹ìî, ùî â òåîði¨ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí àáñòðà-
êòíèìè àíàëîãàìè ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ àáî ïðîöåñiâ ¹ ìiíëèâi ñèñòåìè,
òîáòî ïiäìíîæèíè ìíîæèíè Bs(B) âñiõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ áà-
çîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé
←−
B = (Bα | α ∈ A) iíäåêñîâàíà ñiì'ÿ áàçîâèõ

ìiíëèâèõ ìíîæèí, äå A � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ. Ñèñòåìà âiä-

îáðàæåíü
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) âèäó:

Uβα : 2Bs(Bα) 7−→ 2Bs(Bβ) (α, β ∈ A)

íàçèâà¹òüñÿ óíiôiêàöi¹þ ñïðèéìàííÿ íà
←−
B , ÿêùî:

1. UααA ≡ A äëÿ äîâiëüíèõ α ∈ A i A ⊆ Bs (Bα).
(Òóò i íàäàëi äå ÷åðåç UβαA áóäå ïîçíà÷àòèñü äiÿ âiäîáðàæåííÿ
Uβα íà ìíîæèíó A ⊆ Bs (Bα), òîáòî UβαA := Uβα(A).)

2. Áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ Uβα ¹ ìîíîòîííèì âiäîáðàæåííÿì ìíî-
æèí, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ A i A,B ⊆ Bs (Bα) ç óìîâè
A ⊆ B âèïëèâà¹, ùî UβαA ⊆ UβαB.

3. Äëÿ äîâiëüíèõ α, β, γ ∈ A i A ⊆ Bs (Bα) ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ:

UγβUβαA ⊆ UγαA. (9)

Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ Uαβ (α, β ∈ A) áóäåìî íàçèâàòè âiäîáðà-
æåííÿìè óíiôiêàöi¨, à òðiéêó âèäó:

Z =
(
A,
←−
B ,
←−
U
)
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áóäåìî íàçèâàòè ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Ïåðøà óìîâà îçíà÷åííÿ 3.1 ¹ öiëêîì î÷åâèäíîþ. Äðóãà óìîâà ïðî-
äèêòîâàíà ïðèðîäíiì ïðàãíåííÿì �áà÷èòè� ïiäñèñòåìó äàíî¨ ìiíëèâî¨
ñèñòåìè â îäíié îáëàñòi ñïðèéìàííÿ ïiäñèñòåìîþ �öi¹¨ æ� ìiíëèâî¨ ñè-
ñòåìi â iíøié îáëàñòi ñïðèéìàííÿ. Ó âèïàäêó êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè àáî
ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi çàìiñòü ñïiââiäíîøåííÿ (9) ó òðåòié óìî-
âi îçíà÷åííÿ 3.1 âàðòî áóëî á çàïèñàòè ðiâíiñòü:

UγβUβαA = UγαA (α, β, γ ∈ A, A ⊆ Bs (Bα)) (10)

Çàìiíà â (9) çíàêó ðiâíîñòi íà âêëþ÷åííÿ çóìîâëåíà ìîæëèâiñòþ �ñïî-
òâîðåííÿ çîáðàæåííÿ� ïðè ïåðåõîäi äî iíøî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ, êî-
ëè íå âñi åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè äîâiëüíî¨ ìiíëèâî¨ ñèñòåìè äàíî¨
îáëàñòi ñïðèéìàííÿ ¹ �âèäèìèìè� ç iíøî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ. Îñòà-
ííÿ äóìêà áiëüø äåòàëüíî ïîÿñíåíà â ðîáîòàõ [15, 16] (äèâ., òàêîæ,
ïðèêëàä 3.4).

3.2 Çàóâàæåííÿ ïðî òåðìiíîëîãiþ i ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Z =
(
A,
←−
B ,
←−
U
)
� ìiíëèâà ìíîæèíà, äå

←−
B = (Bα | α ∈ A) iíäå-

êñîâàíà ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí i
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) � óíi-

ôiêàöiÿ ñïðèéìàííÿ íà
←−
B . Íàäàëi áóäåìî âæèâàòè íàñòóïíi òåðìiíè i

ïîçíà÷åííÿ:

1) Ìíîæèíó A áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíîþ iíäåêñiâ ìiíëèâî¨
ìíîæèíè Z i áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ ÷åðåç Ind (Z).

2) Äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñó α ∈ Ind (Z) ïàðó (α,Bα) áóäåìî íàçèâàòè
îáëàñòþ ñïðèéìàííÿ àáî ñèñòåìîþ âiäëiêó Z.

3) Ìíîæèíó âñiõ îáëàñòåé ñïðèéìàííÿ (ñèñòåì âiäëiêó) ìiíëèâî¨
ìíîæèíè Z áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Lk (Z):

Lk (Z) := {(α,Bα) | α ∈ Ind (Z)} .

Îáëàñòi ñïðèéìàííÿ ìiíëèâèõ ìíîæèí áóäåìî, ÿê ïðàâèëî, ïîçíà÷àòè
ìàëèìè ëàòèíñüêèìè áóêâàìè (l,m, k, p òà ií).

4) Íåõàé l = (α,Bα) ∈ Lk (Z). Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

ind (l) := α; l� := Bα.
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Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi ñïðèéìàííÿ l ∈ Lk (Z) ìàòåìàòè÷íèé îá'-
¹êò l� ¹ áàçîâîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Íàäàëi, êîëè öå íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü, äëÿ äîâiëüíî¨ îáëàñòi
ñïðèéìàííÿ l ∈ Lk (Z) â ïîçíà÷åííÿõ Bs (l�), Bs (l�), Tm (l�), Tm (l�)
≤l�, <l�, ≥l�, >l�, ψl�, ←

l�
, Ld (l�) ñèìâîë � �� áóäåìî îïóñêàòè, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ:

Bs (l) , Bs (l) , Tm (l) , Tm (l) , ≤l, <l, ≥l, >l, ψl, ←
l
, Ld (l) .

5) Äëÿ äîâiëüíèõ îáëàñòåé ñïðèéìàííÿ l,m ∈ Lk (Z) âiäîáðàæåííÿ
óíiôiêàöi¨ Uind(m),ind(l) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç 〈m← l,Z〉, òîáòî:

〈m← l,Z〉 = Uind(m),ind(l).

ßêùî âiäîìî ïðî ÿêó ìiíëèâó ìíîæèíó Z éäå ìîâà, ñèìâîë Z ó çà-
çíà÷åíîìó âèùå ïîçíà÷åííi áóäåìî îïóñêàòè, âæèâàþ÷è çàìiñòü íüîãî
ïîçíà÷åííÿ, 〈m← l〉. Êðiì òîãî, êîëè öå íå âèêëèêà¹ íåïîðîçóìiíü, â
ïîçíà÷åííÿõ ≤l, <l, ≥l, >l, ←

l
ñèìâîë l òàêîæ áóäåìî îïóñêàòè, çàñòî-

ñîâóþ÷è çàìiñòü íèõ ïîçíà÷åííÿ ≤, <, ≥, >, ← âiäïîâiäíî.

3.3 Åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ìiíëèâèõ ìíîæèí

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 3.1, à òàêîæ ïîçíà÷åííÿ, ââåäåíi ó ïiäðîç-
äiëi 3.2, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíi áàçîâi âëàñòèâîñòi ìiíëè-
âèõ ìíîæèí:

Âëàñòèâîñòi 3.1. Ó âëàñòèâîñòÿõ 1-5, Z ¹ äîâiëüíîþ ìiíëèâîþ ìíî-
æèíîþ i l,m, p ∈ Lk (Z) � äîâiëüíi îáëàñòi ñïðèéìàííÿ Z.

1. l = (ind (l) , l�);

2. l� =

(((
Bs(l),←

l

)
, (Tm(l),≤l) , ψl

)
, ←
Bs(l)

)
¹ áàçîâîþ ìiíëèâîþ

ìíîæèíîþ.

3. 〈l← l〉A = A, A ⊆ Bs(l);

4. ßêùî A ⊆ B ⊆ Bs(l), òî 〈m← l〉A ⊆ 〈m← l〉B;

5. 〈p←m〉 〈m← l〉A ⊆ 〈p← l〉A, (∀A ⊆ Bs(l)).
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Â ìàéáóòíüîìó îçíà÷åííÿ 3.1 áåçïîñåðåäíüî çàñòîñîâóâàòèñü íå áó-
äå à çàìiñòü íüîãî áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü âëàñòèâîñòi 3.1. Íàñòóïíi
äâà òâåðäæåííÿ ¹ áåçïîñåðåäíiìè íàñëiäêàìè âëàñòèâîñòåé 3.1. Â öèõ
òâåðäæåííÿõ ñèìâîë Z îçíà÷à¹ äîâiëüíó ìiíëèâó ìíîæèíó.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà
ðiâíiñòü:

〈m← l〉 ∅ = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî B := 〈m← l〉 ∅ ⊆ Bs(m). Âèêîðèñòîâóþ÷è âëà-
ñòèâîñòi 3.1 (5 òà 3) îòðèìó¹ìî:

〈l←m〉B = 〈l←m〉 〈m← l〉 ∅ ⊆ 〈l← l〉 ∅ = ∅.

Îòæå, 〈l←m〉B = ∅. Îñêiëüêè ∅ ⊆ B, òà, çà âëàñòèâiñòþ 3.1(4),

〈l←m〉 ∅ ⊆ 〈l←m〉B = ∅,

òîáòî 〈l←m〉 ∅ = ∅. Îòæå, çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè 3.1 (3 òà 5), îòðè-
ìó¹ìî:

∅ = 〈m←m〉 ∅ ⊇ 〈m← l〉 〈l←m〉 ∅ = 〈m← l〉 ∅ = B.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Äëÿ äîâiëüíèõ l,m ∈ Lk (Z) i äîâiëüíî¨ ñiì'¨ ìií-
ëèâèõ ñèñòåì (Aα|α ∈ A) (Aα ⊆ Bs(l), α ∈ A) ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi
âêëþ÷åííÿ:

1) 〈m← l〉
( ⋂
α∈A

Aα

)
⊆
⋂
α∈A
〈m← l〉Aα;

2)
⋂
α∈A

Aα ⊇ 〈l←m〉
( ⋂
α∈A
〈m← l〉Aα

)
;

3) 〈m← l〉
( ⋃
α∈A

Aα

)
⊇
⋃
α∈A
〈m← l〉Aα.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ìíîæèíà iíäåêñiâA â äàíîìó òâåðäæåííi ¹ äîâiëü-
íîþ, i, âçàãàëi êàæó÷è, íå ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ iíäåêñiâ ó îçíà÷åííi
3.1.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïîêëàäåìî A :=
⋂
α∈AAα. Âðàõîâóþ÷è, ùî A ⊆ Aα,

α ∈ A i âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3.1(4), îòðèìó¹ìî:

〈m← l〉A ⊆ 〈m← l〉Aα, α ∈ A.
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Îòæå, 〈m← l〉A ⊆
⋂
α∈A 〈m← l〉Aα.

2) Ïîçíà÷èìî: Q :=
⋂
α∈A
〈m← l〉Aα. Òîäi Q ⊆ 〈m← l〉Aα, α ∈ A.

Çâiäñè, çà âëàñòèâîñòÿìè 3.1(4,5 i 3) îòðèìó¹ìî:

〈l←m〉Q ⊆ 〈l←m〉 〈m← l〉Aα ⊆ 〈l← l〉Aα = Aα, α ∈ A.

Îòæå, 〈l←m〉Q ⊆
⋂
α∈AAα, ùî é íåîáõiäíî áóëî äîâåñòè.

3) Ïîêëàäåìî: A :=
⋃
α∈AAα. Âðàõîâóþ÷è, ùî Aα ⊆ A, α ∈ A i

âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 3.1(4), îòðèìó¹ìî:

〈m← l〉Aα ⊆ 〈m← l〉A, α ∈ A.

Òîìó,
⋃
α∈A 〈m← l〉Aα ⊆ 〈m← l〉A.

3.4 Ïðèêëàäè ìiíëèâèõ ìíîæèí

Ïðèêëàä 3.1. Íåõàé iíäåêñîâàíà ñiì'ÿ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí←−
B = (Bα | α ∈ A) (A 6= ∅) ¹ òàêîþ, ùî ìíîæèíè åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ
ñòàíiâ Bs (Bα) i Bs (Bβ) ¹ ðiâíîïîòóæíèìè äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ A,
òîáòî card (Bs (Bα)) = card (Bs (Bβ)), α, β ∈ A (äå card(M) îçíà÷à¹
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè M). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó iíäåêñîâàíó ñiì'þ ái-

¹êöié (âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü)
←−
W = (Wαβ | α, β ∈ A) âèäó

Wβα : Bs (Bα)↔ Bs (Bβ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

Wαα(ω) = ω, α ∈ A, ω ∈ Bs (Bα) ;
Wγβ (Wβα(ω)) =Wγα(ω), α, β, γ ∈ A, ω ∈ Bs (Bα) . (11)

Ïîêëàäåìî:

UβαA :=Wβα(A) = {Wβα(ω) | ω ∈ A} , A ⊆ Bs (Bα) .

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ 3.1, ïðè÷îìó òðåòþ óìîâó öüîãî îçíà÷åííÿ
ìîæíà çàìiíèòè íà áiëüø ñèëüíó óìîâó (10). Îòæå, òðiéêà:

Zpv
(←−
B ,
←−
W
)
=
(
A,
←−
B ,
←−
U
)

¹ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ. Ìiíëèâó ìíîæèíó Zpv
(←−
B ,
←−
W
)
áóäåìî íàçèâà-

òè ïîâíiñòþ âèäèìîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ

áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí
←−
B òà ñèñòåìîþ âiäîáðàæåíü

←−
W .
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Çàóâàæåííÿ 3.1. Ñiì'þ ái¹êöié, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (11),
ëåãêî ïîáóäóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Îñêiëüêè card (Bs (Bα)) =
card (Bs (Bβ)) , α, β ∈ A, òî iñíó¹ ìíîæèíà B0, ÿêà ¹ ðiâíîïîòó-
æíîþ äî âñiõ ìíîæèí ñiì'¨ (Bs (Bα) |α ∈ A) (îñêiëüêè A 6= ∅, ìî-
æíà âèáðàòè, äëÿ ïðèêëàäó, äîâiëüíèé (ôiêñîâàíèé) iíäåêñ α0 ∈ A
i ïîêëàñòè B0 := Bs (Bα0

)). Òàêîæ âiçüìåìî äîâiëüíó ñiì'þ ái¹êöié
←−
W = (Wα | α ∈ A) âèäó Wα : B0 ↔ Bs (Bα) (òàêà ñiì'ÿ îáîâ'ÿçêîâî
iñíó¹, îñêiëüêè card (B0) = card (Bs (Bα)) , α ∈ A). Ïîêëàäåìî:

Wβα (ω) :=Wβ

(
W [−1]
α (ω)

)
, α, β ∈ A, ω ∈ Bs (Bα) .

äåW [−1]
α � ái¹êöiÿ, îáåðíåíà äîWα. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ ái¹êöié

(Wβα| α, β ∈ A) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (11).

Äëÿ ïîáóäîâè íàñòóïíîãî ïðèêëàäó ïîòðiáíî ââåñòè ïîíÿòòÿ îáðàçó
áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè ïðè âiäîáðàæåííi ìíîæèíè ¨¨ åëåìåíòàðíî-
÷àñîâèõ ñòàíiâ.

Íåõàé B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, T = (T,≤) � äîâiëüíà ëiíiéíî
óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, iX � äîâiëüíà ìíîæèíà. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå
âiäîáðàæåííÿ U : Tm(B)×Bs(B) 7→ T×X. Âiäîáðàæåííÿ òàêîãî òèïó
áóäåìî íàçèâàòè òðàíñôîðìóþ÷èì äëÿ B,T òà X.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé B � áóäü-ÿêà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà i U �
òðàíñôîðìóþ÷å âiäîáðàæåííÿ äëÿ B,T òà X. Òîäi iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äè-
íà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà U [B], ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1. Bs(U [B]) = U(Bs(B)) = {U(ω) | ω ∈ Bs(B)};

2. Tm (U [B]) = T;

3. ßêùî w1,w2 ∈ Bs(U [B]) i tm (w1) 6= tm (w2), òî w1 i w2 îá'¹äíàíi
äîëåþ â U [B] òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü îá'¹äíàíi äîëåþ
â B åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) òàêi, ùî w1 =
U (ω1), w2 = U (ω2).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ.
1. Íåõàé U : Tm(B) × Bs(B) 7→ T × X � òðàíñôîðìóþ÷å âiä-

îáðàæåííÿ äëÿ B,T òà X (äå T = (T,≤)). Íà ìíîæèíi U(Bs(B)) =
{U(ω) | ω ∈ Bs(B)} ⊆ T×X âèçíà÷èìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ C−−, à ñàìå
äëÿ äîâiëüíèõ w1,w2 ∈ U(Bs(B)) áóäåìî ââàæàòè, ùî w2 C−−w1 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ õî÷ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:
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U[B]1) w1 = w2;

U[B]2) tm (w1) < tm (w2) i iñíóþòü îá'¹äíàíi äîëåþ â B åëåìåíòàðíî-
÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) òàêi, ùî wi = U (ωi) (i = 1, 2).

Ç óìîâ U[B]1), U[B]2) âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ C−− çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
1,2 òåîðåìè 2.2. Îòæå, çà òåîðåìîþ 2.2, iñíó¹ (i òiëüêè îäíà) áàçîâà
ìiíëèâà ìíîæèíà B1, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

Tm (B1) = T; Bs (B1) = U(Bs(B)); ←
Bs(B1)

= C−− . (12)

Ïîêëàäåìî:
U [B] := B1.

Ç ïåðøèõ äâîõ óìîâ (12) âèïëèâà¹, ùî áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà U [B]
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2 äàíî¨ òåîðåìè. Ç òðåòüî¨ óìîâè (12), ç óðàõó-
âàííÿì òâåðäæåííÿ 2.4, âèïëèâà¹, ùî òðåòÿ óìîâà äàíî¨ òåîðåìè äëÿ
áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè U [B] òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.

Äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi.
Íåõàé, áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B2 òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1,2,3

äàíî¨ òåîðåìè, òîáòî:

1′. Bs (B2) = U(Bs(B));

2′. Tm (B2) = T;

3′. ßêùî w1,w2 ∈ Bs (B2) i tm (w1) 6= tm (w2), òî w1 i w2 îá'¹äíàíi
äîëåþ â B2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü îá'¹äíàíi äîëåþ â B
åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) òàêi, ùî w1 = U (ω1),
w2 = U (ω2).

Òîäi, ç óìîâ 1′,2′ âèïëèâà¹, ùî ïåðøi äâi óìîâè (12) äëÿ áàçîâî¨ ìií-
ëèâî¨ ìíîæèíè B2 âèêîíàíi (òîáòî Tm (B2) = T, Bs (B2) = U(Bs(B))).
Ç óìîâè 3′, ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòi 2.1(2) i òâåðäæåííÿ 2.4, âèïëè-
âà¹, ùî ←

Bs(B2)
= C−−. Òîáòî, áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà B2 çàäîâîëüíÿ¹ âñi

òðè óìîâè (12). Àëå, çà òåîðåìîþ 2.2, iñíó¹ ëèøå îäíà áàçîâà ìiíëèâà
ìíîæèíà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (12). Îòæå, B2 = B1 = U [B].

Îçíà÷åííÿ 3.2. Áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó U [B], ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âè 1,2,3 òåîðåìè 3.1 áóäåìî íàçèâàòè îáðàçîì áàçîâî¨ ìiíëè-
âî¨ ìíîæèíè B ïðè òðàíñôîðìóþ÷îìó âiäîáðàæåííi U : Tm(B) ×
Bs(B) 7→ T×X.
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Çàóâàæåííÿ 3.2. Ç óìîâè 3 òåîðåìè 3.1 i âëàñòèâîñòi 2.1(2), âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ w1, w2 ∈ Bs(U [B]) ñïiâ-
âiäíîøåííÿ w2 ←

U [B]
w1 ìà¹ ìiñöå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè w1 = w2 àáî

tm (w1) < tm (w2) i iñíóþòü îá'¹äíàíi äîëåþ â B åëåìåíòàðíî-÷àñîâi
ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) òàêi, ùî wi = U (ωi) (i = 1, 2).

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé, B � äîâiëüíà áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà, X �
äîâiëüíà ìíîæèíà, ùî ìiñòèòü Bs(B) (Bs(B) ⊆ X). I íåõàé U � äåÿêà
ìíîæèíà ái¹êöié âèäó:

U : Tm(B)×X 7−→ Tm(B)×X (U ∈ U).

Òàêó ìíîæèíó ái¹êöié U áóäåìî íàçèâàòè òðàíñôîðìóþ÷îþ
ìíîæèíîþ ái¹êöié âiäíîñíî áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B. Ââåäåìî
ïîçíà÷åííÿ:

A := U;
Uα := α, α ∈ A.

Òîäi ìè îòðèìà¹ìî iíäåêñîâàíó ñiì'þ âiäîáðàæåíü
←−
U = (Uα | α ∈ A)

òàêó, ùî Uα 6= Uβ , äëÿ α 6= β.
Êîæíå âiäîáðàæåííÿ Uα (α ∈ A) âiäîáðàæà¹ Tm(B)×Bs(B) ó ìíî-

æèíó Tm(B)×X. Òîìó îòðèìó¹ìî ñiì'þ áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí:

Bα := Uα[B], α ∈ A;
←−
U [B] = (Uα[B] | α ∈ A) = (U [B] | U ∈ U) .

Çà òåîðåìîþ 3.1:

Bs (Uα[B]) = Uα (Bs(B)) , α ∈ A,

îòæå, êîæíå âiäîáðàæåííÿ Uα ¹ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì ç
ìíîæèíè Bs(B) â ìíîæèíó Bs (Uα[B]). Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ âiäîáðàæåíü:

Ũβα := UβU
[−1]
α = Uβ

(
U [−1]
α

)
, α, β ∈ A.

Äëÿ äîâiëüíèõ α, β ∈ A âiäîáðàæåííÿ Ũβα ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ ìíîæèíàìè

Bs (Uα[B]) òà Bs (Uβ [B]). Ñàìå òîìó íàäàëi êîæíå âiäîáðàæåííÿ Ũβα
áóäåìî ââàæàòè çâóæåíèì íà ìíîæèíó Bs (Uα[B]). Çãiäíî iç çàóâàæå-

ííÿì 3.1, ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
←−
U∼ =

(
Ũβα | α, β ∈ A

)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
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(11). Îòæå, çà ðåçóëüòàòàìè ïðèêëàäó 3.1, ìîæíà ïîáóäóâàòè ìiíëèâó
ìíîæèíó:

Z im (U,B) = Zpv
(←−
U [B],

←−
U∼
)
.

Ìiíëèâó ìíîæèíó Z im (U,B) áóäåìî íàçèâàòè áàãàòîëèêèì îáðà-
çîì áàçîâî¨ ìiíëèâî¨ ìíîæèíè B âiäíîñíî òðàíñôîðìóþ÷î¨ ìíîæèíè
ái¹êöié U.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé, B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà òàêà, ùî

Bs(B) ⊆ R3, Tm(B) = (R,≤)

(íàïðèêëàä B = At (R), äå R � ñèñòåìà àáñòðàêòíèõ òðà¹êòîðié ç R
â M , ïðè÷îìó M ⊆ R3). Âèêîðèñòîâóþ÷è ãðóïó Ïóàíêàðå U = P (1, 3)
íà 4-ìiðíîìó ïðîñòîði ÷àñó (R4 = R × R3 ⊆ Tm(B) × Bs(B)) â ÿêî-
ñòi òðàíñôîðìóþ÷î¨ ìíîæèíè âiäîáðàæåíü îòðèìó¹ìî ìiíëèâó ìíî-
æèíó Z im (P (1, 3),B), ÿêà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî ôîðìàëiçàöi¨ êi-
íåìàòèêè ñïåöiàëüíî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëi-
êó. Çàóâàæèìî, ùî äàíà ìîäåëü ôîðìàëüíî íå çàáîðîíÿ¹ iñíóâàí-
íÿ òàõiîííèõ òðàíñôîðìàöié, îñêiëüêè, íàïðèêëàä, ìîæóòü iñíóâàòè
åëåìåíòàðíî-÷àñîâi ñòàíè ω1, ω2 ∈ Bs(B) ⊆ R × R3 òàêi, ùî ω2←ω1

i ‖bs (ω2)− bs (ω1)‖2 > c2 (tm (ω2)− tm (ω1))
2
, äå ‖·‖ � åâêëiäîâà íîð-

ìà â ïðîñòîði R3, i c � äîäàòíà ÷èñëîâà êîíñòàíòà, ÿêà ìà¹ ôiçè÷íó
iíòåðïðåòàöiþ øâèäêîñòi ñâiòëà ó âàêóóìi.

Â ïðèêëàäàõ 3.1-3.3 âiäîáðàæåííÿ óíiôiêàöi¨ 〈m← l〉 (l,m ∈ Lk (Z))
çàäàþòüñÿ ç äîïîìîãîþ âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ìiæ ìíîæè-
íàìè åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ Bs(l) i Bs(m) (òîáòî:

〈m← l〉A =
⊔
ω∈A
〈m← l〉 {ω} (l,m ∈ Lk (Z) , A ⊆ Bs(l)), (13)

äå çíàê
⊔

îçíà÷à¹ äèç'þíêòíå îá'¹äíàííÿ (òîáòî 〈m← l〉 {ω} ∩
〈m← l〉 {ω′} = ∅ ïðè ω 6= ω′), i òðåòþ óìîâó îçíà÷åííÿ 3.1 ìîæíà
çàìiíèòè íà áiëüø ñèëüíó óìîâó (10)). Àëå, íàñïðàâäi, óìîâè îçíà÷åí-
íÿ 3.1 äóæå çàãàëüíi. I íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàæå, íàñêiëüêè äàëåêî
â öüîìó îçíà÷åííi áóëî çðîáëåíî âiäõiä âiä çâè÷íîãî äëÿ êëàñè÷íèõ
êiíåìàòèê â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó �ïîòî÷êîâîãî� ñïiâñòàâëåííÿ
åëåìåíòàðíî-÷àñîâèõ ñòàíiâ ðiçíèõ îáëàñòåé ñïðèéìàííÿ.



Ìiíëèâi ìíîæèíè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ 217

Ïðèêëàä 3.4. Íåõàé
←−
B = (Bα | α ∈ A) � äîâiëüíà iíäåêñîâàíà ñiì'ÿ

áàçîâèõ ìiíëèâèõ ìíîæèí. Ïîêëàäåìî:

UβαA :=

{
A, α = β

∅, α 6= β
, α, β ∈ A, A ⊆ Bs (Bα) .

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñiì'ÿ âiäîáðàæåíü
←−
U = (Uβα | α, β ∈ A) çàäîâîëü-

íÿ¹ âñi óìîâè îçíà÷åííÿ 3.1. Òîìó, òðiéêà

Znv
(←−
B
)
=
(
A,
←−
B ,
←−
U
)

¹ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ.

Ìiíëèâó ìíîæèíó Znv
(←−
B
)
áóäåìî íàçèâàòè ïîâíiñòþ íåâèäè-

ìîþ ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ áàçîâèõ ìiíëèâèõ

ìíîæèí
←−
B .

Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêó áàçîâó ìiíëèâó ìíîæèíó B ìîæíà îòîòî-

æíèòè ç ìiíëèâîþ ìíîæèíîþ âèäó Znv
(←−
B
)
, äå A = {1}, B1 = B i

←−
B = (Bα |α ∈ A) = (B1).

Iíøi, áiëüø öiêàâi, ïðèêëàäè ìiíëèâèõ ìíîæèí Z, ùî íå çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó (13) ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [16].

4 Ìiíëèâi ìíîæèíè, ïîðîäæåíi óçàãàëüíå-

íèìè ïåðåòâîðåííÿìè Ëîðåíöà

Íåõàé, (H, ‖·‖ 〈·, ·〉) � ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L (H) ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ íàä
ïðîñòîðîì H.

Íàãàäà¹ìî [20, ñòîð. 128], [21, ñòîð. 140], ùî ïðîñòîðîì Ìiíêîâñüêî-
ãî íàä (äiéñíèì) ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì H íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèé
ïðîñòiðM (H) = R× H = {(t, x) | t ∈ R, x ∈ H}, îñíàùåíèé ñêàëÿðíèì
äîáóòêîì òà íîðìîþ:

〈w1,w2〉M(H) = t1t2 + 〈x1, x2〉 ; ‖w1‖M(H) = t21 + ‖x1‖
2
,

äå wi = (ti, xi) , i ∈ {1, 2}. Â ïðîñòîði M (H) âèäiëèìî íàñòóïíi ïiä-
ïðîñòîðè:

H0 = {(t,0) | t ∈ R} ; H1 = {(0, x) |x ∈ H} ,
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äå 0 � íóëüîâèé âåêòîð. Òîäi:

M (H) = H0 ⊕ H1,

äå ⊕ îçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíó ñóìó ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðóM (H).
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e0 îäèíè÷íèé �÷àñîâèé� âåêòîð:

e0 = (1,0) ∈M (H) .

Ââåäåìî íàñòóïíi îðòîïðîåêòîðè íà ïiäïðîñòîðè H0 òà H1:

T̂w = te0 = (t,0) ∈ H0, w = (t, x) ∈M (H) ;

Xw = (0, x) ∈ H1, w = (t, x) ∈M (H)

(íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð P ∈ L (H) íàçèâà¹òüñÿ îðòîïðîåêòîðîì, ÿêùî
P 2 = P ∗ = P , äå P ∗ � ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà P ). Òàêîæ
ïîçíà÷èìî ÷åðåç T íàñòóïíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð

T (w) = t, w = (t, x) ∈M (H)

çM (H) â R. Òîäi:

T̂w = T (w) e0, w ∈M (H) . (14)

Äîâiëüíèé âåêòîð w ∈M (H) ìîæíà ¹äèíèì ÷èíîì ïîäàòè ó âèãëÿäi:

w = te0 + x, (15)

äå x = Xw ∈ H1, t = T (w) ∈ R.
Äîâiëüíèé âåêòîð V ∈ H1 ïîðîäæó¹ íàñòóïíi ïiäïðîñòîðè â ïðîñòî-

ði H1.

H1 [V ] = span {V } ;
H1⊥ [V ] = H1 	 H1 [V ] = {x ∈ H1 | 〈x, V 〉 = 0} ,

äå spanM îçíà÷à¹ ëiíiéíó îáîëîíêó ìíîæèíè M ⊆ M (H). Ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç X1 [V ] òà X⊥1 [V ] îðòîïðîåêòîðè íà ïiäïðîñòîðè (âiäïîâiäíî)
H1 [V ] òà H1⊥ [V ]:

X1 [V ] w =

{ 〈V,w〉
‖V ‖2 V, V 6= 0

0, V = 0
, w ∈M (H) ;
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X⊥1 [V ] = X−X1 [V ] . (16)

Ïîêëàäåìî:

U (H1) = {U ∈ L (H1) | U − óíiòàðíèé îïåðàòîð} ; (17)

B1 (H1) = {x ∈ H1 | ‖x‖ = 1} . (18)

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð U ∈ L (H1) íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì , ÿêùî
∀x ∈ H1 ‖Ux‖ = ‖x‖ i UH1 = H1 (äå UH1 = {Ux |x ∈ H1}).

Òàêîæ íàãàäà¹ìî [20, page 128, de�nition 1], ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð S ∈ L (M (H)) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ïåðåòâîðå-
ííÿ êîîðäèíàò íàä H, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíèé îáåðíåíèé îïåðàòîð
S−1 ∈ L (M (H)).

Íàäàëi ñèìâîëîì c áóäåìî ïîçíà÷àòè äîâiëüíó ôiêñîâàíó äîäàòíó
äiéñíó êîíñòàíòó, ÿêà ìà¹ ôiçè÷íèé çìiñò øâèäêîñòi ñâiòëà â âàêóóìi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mc (·) ïñåâäî-ìåòðèêó Ëîðåíöà-Ìiíêîâñüêîãî íà
ïðîñòîðiM (H):

Mc (w) = ‖Xw‖2 − c2T 2 (w) , w ∈M (H) . (19)

Íåõàé, s ∈ {−1, 1}, θ ∈ [−1, 1] \ {0}, n ∈ B1 (H1) i J ∈ U (H1). Äëÿ
äîâiëüíîãî äëÿ äîâiëüíîãî w ∈M (H) ïîêëàäåìî:

Uθ,c [s,n, J ] w :=

(
sϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)

〈n,w〉
c

)
e0+

+ J
(
cϕ1 (θ) T (w)n− sϕ0 (θ)X1 [n] w +X⊥1 [n] w

)
, äå (20)

ϕ0 (θ) =
1 + θ |θ|
2 |θ|

; ϕ1 (θ) =
1− θ |θ|
2 |θ|

. (21)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî θ ∈ [−1, 1] \ {0} ñïðàâåäëèâi íà-
ñòóïíi ðiâíîñòi:

ϕ0 (θ)ϕ1 (θ) = −
1

4

(
θ2 − 1

θ2

)
; c

ϕ1 (θ)

ϕ0 (θ)
= c

1− θ |θ|
1 + θ |θ|

;

ϕ0 (θ) + ϕ1 (θ) =
1

|θ|
; ϕ0 (θ)− ϕ1 (θ) = θ;

ϕ0 (θ)
2 − ϕ1 (θ)

2
= sign θ; (22)
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ϕ0 (−θ) = ϕ1 (θ) ; ϕ1 (−θ) = ϕ0 (θ) .

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ s ∈ {−1, 1}, θ ∈ [−1, 1] \ {0}, n ∈
B1 (H1) i J ∈ U (H1) ôîðìóëà (20) âèçíà÷à¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð íàä ïðîñòîðîì M (H) (òîáòî, Uθ,c [s,n, J ] ∈ L (M (H))). Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç OT (H, c) íàñòóïíèé êëàñ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ
íàä ïðîñòîðîìM (H):

OT (H, c) : = {Uθ,c [s,n, J ] | s ∈ {−1, 1} , θ ∈ [−1, 1] \ {0} ,
n ∈ B1 (H1) J ∈ U (H1)} . (23)

Â ðîáîòi [20, ñòîð. 142] êëàñ îïåðàòîðiâ OT (H, c) âèçíà÷åíî ïî-iíøîìó,
àëå ç [20, theorem 3] âèïëèâà¹, ùî îçíà÷åííÿ öüîãî êëàñó îïåðàòîðiâ ç
äîïîìîãîþ ôîðìóëè (23) åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííþ, äàíîìó â [20, ñòîð.
142].

Ââåäåìî íàñòóïíi ïiäêëàñè êëàñó îïåðàòîðiâ OT (H, c):

OT+ (H, c) = {Uθ,c [s,n, J ] ∈ OT (H, c) | s = 1}
= {Uθ,c [1,n, J ] | θ ∈ [−1, 1] \ {0} , n ∈ B1 (H1) J ∈ U (H1)} ;

O (H, c) = {Uθ,c [s,n, J ] ∈ OT (H, c) | θ > 0} =
= {Uθ,c [s,n, J ] | s ∈ {−1, 1} , θ ∈ (0, 1],

n ∈ B1 (H1) J ∈ U (H1)} (24)

O+ (H, c) = {Uθ,c [s,n, J ] ∈ O (H, c) | s = 1} =
= {Uθ,c [1,n, J ] | θ ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1) J ∈ U (H1)} . (25)

Çàóâàæåííÿ 4.1. Â ðîáîòi [20, ñòîð. 131] êëàñ îïåðàòîðiâ O (H, c) íà-
çâàíî çàãàëüíîþ ãðóïîþ Ëîðåíöà íàä ïðîñòîðîì M (H) i âèçíà÷åíî
äåùî ïî-iíøîìó, à ñàìå, ÿê ìíîæèíó îïåðàòîðiâ ïåðåòâîðåíü êîîðäè-
íàò L :M (H) 7→ M (H), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó:

Mc (Lw) = Mc (w) (∀w ∈M (H)) . (26)

Äîâåäåìî, ùî îáèäâà îçíà÷åííÿ êëàñó îïåðàòîðiâ O (H, c) åêâiâà-
ëåíòíi. Ñïðàâäi, íåõàé L = Uθ,c [s,n, J ] ∈ O (H, c) (äå s ∈ {−1, 1},
θ ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1), J ∈ U (H1)). Îñêiëüêè L ∈ O (H, c) ⊆ OT (H, c),
òî L ¹ îïåðàòîðîì ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà w ∈M (H), çãiäíî (20),(16),(22), îòðèìó¹ìî:

Mc (Lw) = Mc

((
sϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)

〈n,w〉
c

)
e0+
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+ J
(
cϕ1 (θ) T (w)n− sϕ0 (θ)X1 [n] w +X⊥1 [n] w

))
=

=
∥∥ J (cϕ1 (θ) T (w)n− sϕ0 (θ) 〈n,w〉n+X⊥1 [n] w

)∥∥2−
− c2

(
sϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)

〈n,w〉
c

)2

=

= (cϕ1 (θ) T (w)− sϕ0 (θ) 〈n,w〉)2 +
∥∥X⊥1 [n] w

∥∥2−
− c2

(
sϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)

〈n,w〉
c

)2

=

= c2ϕ2
1 (θ) T 2 (w) + ϕ2

0 (θ) 〈n,w〉
2
+
∥∥X⊥1 [n] w

∥∥2−
− c2ϕ2

0 (θ) T 2 (w)− ϕ2
1 (θ) 〈n,w〉

2
=

= −c2T 2 (w) + 〈n,w〉2 +
∥∥X⊥1 [n] w

∥∥2 =

= ‖Xw‖2 − c2T 2 (w) = Mc (w) .

Íàâïàêè, íåõàé L ∈ L (M (H))� îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (26). Òîäi, çãiäíî ç [20, ôîðìóëà (20)] òà îçíà÷åííÿì
êëàñó îïåðàòîðiâ OT (H, c), äàíèì â [20, page 142], L ∈ OT (H, c). Îòæå,
çãiäíî (23) îïåðàòîð L ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi L = Uθ,c [s,n, J ] (äå
s ∈ {−1, 1}, θ ∈ [−1, 1] \ {0}, n ∈ B1 (H1), J ∈ U (H1)). Íàãàäà¹ìî ( [20,
de�nition 2], [21, îçíà÷åííÿ 2.2]), ùî îïåðàòîð ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
S ∈ L (M (H)) íàçèâà¹òüñÿ v-äåòåðìiíîâàíèì , ÿêùî T

(
S−1e0

)
6= 0,

i ùî øâèäêiñòþ v-äåòåðìiíîâàíîãî îïåðàòîðà ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

S íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð V (S) = XS−1e0

T (S−1e0)
∈ H1. Îñêiëüêè îïåðàòîð ïåðå-

òâîðåííÿ êîîðäèíàò L çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (26), òî, çãiäíî [20, ôîðìóëà
(12)], L ¹ v-äåòåðìiíèì, ïðè÷îìó ‖V (L)‖ < c. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, çãiäíî

ç [20, theorem 3], V (L) = V (Uθ,c [s,n, J ]) = cs 1−θ|θ|1+θ|θ|n. Îòæå,

‖V (L)‖ =
∥∥∥∥cs1− θ |θ|1 + θ |θ|

n

∥∥∥∥ = c
1− θ |θ|
1 + θ |θ|

< c.

Çâiäñè, 1−θ|θ|
1+θ|θ| < 1, òîáòî θ > 0. Îòæå L = Uθ,c [s,n, J ], äå s ∈ {−1, 1},

θ ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1), J ∈ U (H1), ùî é íåîáõiäíî áóëî äîâåñòè.

Ùî òîðêà¹òüñÿ êëàñó O+ (H, c), ìîæíà äîâåñòè [20], ùî öåé êëàñ
îïåðàòîðiâ ó âèïàäêó H = R3 ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïîâíó ãðóïó Ëîðåíöà, âè-
çíà÷åíó â [22]. Íèæ÷å áóäå äîâåäåíî áiëüø çàãàëüíèé ðåçóëüòàò, à ñàìå



222 ß.I. Ãðóøêà

áóäå ïîêàçàíî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè H � äîâiëüíèé äiéñíèé
ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið, O+ (H, c) ¹ ãðóïîþ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîðiM (H),
ÿêà çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì êëàñ äîäàòíèõ ÷àñîïîäiáíèõ âåêòîðiâ ïðî-
ñòîðóM (H).

Îçíà÷åííÿ 4.1. Âåêòîð w ∈M (H) áóäåìî íàçèâàòè:

• äîäàòíèì, ÿêùî T (w) > 0;

• c-÷àñîïîäiáíèì, ÿêùî Mc (w) < 0

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mc,+(H) êëàñ äîäàòíèõ c-÷àñîïîäiáíèõ âåêòîðiâ
ïðîñòîðóM (H):

Mc,+(H) := {w ∈M (H) | T (w) > 0, Mc (w) < 0}

Ëåìà 4.1. Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà ðiâíiñòü:

O+ (H, c) = {L ∈ O (H, c) | Lw ∈Mc,+(H) (∀w ∈Mc,+(H))} . (27)

Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé L ∈ O+ (H, c). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âåêòîð
w ∈ Mc,+(H). Îñêiëüêè, âðàõîâóþ÷è çàóâàæåííÿ 4.1, îïåðàòîð L çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó (26) i âåêòîð w ∈Mc,+(H) ¹ c-÷àñîïîäiáíèì, òî:

Mc (Lw) = Mc (w) < 0. (28)

Îñêiëüêè L ∈ O+ (H, c), òî îïåðàòîð L ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
L = Uθ,c [1,n, J ], äå θ ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1) , J ∈ U (H1). Îòæå, âðàõîâó-
þ÷è, ùî äëÿ âåêòîðà w ∈ Mc,+(H) ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi T (w) > 0,
Mc (w) < 0, âðàõîâóþ÷è (20), îòðèìó¹ìî:

T (Lw) = T (Uθ,c [1,n, J ] w) = ϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)
〈n,w〉
c

=

= ϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)
〈Xn,w〉

c
=

= ϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)
〈n,Xw〉

c
≥

≥ ϕ0 (θ) T (w)− ϕ1 (θ)
‖Xw‖
c

=

=
T (w)

θ
− ϕ1 (θ)

c
(‖Xw‖ − cT (w)) =
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=
T (w)

θ
− 1− θ2

2θ · c
Mc (w)

‖Xw‖+ cT (w)
> 0. (29)

Ç íåðiâíîñòåé (28) i (29) âèïëèâà¹, ùî Lw ∈ Mc,+(H) (äëÿ äîâiëüíîãî
âåêòîðà w ∈Mc,+(H).

2. Íàâïàêè, íåõàé òåïåð îïåðàòîð L ∈ O (H, c) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀w ∈Mc,+(H) (Lw ∈Mc,+(H)) . (30)

Îñêiëüêè L ∈ O (H, c), òî îïåðàòîð L ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi L =
Uθ,c [s,n, J ], äå s ∈ {−1, 1}, θ ∈ (0, 1], n ∈ B1 (H1) , J ∈ U (H1). Ëåãêî
áà÷èòè, ùî âåêòîð e0 íàëåæèòü äî êëàñó Mc,+(H). Îòæå, çà óìîâîþ
(30), Le0 ∈ Mc,+(H). Òîìó, çà îçíà÷åííÿì êëàñó âåêòîðiâ Mc,+(H),
T (Le0) > 0. Çãiäíî ç (20),

T (Le0) = T (Uθ,c [s,n, J ] e0) = sϕ0 (θ) T (e0)− ϕ1 (θ)
〈n, e0〉
c

=

= s
1 + θ2

2θ
.

Îòæå, s 1+θ
2

2θ > 0. Çâiäñè, s > 0, òîáòî s = 1. Òàêèì ÷èíîì, L =
Uθ,c [s,n, J ] ∈ O (H, c), äå s = 1. Òîìó L ∈ O+ (H, c).

Íàñëiäîê 4.1. O+ (H, c) ¹ ãðóïîþ îïåðàòîðiâ â ïðîñòîði Ìiíêîâñüêîãî
M (H) íàä ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì H.

Äîâåäåííÿ. 1. Iç çàóâàæåííÿ 4.1 âèïëèâà¹, ùî O (H, c) ¹ ãðóïîþ îïå-
ðàòîði â ïðîñòîðiM (H). Òîìó, ç ëåìè 4.1 (ðiâíiñòü (27)) âèïëèâà¹, ùî
äîáóòîê îïåðàòîðiâ, ùî íàëåæàòü äî O+ (H, c) íàëåæèòü äî O+ (H, c).

2. Íåõàé, L = Uθ,c [1,n, J ] ∈ O+ (H, c). Äîâåäåìî, ùî L−1 ∈
O+ (H, c) (äå L−1 � îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî L). Çãiäíî ç [21, íàñëi-

äîê 5.1], L−1 = Uθ,c [1,n, J ]
−1

= Uθ1,c

[
S(1, θ),S(1, θ)Jn, J−1

]
, äå

S(s, θ) =

{
1, s, θ > 0

−1, s < 0 àáî θ < 0
. Îñêiëüêè Uθ,c [s,n, J ] ∈ O+ (H, c),

òî, çà îçíà÷åííÿì êëàñó îïåðàòîðiâ O+ (H, c) (25), θ ∈ (0, 1]. Îòæå,
S(1, θ) = 1. Òîìó L−1 = Uθ,c

[
1, Jn, J−1

]
, äå θ ∈ (0, 1], Jn ∈ B1 (H1),

J−1 ∈ U (H1). Îòæå, çãiäíî (25), L−1 = Uθ,c

[
1, Jn, J−1

]
∈ O+ (H, c).
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Ïðèêëàä 4.1. Íåõàé, B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà òàêà, ùî Bs(B) ⊆
H, Tm(B) = (R,≤), äå ≤ � ñòàíäàðòíèé ïîðÿäîê íà ïîëi äiéñíèõ ÷è-
ñåë R. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó äîäàòíó äiéñíó êîíñòàíòó c. Íåõàé U �
îäèí ç êëàñiâ îïåðàòîðiâ OT (H, c), OT+ (H, c), O (H, c), O+ (H, c). Òîäi
äîâiëüíèé îïåðàòîð L ∈ U áóäå ái¹êöi¹þ òèïó:

L : Tm(B)× H←→ Tm(B)× H.

Îòæå, U � òðàíñôîðìóþ÷à ìíîæèíà ái¹êöié âiäíîñíî B íà H. Òîìó
ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíi ìiíëèâi ìíîæèíè:

ZLT0 (H,B, c) = Z im (OT (H, c) ,B) ;
ZLT (H,B, c) = Z im (OT+ (H, c) ,B) ;
ZL0 (H,B, c) = Z im (O (H, c) ,B) ;
ZL (H,B, c) = Z im (O+ (H, c) ,B) .

Ó âèïàäêó dim(H) = 3 ìiíëèâà ìíîæèíà ZL (H,B, c) ÿâëÿ¹ ñî-
áîþ íàéïðîñòiøó ìàòåìàòè÷íî ñòðîãó ìîäåëü êiíåìàòèêè ñïåöiàëü-
íî¨ òåîði¨ âiäíîñíîñòi â iíåðöiéíèõ ñèñòåìàõ âiäëiêó, ÿêi �ñòàðòóâà-
ëè� â çàäàíèé �íóëüîâèé� ìîìåíò ÷àñó çi ñïiëüíîãî ïî÷àòêó âiäëiêó.
Ìiíëèâà ìíîæèíà ZL0 (H,B, c) ïîáóäîâàíà íà îñíîâi çàãàëüíî¨ ãðóïè
Ëîðåíöà, i ìiñòèòü êðiì çâè÷àéíèõ ñèñòåì âiäëiêó �ç äîäàòíèì íà-
ïðÿìêîì ÷àñó�, ÿêi ìàþòü çðîçóìiëó ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ, òàêîæ
ñèñòåìè âiäëiêó ç �âiä'¹ìíèì íàïðÿìêîì ÷àñó�, ïîðîäæåíèìè îïåðà-
òîðàìè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ùî íàëåæàòü äî êëàñó O− (H, c) =
{Uθ,c [s,n, J ] ∈ O (H, c) | s = −1}.

Ìiíëèâi ìíîæèíè ZLT (H,B, c) i ZLT0 (H,B, c) ìiñòÿòü êðiì ñòàí-
äàðòíèõ (�òàðäiîííèõ�) ñèñòåì âiäëiêó, ïîðîäæåíèõ êëàñè÷íèìè ïåðå-
òâîðåííÿìè Ëîðåíöà òàêîæ i �òàõiîííi� ñèñòåìè âiäëiêó, ïîðîäæåíi óçà-
ãàëüíåíèìè ïåðåòâîðåííÿìè Ëîðåíöà (òîáòî îïåðàòîðàìè ïåðåòâîðå-
ííÿ êîîðäèíàò, ùî íàëåæàòü äî êëàñó OT (H, c) \O (H, c)), i ÿêi ðóõà-
þòüñÿ âiäíîñíî �òàðäiîííèõ� ñèñòåì âiäëiêó çi øâèäêiñòþ áiëüøîþ çà
øâèäêiñòü ñâiòëà c. Çàóâàæèìî, ùî óçàãàëüíåíi �òàõiîííi� ïåðåòâîðåí-
íÿ Ëîðåíöà íà ôiçè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi áóëî ââåäåíî â ðîáîòàõ [23�25]
ó âèïàäêó, êîëè ïðîñòið �ãåîìåòðè÷íèõ êîîðäèíàò� ¹ òðüîõâèìiðíèì.
Íà ìàòåìàòè÷íîìó ðiâíi ñòðîãîñòi öi ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò äîñëi-
äæóâàëèñü â ðîáîòàõ [20, 21] ó âèïàäêó, êîëè ïðîñòið �ãåîìåòðè÷íèõ
êîîðäèíàò� ìà¹ äîâiëüíó (â òîìó ÷èñëi i íåñêií÷åííó) ðîçìiðíiñòü.

Ïiäêðåñëèìî, ùî âñi ìiíëèâi ìíîæèíè, ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüî-
ìó ïðèêëàäi (ZL (H,B, c), ZL0 (H,B, c), ZLT (H,B, c), ZLT0 (H,B, c))
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ìiñòÿòü ëèøå �îäíîðiäíi� iíåðöiéíi ñèñòåìè âiäëiêó, òîáòî ñèñòåìè âiä-
ëiêó, ÿêi ñòàðòóâàëè â çàäàíèé �íóëüîâèé� ìîìåíò ÷àñó çi ñïiëüíîãî ïî-
÷àòêó. Â íàñòóïíîìó ïðèêëàäi �îäíîðiäíi� ñèñòåìè âiäëiêó äîïîâíåíî
íåîäíîðiäíèìè, òîáòî iíåðöiéíèìè ñèñòåìàìè âiäëiêó, ÿêi â íóëüîâèé
ìîìåíò ÷àñó ìîæóòü çíàõîäèòèñü â äîâiëüíîìó ïîëîæåííi.

Ïðèêëàä 4.2. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó äîäàòíó äiéñíó êîíñòàíòó c. Íå-
õàé, s ∈ {−1, 1}, θ ∈ [−1, 1] \ {0}, n ∈ B1 (H1), J ∈ U (H1) i a ∈ M (H).
Äëÿ äîâiëüíîãî w ∈M (H) ïîêëàäåìî:

Uθ,c [s,n, J,a] w := Uθ,c [s,n, J ] w + a.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç PT (H, c) íàñòóïíèé êëàñ ëiíiéíèõ (íåîäíîðiäíèõ)
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ íàä ïðîñòîðîìM (H):

PT (H, c) := {Uθ,c [s,n, J,a] | s ∈ {−1, 1} , θ ∈ [−1, 1] \ {0} ,
n ∈ B1 (H1) , J ∈ U (H1) , a ∈M (H)} . (31)

Ïî àíàëîãi¨ ç ïîïåðåäíiì ïðèêëàäîì ââåäåìî íàñòóïíi ïiäêëàñè êëàñó
îïåðàòîðiâ OT (H, c):

PT+ (H, c) = {Uθ,c [s,n, J,a] ∈ PT (H, c) | s = 1} ;
P (H, c) = {Uθ,c [s,n, J,a] ∈ PT (H, c) | θ > 0} ;

P+ (H, c) = {Uθ,c [s,n, J,a] ∈ P (H, c) | s = 1} .

Íåõàé, B � áàçîâà ìiíëèâà ìíîæèíà òàêà, ùî Bs(B) ⊆
H, Tm(B) = (R,≤). Íåõàé U � îäèí ç êëàñiâ îïåðàòî-
ðiâ PT (H, c), PT+ (H, c), P (H, c), P+ (H, c). Òîäi U áóäå òðàíñôîð-
ìóþ÷îþ ìíîæèíîþ ái¹êöié âiäíîñíî B íà H. Îòæå ìîæíà âèçíà÷èòè
íàñòóïíi ìiíëèâi ìíîæèíè:

ZPT0 (H,B, c) = Z im (PT (H, c) ,B) ;
ZPT (H,B, c) = Z im

(
PT+ (H, c) ,B

)
;

ZP0 (H,B, c) = Z im (P (H, c) ,B) ;
ZP (H,B, c) = Z im (P+ (H, c) ,B) .

Ìiíëèâi ìíîæèíè ZPT0 (H,B, c), ZPT (H,B, c), ZP0 (H,B, c),
ZP (H,B, c) àíàëîãi÷íi âiäïîâiäíèì ìiíëèâèì ìíîæèíàì
ZLT0 (H,B, c), ZLT (H,B, c), ZL0 (H,B, c) òà ZL (H,B, c) ç ïîïåðåäíüî-
ãî ïðèêëàäó, àëå êðiì �îäíîðiäíèõ� ñèñòåì âiäëiêó ÿêi ñòàðòóâàëè
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â çàäàíèé �íóëüîâèé� ìîìåíò ÷àñó çi ñïiëüíîãî ïî÷àòêó, öi ìiíëèâi
ìíîæèíè ìiñòÿòü òàêîæ âñi iíåðöiéíi ñèñòåìè âiäëiêó, ÿêi â íóëüîâèé
ìîìåíò ÷àñó çíàõîäÿòüñÿ â äîâiëüíîìó ïîëîæåííi.
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