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Ãðóïîâà êëàñèôiêàöiÿ ðiâíÿíü

Øðîäiíãåðà çi çìiííîþ ìàñîþ

Group classi�cation of Schr�odinger equations with position dependent
mass is carried out. Twenty classes of such equations with non-equivalent
symmetries are speci�ed. Among them are equations invariant with respect
to the Lie algebra of Lorentz group

Ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíü Øðîäiíãåðà çi çìiííîþ ìà-
ñîþ. Äîâåäåíî, ùî iñíó¹ äâàäöÿòü êëàñiâ òàêèõ ðiâíÿíü, êîæåí ç ÿêèõ
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íååêâiâàëåíòíîþ ãðóïîþ ñèìåòði¨. Ñåðåä íèõ ¹ ðiâ-
íÿííÿ, iíâàðiàíòíå âiäíîñíî àëãåáðè Ëi ãðóïè Ëîðåíöà

1 Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿØðîäiíãåðà ìà¹ äîâãó i öiêàâó iñòîðiþ.
Iíâàðiàíòíiñòü öüîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî ãðóïè Ãàëiëåÿ çàâæäè ââàæà-
ëàñü î÷åâèäíîþ. Àëå òiëüêè ó 1972 ðîöi áóëà âñòàíîâëåíà éîãî ïîâíà
íåïåðåðâíà ãðóïà ñèìåòði¨, ÿêà âèÿâèëàñü øèðøîþ çà ãðóïó Ãàëiëåÿ
i âêëþ÷à¹ äîäàòêîâó iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî ìàñøòàáíèõ òà ñïåöiàëü-
íèõ êîíôîðìíèõ ïåðåòâîðåíü [1], [2]. Ó ðîáîòàõ [3] - [5] çðîáëåíî ãðóïî-
âó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿííÿ Øðîäiíãåðà ç äîâiëüíèì ïîòåíöiàëîì.

Âàæëèâîþ ãiëêîþ íàóêè ïðî ñèìåòðiþ ðiâíÿííÿ Øðîäiíãåðà ñêëà-
äàþòü äîñëiäæåííÿ éîãî âèùèõ ñèìåòðié. Âèâ÷åííÿ îïåðàòîðiâ ñèìåò-
ði¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ ¹ íåîáõiäíîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ îïèñó ñèñòåì êî-
îðäèíàò, ó ÿêèõ iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ç ðîçäiëåíèìè çìiííèìè [6]. Îïåðà-
òîðè ñèìåòði¨ âèùèõ ïîðÿäêiâ äëÿ íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðîäií-
ãåðà äîñëiäæóâàëèñü ó ðîáîòàõ [7] [8]. Íàãàäà¹ìî, ùî ïîòóæíèé ìåòîä
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îáåðíåíî¨ çàäà÷i òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç âèùèìè ñèìåòðiÿìè ðiâíÿí-
íÿ Øðoäiíãåðà.

Äîñëiäæåííÿ ñèìåòði¨ öüîãî ðiâíÿííÿ àêòèâíî ïðîäîâæó¹òüñÿ i â
ñó÷àñíó äîáó, à ñàìå äîñëiäæóþòüñÿ ñóïåðiíòåãðîâàíi òà ñóïåðñèìåò-
ðè÷íi ñèñòåìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, äèâèñü [9], [10] òà öèòîâàíó òàì ëi-
òåðàòóðó. Ïðè öüîìó ìàéæå íå äîñëiäæåíèìè çàëèøàþòüñÿ ñèìåòði¨
êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ ìîäåëåé, çàñíîâàíèõ íà ðiâíÿííÿõ Øðîäiíãåðà
çi çìiííîþ ìàñîþ, ÿêi ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Ĥψ = Eψ, (1)

äå

Ĥ = − ∂

∂xa

1

m(x)

∂

∂xa
+ V (x), x = (x1, x2, x3) (2)

i ïî iíäåêñàõ, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ïðîâîäèòüñÿ ñóìóâàííÿ çà çíà÷åííÿìè
a = 1, 2, 3.

Òàêi ðiâíÿííÿ ¹ íåâiä'¹ìíîþ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ôiçèêè êîíäåíñî-
âàíèõ ñòàíiâ. Âîíè òàêîæ ïðèðîäíî âèíèêàþòü ïðè êâàíòóâàííi òà ðå-
äóêöi¨ êëàñè÷íèõ ìîäåëåé ó áàãàòîâèìiðíîìó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði.
Ñëiä âiäìiòèòè, ùî íàçâà "ðiâíÿííÿ Øðîäiíãåðà çi çìiííîþ ìàñîþ"íå
¹ öiëêîì àäåêâàòíîþ äëÿ (1), àëå ìè áóäåìî äîòðèìóâàòèñü öi¹¨ äóæå
ïîøèðåíî¨ òåðìiíîëîãi¨.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (1) âiä-
íîñíî ãðóï íåïåðåðâíèõ ïåðåòâîðåíü. Ìè ïðîâåäåìî ãðóïîâó êëàñè-
ôiêàöiþ öèõ ðiâíÿíü, ÿêi âêëþ÷àþòü äâà äîâiëüíi åëåìåíòè - ïîòåí-
öiàë V (x) òà çìiííó ìàñó m(x). Öÿ çàäà÷à åêâiâàëåíòíà çíàõîäæåííþ
óñiõ iíòåãðàëiâ ðóõó äëÿ ãàìiëüòîíiàíó (2), ÿêi íàëåæàòü äî êëàñó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Áóäå ïîêàçàíî, ùî iñíó¹
20 êëàñiâ òàêèõ ðiâíÿíü ç ðiçíèìè ãðóïàìè ñèìåòði¨. Äâà çi çíàéäåíèõ
ðiâíÿíü ìàþòü øèðîêó i äîñèòü åêçîòè÷íó ñèìåòðiþ. Îäíå ç íèõ ìà¹
øiñòü iíòåãðàëiâ ðóõó, ùî óòâîðþþòü àëãåáðó Ëi ãðóïè îáåðòàíü ó ÷î-
òèðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à äðóãå ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî
àëãåáðè Ëi ãðóïè Ëîðåíöà. Ïîâíèé ñïèñîê ðiâíÿíü ç íååêâiâàëåíòíèìè
ãðóïàìè ñèìåòði¨ íàâåäåíî íèæ÷å ó òàáëèöi 2.
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2 Âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ ãàìiëüòîíià-
íó (2):

Ĥ =
∂

∂xa
f
∂

∂xa
+ V, (3)

äå V = V (x) òà f = f(x) = − 1
m(x) .

Íàøà çàäà÷à - çíàéòè óñi ãàìiëüòîíiàíè (3), ÿêi äîïóñêàþòü iíòåãðà-
ëè ðóõó, ùî íàëåæàòü äî äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ïåðøîãî ïîðÿä-
êó. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, òàêi iíòåãðàëè ðóõó ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q = ξi∂i + η, i = 1, 3, (4)

äå ξi òà η - íåâiäîìi ôóíêöi¨ âiä x.

Çãiäíî ç âèçíà÷åííÿì, äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè (3) òà (4) ïîâèííi
êîìóòóâàòè:

[Ĥ,Q] ≡ ĤQ−QĤ = 0 (5)

ïðè÷îìó ñïiââiäíîøåííÿ (5) òðåáà ðîçóìiòè ÿê îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ,
ÿêå ïîâèííî âèêîíóâàòèñü ïðè äi¨ îïåðàòîðiâ ó ëiâié ÷àñòèíi íà äîâiëü-
íó äâi÷i äèôåðåíöiéîâàíó ôóíêöiþ. Îáðàõîâóþ÷è êîìóòàòîð i ïðèðiâ-
íþþ÷è äî íóëÿ êîåôiöi¹íòè ïðè ðiçíèõ ïîõiäíèõ, äiñòà¹ìî íàñòóïíó
ñèñòåìó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü:

ξcfcδab − f(ξba + ξab ) = 0, (6)

−ξifai + fiξ
a
i + fξacc + 2fηa = 0, (7)

faηa + fηaa − ξiVi = 0, (8)

äå δab− ñèìâîë Êðîíåêåðà, i íèæíi iíäåêñè ïîçíà÷àþòü ïîõiäíi ïî âiä-
ïîâiäíèì çìiííèì. Íàïðèêëàä, ξac = ∂ξa

∂xc
, i ò.ï. ßê i âñþäè ó òåêñòi, çà

iíäåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, ðîçóìi¹ìî ñóìóâàííÿ çà çíà÷åííÿìè 1,
2 i 3.

Ñèñòåìà (6)-(8) ¹ ïåðåâèçíà÷åíîþ, àëå äîñèòü ñêëàäíîþ. Âîíà
âêëþ÷à¹ äåñÿòü ðiâíÿíü äëÿ øåñòè ôóíêöié f, V, ξi òà η, êîæíà ç ÿêèõ
çàëåæèòü âiä òðüîõ çìiííèõ x1, x2, x3.
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Ðiâíÿííÿ (6) ìîæå áóòè ðîçùåïëåíî íà äâi íàñòóïíi ïiäñèñòåìè:

ξba + ξab −
2

3
δabξ

i
i = 0 (9)

3ξifi = 2fξii . (10)

Ôîðìóëà (9) âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ äëÿ êîíôîðìíîãî âåêòîðà Êiëëiíãà.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä (äèâèñü,
íàïðèêëàä, [11])

ξa = λaxnxn − 2xaλnxn + µcεabcxb + ωxa + νa (11)

äå ãðåöüêèìè ëiòåðàìè ïîçíà÷åíî êîíñòàíòè iíòåãðóâàííÿ.
Çãiäíî ç (4), (11), çàãàëüíèé âèãëÿä iíòåãðàëà ðóõó ïåðøîãî ïîðÿä-

êó äëÿ ãàìiëüòîíiàíó (3) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

Q = λiKi + µiJ i + ωD + νiP i + b (12)

äå

P i = pi =
∂

∂xi
, J i = εijkxjpk,

D = xnpn +
1

2
, Ki = xnxnpi − 2xiD

(13)

à b - íåâiäîìà ôóíêöiÿ âiä x. Îïåðàòîðè (13) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì
êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì

[P a, P b] = 0, [P a, Jb] = −εabcP c,
[Ja, Jb] = −εabcJc, [D,Ja] = 0,

[D,P a] = −P a, [D,Ka] = Ka,

[Ka, Jb] = −εabcKc, [Ka,Kb] = 0,

[Ka, P b] = 2(εabcJ
c − δabD)

(14)

ÿêi õàðàêòåðèçóþòü àëãåáðó Ëi êîíôîðìíî¨ ãðóïè ó òðèâèìiðíîìó åâ-
êëiäîâîìó ïðîñòîði. Iíøèìè ñëîâàìè, ñ òî÷íiñòþ äî îñòàííüîãî äî-
äàíêó, ïðîïîðöiéíîãî îäèíè÷íîìó îïåðàòîðó, øóêàíèé iíòåãðàë ðóõó
¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ãåíåðàòîðiâ êîíôîðìíî¨ ãðóïè ó òðèâèìiðíîìó
åâêëiäîâîìó ïðîñòîði C(3), ÿêà âèÿâëÿ¹òüñÿ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ
ãðóïîþ ñèìåòði¨ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.
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3 Àëãîðèòì iíòåãðóâàííÿ âèçíà÷àëüíèõ

ðiâíÿíü

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü (8), (7) i
(10) òðåáà ïåðåáðàòè óñi íååêâiâàëåíòíi íàáîðè äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ
λa, µc, νa òà ω, ùî âèçíà÷àþòü ôóíêöi¨ ξa çãiäíî ç ôîðìóëîþ (11). Ç
òî÷íiñòþ äî ãðóïè âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè C(3), òàêi íàáîðè
âèçíà÷àþòüñÿ îïòèìàëüíîþ ñèñòåìîþ ïiäàëãåáð àëãåáðè (3), áàçèñíi
åëåìåíòè ÿêî¨ çàäàíi ôîðìóëàìè (13). Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèõ ïiäàëãåáð
ñêîðèñòà¹ìîñü íàñòóïíèì òâåðæåííÿì.

Òâåðäæåííÿ 1 Àëãåáðà c(3) içîìîðôíà àëãåáði Ëi ïñåâäîîðòîãîíàëü-
íî¨ ãðóïè SO(1, 3).

Ñôîðìóëüîâàíèé âèùå àâòîìîðôiçì ìîæå áóòè çàäàíèé ÿâíî çà äîïî-
ìîãîþ íàñòóïíèõ ñïiââiäíîøåíü:

Jab = εabcJc, Ka = J4a + J0a, P a = J0a − J4a, D = J40 (15)

äå P a, Ja,Ka òà D - îïåðàòîðè (13). Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (14),
ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íîâi áàçèñíi åëåìåíòè (15) çàäîâîëüíÿþòü íà-
ñòóïíèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì:

[Jµν , Jλσ] = −(gµσJνλ + gνλJµσ − gµλJνσ − gνσJµλ) (16)

äå iíäåêñè µ, ν, λ, σ ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ 0, 1, 2, 3, 4, gµν =
diag(1,−1,−1,−1). À öi ñïiââiäíîøåííÿ âèçíà÷àþòü àëãåáðó so(1, 3).

Çãiäíî ç íàâåäåíèì òâåðæåííÿì, îïòèìàëüíà ñèñòåìà ïiäàëãåáð
àëãåáðè (3) ñïiâïàäà¹ ç îïòèìàëüíîþ ñèñòåìîþ ïiäàëãåáð àëãåáðè
so(1, 3). Îñòàííÿ áóëà çíàéäåíà ó ðîáîòi [12], ðåçóëüòàòàìè ÿêî¨ ìè
i ñêîðèñòó¹ìîñü. Öi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi
íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2 Íååêâiâàëåíòíi ïiäàëãåáðè àëãåáðè so(1, 3) âèçíà÷à-

þòüñÿ íàñòóïíèìè íàáîðàìè áàçèñíèõ åëåìåíòiâ.

Îäíîâèìiðíi ïiäàëãåáðè:
< A+H >, < H >, < A+ αH >, 0 < α < 1, < G >,
< H cos c+G sin c >, 0 < c < π

2 , < A−G >, < A−G+H >;
äâîâèìiðíi ïiäàëãåáðè:

< A,H >,< G,H >,< E + J, F +K >,< E + J,G >, < H,A−G >,
< A−G,D + αH >;
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òðèâèìiðíi ïiäàëãåáðè:

<A+H, B-F, C+E>, <E, F, H>, < H cos c+G sin c, E+J, F+K>,
<H, E+J, F+K>,<G,E+J, F+K >,<H,J,K>, <A-G, B-J, C-K>,

<H+A-G, B-J, C-K>,<D, H, A-G>;

÷îòèðèâèìiðíi ïiäàëãåáðè:

<A+H, B-F, C+E, A-H>,<D,E,F,H>,<H,G,E+J,F+K>,

<H, A-G, B-J, C-K>, <D, A-G, B-J, C-K>,<A,K,J,H>;

ï`ÿòèâèìiðíà ïiäàëãåáðà:

<D, H, A-G, B-J, C-K>;

øåñòèâèìiðíi ïiäàëãåáðè:

<E, F, H, A-G, B-J, C-K>, <E, F, G, H, J,K>, <A, B, C, E, F, H>;

ñåìèâèìiðíà ïiäàëãåáðà:

<D, E, F, H, A-G, B-J, C-K>;

äåñÿòèâèìiðíà àëãåáðà:

<A, B, C, D, E, F, G, H, J, K>

äå

A =
1

2
(P3 −K3), B =

1

2
(P2 −K2), C =

1

2
(P1 −K1),

G = −1

2
(P3 +K3), J = −1

2
(P2 +K2), K = −1

2
(P1 +K1),

E = J32, F = J31, H = J21.

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿííÿ (1) çâîäèòü-
ñÿ äî ïîøóêó íåiêâiâàëåíòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (8), (7), (10), äå ξa -
ôóíêöi¨, çàäàíi ðiâíÿííÿì (11). Ïðè öüîìó äîñèòü îáìåæèòèñü òàêèìè
íàáîðàìè çíà÷åíü ÷èñëîâèõ ïàðàìåòðiâ λi, µi, νi òà ω, ùî âiäïîâiäà-
þòü ïiäàëãåáðàì, ïåðåðàõîâàíèì âèùå. Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèõ çíà÷åíü
äîñèòü ïîðiâíÿòè çàãàëüíèé âèãëÿä îïåðàòîðà ñèìåòði¨ (12) ç êîíêðåò-
íèìè îïåðàòîðàìè, ùî âõîäÿòü ó îïòèìàëüíi ïiäàëãåáðè.

Mîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ η ó âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿííÿõ (8) òà (7)
ïîâèííà ìàòè âèãëÿä η = −λ̃axa + c, äå λ̃a = λa, à λa - êîíñòàíòè, ùî
âõîäÿòü ó çàãàëüíèé âèðàç (12) äëÿ îïåðàòîðiâ ñèìåòði¨, à c - äîâiëüíà
êîíñòàíòà, ÿêà ¹ íåñóòò¹âîþ i ìîæå áóòè îïóùåíà. Äëÿ iíøèõ ôóíêöié
η îïåðàòîðè (12) íå áóäóòü óòâîðþâàòè àëãåáðó Ëi, ùî ïðîòèði÷èòü
îñíîâíèì òåîðåìàì ãðóïîâîãî àíàëiçó, a ó âèïàäêó λ̃a 6= λa âèçíà÷àëüíi
ðiâíÿííÿ ñòàþòü íåñóìiñíèìè.

ßâíèé âèãëÿä äîïóñòèìèõ ôóíêöié ξa i η íàâåäåíî ó íàñòóïíié òàá-
ëèöi.
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Òàáëèöÿ 1. Ôóíêöi¨ ξa i η, ùî âiäïîâiäàþòü áàçèñíèì åëåìåíòàì
íååêâiâàëåíòíèõ ïiäàëãåáð àëãåáðè c(3).

Áàçèñíi
åëåìåíòè ξ1 ξ2 ξ3 2η
àëãåáðè

A x1x3 x2x3
s3+1
2 x3

B x1x2
s2+1
2 x2x3 x2

C s1+1
2 x1x2 x1x3 x1

D x1 x2 x3 0
E 0 x3 −x2 0
F x3 0 −x1 0

G x1x3 x2x3
s3−1
2 x3

H x2 −x1 0 0

J x1x2
s2−1
2 x2x3 x2

K s1−1
2 x1x2 x1x3 x1

A+H x1x3 + x2 x2x3 − x1 s3+1
2 x3

H cos c
+G sin c

sin(c)x1x3
+ cos(c)x2

sin(c)x2x3
− cos(c)x1

sin(c)(s3+1)
2 x3 sin c

E + J x1x2
s2+2x3−1

2 (x3 − 1)x2 x2
A−G+H x2 −x1 1 0

F +K s1−2x3−1
2 x1x2 (x3 + 1)x1 x1

A−G 0 0 1 0
D + αH x1 + αx2 x2 − αx1 x3 0
B − J 0 1 0 0
C −K 1 0 0 0

B − F x1x2 + x3
s2+1
2 x2x3 − x1 x2

C + E s1+1
2 x1x2 + x3 x1x3 − x2 x1

A−H x1x3 − x2 x2x3 + x1
s3+1
2 x3

äå sa = 2x2a − r2, a = 1, 2, 3.

4 Ðåçóëüòàòè ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨

Äëÿ çàâåðøåííÿ ãðóïîâî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü çàëèøèëîñÿ ïðîiíòå-
ãðóâàòè âèçíà÷àëüíi ðiâíÿííÿ (8), (7) òà (10) äëÿ âèïàäêiâ, ùî âiäïîâi-
äàþòü ïiäàëãåáðàì, ïåðåðàõîâàíèì ó òâåðäæåííi 2. Âiäïîâiäíi ôóíêöi¨
ξa i b íàâåäåíî ó òàáëèöi 1.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè îïòèìàëüíà ïiäàëãåáðà îäíîâèìiðíà i
âêëþ÷à¹ ¹äèíèé áàçèñíèé åëåìåíò G = − 1

2 (P3 + K3). Çãiäíî ç òàá-
ëèöåþ 1, ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíîãî çíàêó âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ ξ1, ξ2 òà ξ3

ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

ξ1 = x1x3, ξ2 = x2x3, ξ3 = x23 −
1

2
(r2 + 1)

äå r2 = x21 + x22 + x23.
Ïiäñòàâèâøè öi ôóíêöi¨ ó (10), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ íåâiäîìî¨

ôóíêöi¨ f :

x1f1 + x2f2 + x3f3 −
r2 + 1

2x3
f3 = 2f,

çàãàëüíèé pîçâ`ÿçîê ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä:

f(x) = r212F

(
x2
x1
,
r2 − 1

r12

)
(17)

äå r212 = r21 + r22, i F (., .) ¹ äîâiëüíîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ äâîõ àðãóìåíòiâ.
Ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöi¨ (17) òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü

òàêîæ ðiâíÿííÿ (7).
Çàëèøèëîñü ðîçâ'ÿçàòè îñòàíí¹ âèçíà÷àëüíå ðiâíÿííÿ (8), ÿêå íà-

áóâà¹ íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

2x3(x1V1 + x2V2 + x3V3)− (r2 + 1)V3 = f3. (18)

Öå ëiíiéíå íåîäíîðiäíå ðiâíÿííÿ, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî ìà¹ íà-
ñòóïíèé âèãëÿä:

V (x) = r12D2F + F̃

(
x2
x1
,
r2 − 1

r12

)
(19)

äå F̃ (., .) - ùå îäíà äîâiëüíà ôóíêöiÿ, i ñèìâîë D2F îçíà÷à¹ ïîõiäíó
ïî äðóãîìó àðãóìåíòó ôóíêöi¨ F .

Ìè áà÷èìî, ùî óìîâi iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî îïåðàòîðàG çàäîâîëü-
íÿ¹ äîñèòü øèðîêèé êëàñ ðiâíÿíü (3). À ñàìå, òàêi ðiâíÿííÿ âèçíà÷åíi

ç òî÷íiñòþ äî äâîõ äîâiëüíèõ ôóíêöié F (x2

x1
, r

2−1
r12

) òà F̃ (x2

x1
, r

2−1
r12

).
Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ, ùî äîïóñêàþòü ñèìåòðiþ âiäíîñíî áiëüø øè-

ðîêèõ àëãåáð, ÿêi âêëþ÷àþòü G i iíøi áàçèñíi åëåìåíòè. Çãiäíî ç òâåð-
äæåííÿì 2, äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè äâi äâîâèìiðíi àëãåáðè: < G,H > òà
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< G,E + J >. Ïðè öüîìó âèíèêàþòü äîäàòêîâi óìîâè iíâàðiàíòíîñòi
âiäíîñíî äi¨ îïåðàòîðiâ H òà E + J âiäïîâiäíî.

Ðîçãëÿíåìî ïiäàëãåáðó < G,H >. Ïiäñòàâèâøè ç Òàáëèöi 1 âiäïî-
âiäíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ξa â ðiâíÿííÿ (6), îòðèìó¹ìî äîäàòêîâó ñèñòåìó
âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ f i V :

x2f1 − x1f2 = 0, x2V1 − x1V2 = 0.

Öi óìîâè çàáîðîíÿþòü çàëåæíiñòü ôóíêöié F (x2

x1
, r

2−1
r12

) òà

F̃ (x2

x1
, r

2−1
r12

) âiä ïåðøîãî àðãóìåíòó, i äîïóñòèìi ôóíêöi¨ f i V íàáó-
âàþòü âèãëÿä:

f(x) = r212F

(
r2 − 1

r12

)
, V (x) = r12F

′ + F̃

(
r2 − 1

r12

)
. (20)

äå F ′ îçíà÷à¹ ïîõiäíó âiä ôóíêöi¨ F
(
r2−1
r12

)
ïî ¨¨ àðãóìåíòó r2−1

r12
.

Äëÿ ðiâíÿíü, iíâàðiàíòíèõ âiäíîñíî ïiäàëãåáðè < G,E+J >, ôóíê-
öi¨ (17) òà (19) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè íàñòóïíi äîäàòêîâi óìîâè:

x2(x1f1 + x2f2 + (x3 − 1)f3)− 1

2
(r2 − 1− 2x3)f2 = 2x2f,

2x2(x1V1 + x2V2 + (x3 − 1)V3)− (r2 − 1− 2x3)V2 = f2

ÿêi îòðèìóþòüñÿ ïðè ïiäñòàíîâöi ó (7) òà (10) âiäïîâiäíèõ âèðàçiâ äëÿ
ξa òà η ç òàáëèöi 1. Öi óìîâè ñóìiñíi ç (17) òà (19) òiëüêè òîäi, êîëè

f(x) = x21F

(
r2 − 1

x1

)
, V = x1F

′ + F̃

(
r2 − 1

x1

)
. (21)

Íàñòóïíà çà ðîçìiðíiñòþ îïòèìàëüíà ïiäàëãåáðà, ùî âêëþ÷à¹ G, ¹
ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ < G,H,E+J >. Ñèìåòðiÿ âiä-
íîñíî öi¹¨ àëãåáðè âèìàãà¹ ñóìiñíîñòi ôîðìóë (21) òà (20), ùî ìîæëèâî
òiëüêè ó âèïàäêó, êîëè

f(x) = µ(r2 − 1)2, V = 2µr2 + ν (22)

äå µ òà ν - äîâiëüíi êîíñòàíòè. Öi æ ôîðìóëè âèÿâëÿþòüñÿ ñïðàâåä-
ëèâèìè i äëÿ óñiõ iíøèõ ðîçøèðåíü àëãåáð < G,H > òà < G,E + J >,
ïðèñóòíiõ ó ïåðåëiêó ç òâåðäæåííÿ 2.
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Àíàëîãi÷íî, ñòàðòóþ÷è ç iíøèõ îäíîâèìiðíèõ àëãåáð, íàâåäåíèõ ó
çãàäàíîìó òâåðäæåííi, i ïîñëiäîâíî ðîçâ'ÿçóþ÷è âiäïîâiäíi âèçíà÷àëü-
íi ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî óñi iíøi ðiâíÿííÿ Øðîäiíãåðà òà ¨õ àëãåáðè ñè-
ìåòði¨. Öÿ ïðîöåäóðà ¹ àëãîðèòìi÷íîþ äëÿ óñiõ ðîçâ'ÿçíèõ îïòèìàëü-
íèõ ïiäàëãåáð. Ó íàøîìó âèïàäêó íåðîçâ'ÿçíèìè ¹ òiëüêè òàêi àëãåáðè,
ùî âêëþ÷àþòü ïiäàëãåáðó so(3). Äëÿ òàêèõ àëãåáð îáðàõóíêè àíàëî-
ãi÷íi, àëå äîâîäèòüñÿ ïî÷èíàòè âiäðàçó ç òðüîõ ñèñòåì âèçíà÷àëüíèõ
ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäàþòü öié ïiäàëãåáði. Ðåçóëüòàòè ùîäî ðîçâ'ÿçêiâ
âèçíà÷àëüíèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî ó íàñòóïíié òàáëèöi.

Òàáëèöÿ 2. Àëãåáðè iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿíü (3) òà âiäïîâiäíi ôóíêöi¨
f òà V , ùî âèçíà÷àþòü öi ðiâíÿííÿ

Ïiäàëãåáðà f V

G r212F (x2

x1
, r

2−1
r12

) r12D2F + F̃ (x2

x1
, r

2−1
x1

)

H F (r212, x3) V (r212, x3)

A+G r212F (x2

x1
, r

2

r12
) r12D2F + F̃ (x2

x1
, r

2

r12
)

A+H r212F ( r
2+1
r12

, ω1)
r12D1F +

2r212x3

l−
D2F

+F̃ ( r
2+1
r12

, ω1)

A+ αH r212F ( r
2+1
r12

, ω2)
r12D1F +

2αr212x3

l−
D2F

+F̃ ( r
2+1
r12

, ω2)

H cos c+G sin c r212F ( r
2−1
r12

, ω3)
r12D1F +

2 cot (c)r212x3

l+
D2F

+F̃ ( r
2−1
r12

, ω3)

A−G+H F (r212, x3 − ϕ) V (r212, x3 − ϕ)

A,H r212F ( r
2+1
r12

) r12F
′ + F̃ ( r

2+1
r12

)

G,H r212F ( r
2−1
r12

) r12F
′ + F̃ ( r

2−1
r12

)

H,A−G F (r12) V (r12)

A−G,D + αH r212F (ln rα12 + ϕ) F̃ (ln rα12 + ϕ)

H,J,K x23F ( r
2−1
x3 ) x3F

′ + F̃ ( r
2−1
x3 )

B,C,H x23F ( r
2+1
x3 ) x3F

′ + F̃ ( r
2+1
x3 )

E,F,H F (r2) F̃ (r2)
D,H,A−G µr212 ν
A,K, J,H µ((r2 + 1)2 + 4x23) 2µr2 + ν
E, F,H,D µr2 ν

A,B,C,E, F,H µ(r2 + 1)2 2µr2 + ν
E, F,G,H, J,K µ(r2 − 1)2 2µr2 + ν
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Òóò µ òà ν - äîâiëüíi êîíñòàíòè,

l± = (r2 − 1)2 ± 4r212(r2 − 1)2, ω1 = arctan
r2 + 1

2x3
+ ϕ,

ω2 = α arctan
r2 + 1

2x3
+ ϕ, ω3 = − cot c arctan

r2 − 1

2x3
+ ϕ,

ϕ = arctan
x2
x1
.

Òàáëèöÿ 2 íå âêëþ÷à¹ ïîñòiéíèõ ôóíêöié f òà V , ùî âiäïîâiäà-
þòü î÷åâèäíié ñèìåòði¨ ðiâíÿííÿ (2) âiäíîñíî ãðóïè Åâêëiäà. Íàâå-
äåíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ f i V ìîæóòü áóòè ðîçìíîæåíi ç âèêîðèñòàííÿì
ãðóïè åêâiâàëåíòíîñòi öüîãî ðiâíÿííÿ, ãåíåðàòîðè ÿêî¨ çàäàíi ôîðìó-
ëàìè (13).

5 Âèñíîâêè

Ó äàíié ðîáîòi ïðîâåäåíî ãðóïîâó êëàñèôiêàöiþ ðiâíÿíüØðîäiíãåðà çi
çìiííîþ ìàñîþ. ßê âèäíî ç òàáëèöi 2, ìíîæèíà ðiâíÿíü ç íåòðèâiàëü-
íîþ ñèìåòði¹þ âèÿâèëàñü äîñèòü øèðîêîþ. Ïðè öüîìó ðîçìiðíiñòü àë-
ãåáð iíâàðiàíòíîñòi ìîæå áóòè âiä îäèíèöi äî øåñòè.

Âñòàíîâëåíî, ùî iñíó¹ òðè íååêâiâàëåíòíèõ ðiâíÿííÿ, ÿêi äîïóñêà-
þòü ìàêñèìàëüíî øèðîêi (øåñòèïàðàìåòðè÷íi) ãðóïè Ëi. Ç òî÷íiñòþ
äî íîðìóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü òàêi ðiâíÿííÿ ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó
íàñòóïíîìó âèãëÿäi (äèâ. òðè îñòàííi ñòðî÷êè òàáëèöi 2):(

− ∆

2m
+ C

)
ψ = Eψ, (23)(

(−∇a(r2 + 1)2∇a − 4r2
)
)ψ = Eψ, (24)(

−∇a(r2 − 1)2∇a − 4r2
)
)ψ = Eψ (25)

äå m - êîíñòàíòà.
Ðiâíÿííÿ Øðîäiíãåðà äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìó-

ëîþ (23), ìà¹ î÷åâèäíó ñèìåòðiþ âiäíîñíî ãðóïè Åâêëiäà E(3). Áiëüø
íåñïîäiâàíi ñèìåòði¨ ìàþòü ðiâíÿííÿ (25) i (24). À ñàìå, ñèìåòðiÿ ðiâ-
íÿííÿ (24) âèçíà÷à¹òüñÿ àëãåáðîþ so(4), òîáòî àëãåáðîþ Ëi ãðóïè îáåð-
òàíü ó ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. À ðiâíÿííÿ (25) âèÿâëÿ¹òüñÿ ií-
âàðiàíòíèì âiäíîñíî àëãåáðè Ëi ãðóïè Ëîðåíöà.
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Ùå äâà ðiâíÿííÿ ç íåçâè÷àéíîþ ñèìåòði¹þ çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèìè
ôîðìóëàìè:(

−∇ax23F
(
r2 + 1

x3

)
∇a − 2x3F

′ − F̃
(
r2 + 1

x3

))
ψ = Eψ (26)

òà (
−∇ax23F

(
r2 − 1

x3

)
∇a − 2x3F

′ − F̃
(
r2 − 1

x3

))
ψ = Eψ (27)

äå F (·) òà F̃ (·) - äîâiëüíi ôóíêöi¨ âêàçàíèõ àðãóìåíòiâ.
Aëãeáðà iíâàðiàíòíîñòi ðiâíÿííÿ (26) ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ îïåðà-

òîðiâ B,C òà H, ÿêi óòâîðþþòü íåñòàíäàðòíå ïðåäñòàâëåííÿ àëãåáðè
Ëi ãðóïè îáåðòàíü ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði. Àëãåáðà ñèìåòði¨ ðiâíÿí-
íÿ (27) âêëþ÷à¹ îïåðàòîðè H,J i K, ùî óòâîðþþòü ïðåäñòiâëåííÿ
àëãåáðè Ëi ãðóïè Ëîðåíöà ó (1+2)-âèìiðíîìó ïðîñòîði-÷àñi.

Çíàéäåíi ñèìåòði¨ ñòâîðþþòü òåîðåòèêî-ãðóïîâå ïiä ðóíòÿ äëÿ ïî-
áóäîâè ìîäåëåé çi çìiííîþ ìàñîþ. Âîíè òàêîæ ìîæóòü áóòè âèêîðè-
ñòàíi äëÿ åôåêòèâíîãî iíòåãðóâàííÿ òàêèõ ìîäåëåé. Çîêðåìà, óñi îòðè-
ìàíi ðiâíÿííÿ, ùî ìàþòü áiëüøå íiæ äâà iíòåãðàëà ðóõó (íàïðèêëàä,
ðiâíÿííÿ (26) òà (27)) ¹ ñóïåðiíòåãðîâàíèìè, à ðiâíÿííÿ (25) òà (24)
íàëåæàòü äî ìàêñèìàëüíî ñóïåðiíòåãðîâàíèõ ðiâíÿíü, áî äîïóñêàþòü
÷îòèðè àëãåáðà¨÷íî íåçàëåæíèõ iíòåãðàëà ðóõó, à öå ¹ ìàêñèìàëüíî
ìîæëèâà êiëüêiñòü äëÿ ãàìiëüòîíîâî¨ ñèñòåìè ç òðüîìà ñòóïåíÿìè âiëü-
íîñòi.
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