
Çáiðíèê ïðàöü Ií-òó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè 2014, òîì 11, � 1, 241�256

ÓÄÊ 517.5

Â.Ì. Êîâàëåíêî

ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà, Êè¨â

vmkovalenko@ukr.net
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àðèôìåòè÷íi ñóìè ìíîæèí

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

In this paper we consider topological and metric properties of in�nite ari-

thmetic sum of an in�nite sequence of �nite sets of the complex numbers.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ òîïîëîãî-ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèí,

ÿêi ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ïîñëiäîâíî-

ñòåé ñêií÷åííèõ ìíîæèí êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

1 Âñòóï

Ó ïðàöÿõ Ìiíêîâñüêîãî áóëà ââåäåíà áiíàðíà îïåðàöiÿ íàä ìíîæèíàìè
A i B ëiíiéíîãî ïðîñòîðó V , âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A⊕B = {c = a+ b : a ∈ A, b ∈ B}. (1)

�¨ íàçèâàþòü àðèôìåòè÷íîþ [14, 15] àáî âåêòîðíîþ [6] ñóìîþ ìíî-
æèí A i B. Àðèôìåòè÷íà ñóìà A ⊕ B ìà¹ ïðîñòó ãåîìåòðè÷íó iíòåð-
ïðåòàöiþ, âèðàæåíó íàñòóïíîþ ðiâíiñòþ:

A⊕B =
⋃
a∈A

ta(B) =
⋃
b∈B

tb(A), äå tc(x) = x+ c. (2)

Êðiì àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè ìíîæèí âèêîðèñòîâó¹òüñÿ îïåðàöiÿ ìíî-
æåííÿ ìíîæèíè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó íà ñêàëÿð: λA = {λa : a ∈ A}. Ñàì
Ìiíêîâñüêèé âèêîðèñòîâóâàâ öi îïåðàöi¨ ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé
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ëiíiéíèõ êîìáiíàöié ìíîãîãðàííèêiâ [5]. Âçàãàëi êàæó÷è, àðèôìåòè-
÷íà ñóìà íå óñïàäêîâó¹ íi òîïîëîãi÷íèõ, íi ìåòðè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
ìíîæèí-äîäàíêiâ. Îäíèì ç ÿñêðàâèõ ïðèêëàäiâ öüîìó ¹ àðèôìåòè÷íà

ñóìà äâîõ êëàñè÷íèõ ìíîæèí Êàíòîðà C = {x =
∞∑
k=1

ak
3k

: ak ∈ {0, 1}}.

ßê âiäîìî [3], C ⊕ C = [0, 2] , òîáòî â öüîìó âèïàäêó àðèôìåòè÷íà
ñóìà äâîõ íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí íóëüîâî¨ ìiðè Ëåáåãà ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà. Ó ðîáîòàõ [14, 15] äîñëiäæóâàëèñü
òîïîëîãi÷íi òà ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi àðèôìåòè÷íèõ ñóì ìíîæèí êàíòî-
ðiâñüêîãî òèïó. Êðiì ñàìîñòiéíîãî iíòåðåñó öi ðåçóëüòàòè ¹ êîðèñíèìè
ïðè äîñëiäæåííi ñòðóêòóðè çãîðòêè äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí êàíòîðiâñüêîãî òèïó. Íåòðèâiàëüíèé iíòåðåñ âèêëè-
êàþòü íåñêií÷åííi ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ìíîæèí, çîêðåìà ïðè äîñëiäæåííi
íåñêií÷åííèõ çãîðòîê Áåðíóëëi (ñèìåòðè÷íèõ òà íåñèìåòðè÷íèõ). ßê
âiäîìî [7], ñïåêòð íåñêií÷åííî¨ çãîðòêè Áåðíóëëi ìîæå áóòè âiäðiçêîì,
îá'¹äíàííÿì âiäðiçêiâ, äîñêîíàëîþ, íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ íóëüî-
âî¨ àáî äîäàòíî¨ ìiðè Ëåáåãà. À ïî ñóòi, âií ¹ àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ
çëi÷åííîãî ÷èñëà äâîåëåìåíòíèõ ìíîæèí � ñïåêòðiâ ðîçïîäiëiâ âèïàä-
êîâèõ âåëè÷èí - äîäàíêiâ. Ìíîæèíà íåïîâíèõ ñóì àáñîëþòíî çáiæíî-
ãî ðÿäó [2, 13] òàêîæ ¹ àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ çëi÷åííîãî ÷èñëà äâî-
åëåìåíòíèõ ìíîæèí. Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè àíàëiçi
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà [10]. Êëþ÷îâèì ìîìåí-
òîì â íàâåäåíèõ ïðèêëàäàõ ¹ òå, ùî àðèôìåòè÷íà ñóìà çëi÷åííîãî
÷èñëà ñêií÷åííèõ ìíîæèí ¹ êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà òàêîæ ìî-
æå ìàòè äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà. Ó ðîáîòàõ, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñëiäæåííþ
âëàñòèâîñòåé çãàäàíèõ ìíîæèí, íå ïðèäiëÿëè äîñòàòíüî óâàãè ìîæëè-
âîñòi ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ íåñêií÷åííèìè àðèôìåòè÷íèìè ñóìàìè áiëüø
ïðîñòèõ (ñêií÷åííèõ) ìíîæèí. Ïðîòå â äåÿêèõ âèïàäêàõ òàêèé ïiäõiä
¹ çðó÷íèì ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé ñóìè íåñêií÷åííîãî ÷èñëà
ìíîæèí â òåðìiíàõ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìíîæèíè-äîäàíêè. Ó
äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè
ìíîæèí, äîñëiäæó¹ìî âëàñòèâîñòi ìíîæèí, ÿêi ¹ íåñêií÷åííèìè àðè-
ôìåòè÷íèìè ñóìàìè ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, â
çàëåæíîñòi âiä âëàñòèâîñòåé ìíîæèí-äîäàíêiâ.
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2 Íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ìíîæèí

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, Σ-ìíîæèíè

Íåõàé C � íîðìîâàíèé ïðîñòið êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z = x+ iy ç íîðìîþ
‖z‖ = |z| = |x+ iy| =

√
x2 + y2.

Àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ n ÷èñëîâèõ ìíîæèí A1, . . . , An (ñèìâ.:
n⊕
k=1

Ak) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ âèäó e = a1 + · · · + an, äå

ak ∈ Ak (k = 1, . . . , n), òîáòî
n⊕
k=1

Ak = {
n∑
k=1

ak : ak ∈ Ak, k = 1, . . . , n}.

Îçíà÷åííÿ 1. Íåñêií÷åííîþ àðèôìåòè÷íîþ ñóìîþ ïîñëiäîâíîñòi ÷è-

ñëîâèõ ìíîæèí A1, A2, . . . , Ak, . . . (ñèìâ.:
∞⊕
k=1

Ak) íàçèâàòèìåìî òîïî-

ëîãi÷íó ãðàíèöþ (ÿêùî âîíà iñíó¹) ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí Sk =
k⊕

m=1
Am

ïðè k →∞, òîáòî
∞⊕
k=1

Ak := lt
k→∞

k⊕
m=1

Am.

ßê âiäîìî [8], òîïîëîãi÷íà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí ¹ çàìêíå-

íîþ ìíîæèíîþ, îòæå,
∞⊕
k=1

Ak � çàìêíåíà.

Àðèôìåòè÷íà ñóìà ñêií÷åííîãî ÷èñëà ñêií÷åííèõ ìíîæèí ¹ ìíî-
æèíîþ ñêií÷åííîþ, áiëüø öiêàâîþ ç ãåîìåòðè÷íî¨ òî÷êè çîðó, íàâiòü
äëÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí-äîäàíêiâ, ¹ ñóìà çëi÷åííîãî ¨õ ÷èñëà.

Îçíà÷åííÿ 2. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà S ¹ Σ-ìíîæèíîþ, ÿêùî

S =
∞⊕
k=1

Zk, äå Zk (k ∈ N) � ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè êîìïëåêñíî¨ ïëîùè-

íè C, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1)

∞∑
k=1

µk = M <∞, äå µk = max{|z| : z ∈ Zk} (3)

2) ñåðåä ìíîæèí Zk iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí, ùî ìiñòÿòü
íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ.

Î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòè ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk âèçíà÷àþòüñÿ ñóìàìè

àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ âèäó
∞∑
k=1

zk, äå zk ∈ Zk. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî
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Zk = {z1k, z2k, . . . , zmkk} (mk, k ∈ N), òî

S =

∞⊕
k=1

Zk = {
∞∑
k=1

zikk : zikk ∈ Zk}. (4)

Ïîçíà÷èìî Ik := {1, . . . ,mk}, I := {(i1, . . . , ik, . . . ) : ik ∈ Ik, k ∈ N}.
Ìiæ ìíîæèíàìè I òà S ìîæíà âñòàíîâèòè âiäïîâiäíiñòü σ íàñòóïíèì
÷èíîì:

σ : (i1, . . . , ik, . . . )→
∞∑
k=1

zikk (5)

Äîâiëüíié ïîñëiäîâíîñòi i = (i1, . . . , ik, . . . ) ∈ I âiäïîâiäà¹ ¹äèíå

êîìïëåêñíå ÷èñëî, ùî ¹ ñóìîþ ðÿäó σ(i) =
∞∑
k=1

zikk ∈ S, òîáòî âiä-

ïîâiäíiñòü σ ¹ âiäîáðàæåííÿì. Îñêiëüêè êîæíèé åëåìåíò ìíîæèíè S
còàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü äåÿêîìó åëåìåíòó (ïîñëiäîâíîñòi) i ç ìíîæè-
íè I i ïðè öüîìó ðiçíèì ïîñëiäîâíîñòÿì i, j ∈ I ìîæóòü (â çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó) âiäïîâiäàòè êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ðÿäàìè
ç ðiâíèìè ñóìàìè, òî âiäïîâiäíiñòü σ ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì
(¨í'¹êòèâíiñòü ìà¹ ìiñöå ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ).

Ëåìà 1. Äîâiëüíà Σ-ìíîæèíà ¹ êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè S ¹ ïiäìíîæèíîþ ñêií÷åííîâèìiðíîãî åâêëiäî-
âîãî ïðîñòîðó, íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî âîíà ¹ çàìêíåíîþ òà îáìå-
æåíîþ. Çàìêíåíiñòü S âèïëèâà¹ ç ¨¨ îçíà÷åííÿ ÿê òîïîëîãi÷íî¨ ãðàíèöi
ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí. Ïîêàæåìî, ùî S îáìåæåíà. Íåõàé z � äîâiëüíà

òî÷êà ìíîæèíè S. Òîäi iñíóþòü zk ∈ Zk òàêi, ùî z =
∞∑
k=1

zk. Âðàõîâó-

þ÷è íåðiâíiñòü (3), ìà¹ìî ‖z‖ = |
∞∑
k=1

zk| ≤
∞∑
k=1

|zk| ≤
∞∑
k=1

µk = M < ∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà S ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ñêií-
÷åííîãî ðàäióñà M ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò i, çíà÷èòü, ¹ îáìå-
æåíîþ. Ëåìó äîâåäåíî.

Ïðè äîñëiäæåííi âëàñòèâîñòåé Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk çðó÷íî âè-

êîðèñòîâóâàòè òàê çâàíi öèëiíäðè (öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè), â ñåíñi íà-
ñòóïíîãî îçíà÷åííÿ.
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Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé (c1, . . . , ck) � ôiêñîâàíèé óïîðÿäêîâàíèé íàáið,
äå cj ∈ Ij (j = 1, k). Öèëiíäðîì ðàíãó k ç îñíîâîþ c1 . . . ck íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà

Sc1...ck = {x =

∞∑
m=1

zimm : im = cm (m = 1, . . . , k), zimm ∈ Zm}. (6)

Öèëiíäðè ¹ êîìïàêòíèìè, à òàêîæ âîëîäiþòü íàñòóïíèìè âëàñòè-
âîñòÿìè: 1) Sc1...ckck+1

⊂ Sc1...ck ; 2) S =
⋃

(c1,...,ck)

Sc1...ck ; 3) öèëií-

äðè îäíîãî ðàíãó ¹ êîíãðóåíòíèìè; 4) d(Sc1...ck) ≤
∞∑

m=k+1

d(Zm); 5)

öèëiíäð k-ãî ðàíãó ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ðàäióñà

Rk = 1√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm) (ÿêùî öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè, òî

Rk = 1
2

∞∑
m=k+1

d(Zm)); 6)
∞⋂
k=1

Sc1...ck = {
∞∑
k=1

zckk}.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, ÷åòâåðòó âëàñòèâiñòü. Íåõàé Sc1...ck � äî-
âiëüíèé öèëiíäð k-ãî ðàíãó. Îñêiëüêè Sc1...ck êîìïàêòíà ìíîæèíà, òî
iñíóþòü òî÷êè z′, z′′ ∈ Sc1...ck òàêi, ùî d(Sc1...ck) = |z′′ − z′|. Ç íà-
ëåæíîñòi òî÷îê z′, z′′ ìíîæèíi Sc1...ck âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé (i1, . . . , im, . . . ) òà (j1, . . . , jm, . . . ), im, jm ∈ Im, i1 =

j1 = c1, . . . , ik = jk = ck, ùî z′ =
∞∑
m=1

zimm, z
′′ =

∞∑
m=1

zjmm. Òîäi

d(Sc1...ck) = |z′′ − z′| = |
∞∑

m=k+1

(zjmm − zimm)| ≤
∞∑

m=k+1

d(Zm). Ùî i

òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ïîçíà÷èìî l(Zk) := min

u,v∈Zk
u6=v

|u− v|.

Ëåìà 2. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

l(Zk) >
2√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm) (7)

(àáî l(Zk) >
∞∑

m=k+1

d(Zm) ó âèïàäêó, êîëè âñi öèëiíäðè ¹

öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè), òî öèëiíäðè (6) îäíîãî ðàíãó ïîïàðíî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé r�äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, Sp1...pr
i Sq1...qr � äîâiëüíi öèëiíäðè r-ãî ðàíãó. Îñêiëüêè (p1, . . . , pr) 6=
(q1, . . . , qr), òî iñíó¹ òàêèé íîìåð s ∈ {1, . . . , r}, ùî pj = qj (j =
1, . . . , s − 1) i ps 6= qs. Ðîçãëÿíåìî öèëiíäðè Sp1...ps i Sq1...qs . Çà âëà-
ñòèâiñòþ 5 öèëiíäðiâ ìíîæèíà Sp1...ps ìîæå áóòè ïîêðèòà çàìêíåíèì

êðóãîì ðàäióñà R = 1√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm). Ïîçíà÷èìî öåé êðóã ω1. Ìíî-

æèíà Sq1...qs ¹ îáðàçîì ìíîæèíè Sp1...ps ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíå-

ñåííi t(z) = z +
s∑

m=1
(zqmm − zpmm) = z + zqss − zpss (âëàñòèâiñòü 3

öèëiíäðiâ). Ïðè öüîìó êðóã ω2 = t(ω1) ïîêðèâà¹ ìíîæèíó Sq1...qs .
Âiäñòàíü L ìiæ öåíòðàìè êðóãiâ ω1, ω2 äîðiâíþ¹ |zqss − zpss|. Ïîçíà-
÷èìî ρ(U, V ) âiäñòàíü ìiæ ìíîæèíàìè U, V ⊂ C, â òîìó ñåíñi, ùî
ρ(U, V ) = inf

u∈U,v∈V
|u − v|. Î÷åâèäíî, ùî ρ(ω1, ω2) = max{0, L − 2R}.

ßêùî δ = L − 2R > 0, òî ρ(ω1, ω2) = δ > 0 i ω1

⋂
ω2 = ∅. Âðà-

õîâóþ÷è óìîâó òåîðåìè òà çíà÷åííÿ âåëè÷èí L òà R, ìà¹ìî: δ =

|zqss − zpss| − 2 · 1√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm) ≥ l(Zs) − 2√
3

∞∑
m=s+1

d(Zm) > 0. Òàêèì

÷èíîì, çàìêíåíi êðóãè ω1, ω2 íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê i çíàõîäÿòüñÿ
íà âiäñòàíi δ > 0 îäèí âiä îäíîãî. Îñêiëüêè Sp1...pr ⊂ Sp1...ps ⊂ ω1,
Sq1...qr ⊂ Sq1...qs ⊂ ω2, òî ρ(Sp1...pr , Sq1...qr ) ≥ ρ(ω1, ω2) = δ > 0. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî Sp1...pr

⋂
Sq1...qr = ∅. Ó ñâîþ ÷åðãó, ç äîâiëüíîñòi âè-

áîðó r ∈ N òà íàáîðiâ (p1, . . . , pr) i (q1, . . . , qr) âèïëèâà¹, ùî ïðè âè-
êîíàííi óìîâ òåîðåìè öèëiíäðè îäíîãî ðàíãó ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ. Òàê ñàìî äîâîäèòüñÿ âèïàäîê, êîëè âñi öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-
ñèìåòðè÷íèìè. Ëåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 1. ßêùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(7), òî ìíîæèíà S ¹: 1) öiëêîì íåçâ'ÿçíîþ; 2) êîíòèíóàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì íåçâ'ÿ-
çíîþ, ÿêùî êîìïîíåíòà êîæíî¨ ¨¨ òî÷êè ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ öi¹¨ òî÷êè
[1]. Íåõàé z � äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè S. Ïîçíà÷èìî Cz êîìïîíåíòó òî-
÷êè z, òîáòî íàéáiëüøó çâ'ÿçíó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè S, ùî ìiñòèòü òî-
÷êó z. Îñêiëüêè z ∈ S, òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (a1, a2, . . . , an, . . . ) ∈
∞∏
n=1

In, ùî z =
∞∑
n=1

zann. Òîäi z ∈ Sa1...ak äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíî-

ãî k. Íåõàé Ik :=
k∏

m=1
Im, Ika := Ik \ {(a1, . . . , ak)}. Çà âëàñòèâiñòþ
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2 öèëiíäðiâ S =
⋃

(i1,...,ik)∈Ik
Si1...ik . Îñêiëüêè öèëiíäðè îäíîãî ðàí-

ãó ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òî S \ Sa1...ak =
⋃

(i1,...,ik)∈Ika
Si1...ik i,

çíà÷èòü, ìíîæèíà S \ Sa1...ak ¹ çàìêíåíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî-
ãî ÷èñëà çàìêíåíèõ ìíîæèí. Êðiì òîãî Sa1...ak

⋂
(S \ Sa1...k) = ∅ i

Sa1...ak
⋃

(S \ Sa1...k) = S. Òàêèì ÷èíîì, íåïîðîæíÿ çâ'ÿçíà ìíîæè-
íà Cz ìiñòèòüñÿ â îá'¹äíàííi çàìêíåíèõ äèç'þíêòíèõ ìíîæèí Sa1...ak
i S \ Sa1...ak . ßê âiäîìî [1], ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âîíà ìiñòèòüñÿ ëè-
øå â îäíié ç öèõ ìíîæèí. Âðàõîâóþ÷è, ùî z ∈ Sa1...ak

⋂
Cz, ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî Cz ⊂ Sa1...ak . Îñòàíí¹ âêëþ÷åííÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ äîâiëü-

íîãî íàòóðàëüíîãî k, òîìó Cz ⊂
∞⋂
k=1

Sa1...ak . Çà âëàñòèâiñòþ 6 öèëiíäðiâ

∞⋂
k=1

Sa1...ak = {
∞∑
k=1

zakk} = {z}, òîáòî Cz ⊂ {z}. Ç iíøîãî áîêó, {z} ⊂ Cz,

òîìó Cz = {z}, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
2. Âiäïîâiäíiñòü σ (5) ¹ ñþð'¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè

I íà ìíîæèíó S. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (7),
òî âiäîáðàæåííÿ σ áóäå òàêîæ i ií'¹êòèâíèì, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ
i, j ∈ I ÿêùî i 6= j, òî σ(i) 6= σ(j). Äiéñíî, ÿêùî i = (i1, . . . , ik, . . . ),
j = (j1, . . . , jk, . . . ), òî íåðiâíiñòü i 6= j îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ òàêèé íîìåð

p, ùî ip 6= jp. Òîäi σ(i) =
∞∑
k=1

zikk òà σ(j) =
∞∑
k=1

zjkk íàëåæàòü ðiçíèì

öèëiíäðàì p-ãî ðàíãó � Si1...ip òà Sj1...jp âiäïîâiäíî. Ç óìîâè òåîðåìè
òà òâåðäæåííÿ ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî Si1...ip ∩ Sj1...jp = ∅ i, çíà÷èòü,
σ(i) 6= σ(j). Òàêèì ÷èíîì, ïðè âèêîíàííi óìîâè òåîðåìè âiäîáðàæåííÿ
σ ¹ ái¹êòèâíèì. Çíà÷èòü, ìíîæèíè I òà S ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü.
Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà I êîíòèíóàëüíà. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó âiäìi-
òèìî, ùî ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ

k íåðiâíîñòi d(Zk) ≥ l(Zk) > 2√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm). Òîáòî d(Zk) > 0 äëÿ

âñiõ íàòóðàëüíèõ k. Çâiäêè ìà¹ìî, ùî êîæíà ç ìíîæèí Zk ìiñòèòü
ïðèíàéìíi äâà ðiçíèõ åëåìåíòà. Òîäi äëÿ ìíîæèí iíäåêñiâ Ik ìà¹ìî
âêëþ÷åííÿ {1, 2} ⊂ Ik ⊂ N, ç ÿêîãî, ó ñâîþ ÷åðãó, âèïëèâà¹ íàñòóïíå:

{1, 2}N ⊂
∞∏
k=1

Ik ⊂ NN. (8)

Ìíîæèíà {1, 2}N ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé ÷èñåë
1 i 2, à ìíîæèíà NN � ç óñiõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé íàòóðàëüíèõ
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÷èñåë. Ìíîæèíè {1, 2}N i NN ¹ êîíòèíóàëüíèìè, îñêiëüêè, ÿê âiäîìî
[4], âîíè ðiâíîïîòóæíi ç ìíîæèíîþ Êàíòîðà òà ç ìíîæèíîþ âñiõ ið-
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë iíòåðâàëà (0, 1) âiäïîâiäíî, ÿêi, ó ñâîþ ÷åðãó, ¹
âiäîìèìè ïðèêëàäàìè ìíîæèí ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó. Òîäi, âðàõîâó-
þ÷è âêëþ÷åííÿ (8), ç êîíòèíóàëüíîñòi ìíîæèí {1, 2}N i NN âèïëèâà¹

êîíòèíóàëüíiñòü ìíîæèíè I =
∞∏
k=1

Ik, à ç íåþ i ìíîæèíè S. Ó âèïàä-

êó, êîëè öèëiíäðè ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå.
Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ç îçíà÷åííÿ Σ-ìíîæèí òà âëàñòèâîñòåé àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ

âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
j=1

Zj ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà:

∞⊕
j=1

Zj =
⊕
α∈A

⊕
j∈Jα

Zj

 , (9)

äå {Jα}α∈A � äîâiëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N íà
íåïîðîæíi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè, òîáòî N =

⋃
α∈A

Jα, Jα
⋂
Jβ =

∅ äëÿ α 6= β. (Ìíîæèíà A ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà i êîæíà ìíîæèíà
Jα çëi÷åííà àáî ñêií÷åííà).

Òåîðåìà 2. Êîæíà Σ-ìíîæèíà S =
∞⊕
k=1

Zk ¹ äîñêîíàëîþ ìíîæèíîþ

ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî S ¹ êîíòèíóàëüíîþ. Îñêiëüêè

ìíîæèíà S ¹ îáðàçîì ìíîæèíè I =
∞∏
k=1

Ik ïðè ñþð'¹êòèâíîìó âiäîáðà-

æåííi σ, ùî çàäà¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòþ (5), òî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S
íå ïåðåâèùó¹ ïîòóæíiñòü ìíîæèíè I. ßê áóëî ïîêàçàíî â õîäi äîâå-
äåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè 1, ìíîæèíà I ¹ êîíòèíóàëüíîþ, òîìó
ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S íå ïåðåâèùó¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóìó.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè S íå ìåíøå íiæ ïîòó-
æíiñòü êîíòèíóóìó. Îñêiëüêè 0 ≤ d(Zk) ≤ 2µk i çà îçíà÷åííÿì Σ-

ìíîæèíè ðÿä
∞∑
k=1

µk çáiãà¹òüñÿ, òî çáiæíèì áóäå i ðÿä

∞∑
k=1

d(Zk). (10)
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Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì Σ-ìíîæèíè iñíó¹ òàêà íåñêií÷åííà ìíîæèíà
A ⊂ N, ùî ïðè a ∈ A ìíîæèíà Za ìiñòèòü ïðèíàéìíi äâà åëåìåí-
òà. Ðàçîì çi ñêií÷åííiñòþ ìíîæèí Zk öå îçíà÷à¹, ùî l(Za) > 0 ïðè
a ∈ A. Çàíóìåðó¹ìî åëåìåíòè ìíîæèíè A ó ïîðÿäêó ¨õ çðîñòàííÿ:
A = {a1, a2, . . . , an, . . . }. Îñêiëüêè äîäàòíèé ðÿä (10) çáiæíèé, òî rn ↓ 0

ïðè n → ∞, äå rn =
∞∑

k=n+1

d(Zk) � n-é çàëèøîê ðÿäó (10). Òîìó iñíó¹

òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî n1, ùî l(Za1) > 2√
3
rn1

= 2√
3

∞∑
k=n1+1

d(Zk). Ó

ñâîþ ÷åðãó, îñêiëüêè A ¹ íåñêií÷åííîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè íà-
òóðàëüíèõ ÷èñåë, òî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå ÷èñëî k1, ùî n1 ≤ ak1 .

Î÷åâèäíî, ùî l(Za1) > 2√
3

∞∑
k=ak1+1

d(Zk). Òàê ñàìî iñíó¹ íàòóðàëüíå

÷èñëî n2 òàêå, ùî l(Zak1 ) > 2√
3

∞∑
k=n2+1

d(Zk) i, âiäïîâiäíî, íàòóðàëüíå

÷èñëî k2 òàêå, ùî n2 ≤ ak2 . Ïðè öüîìó l(Zak1 ) > 2√
3

∞∑
k=ak2+1

d(Zk). Ïðî-

äîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííó, ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïî-
ñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: a1, ak1 , ak2 , . . . , akm , . . . Ïîêëàäåìî äëÿ
çðó÷íîñòi k0 = 1 i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A1 = {ak0 , ak1 , . . . , akm , . . . }.
Âðàõîâóþ÷è ïðàâèëî, çà ÿêèì âiäáèðàëèñü åëåìåíòè ìíîæèíè A1,

äëÿ ìíîæèí Zk ïðè k ∈ A1 ìà¹ìî l(Zakm ) > 2√
3

∞∑
k=akm+1

d(Zk) ≥

2√
3

∞∑
k=akm+1

d(Zk) ≥ 2√
3

∞∑
j=m+1

d(Zakj ), äå m = 0, 1, 2, . . . Òàêèì ÷èíîì,

äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí {Zk}k∈A1
âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 i,

çíà÷èòü, ìíîæèíà SA1 :=
⊕
k∈A1

Zk =
∞⊕
m=0

Zakm ¹ êîíòèíóàëüíîþ. ßêùî

A1 = N, òî SA1 = S i, çíà÷èòü, ìíîæèíà S ¹ êîíòèíóàëüíîþ. Ðîç-
ãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè A1 ⊂ N, ïðè÷îìó A1 6= N. Ïîçíà÷è-
ìî A2 = N \ A1 i, âiäïîâiäíî, SA2

:=
⊕
k∈A2

Zk (ñóìóâàííÿ çäiéñíþ¹-

òüñÿ çà íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ iíäåêñiâ A2), òîäi, çãiäíî (9), ìà¹ìî

S =
∞⊕
k=1

Zk =
⊕
k∈N

Zk =
⊕

k∈
2⋃
t=1

At

Zk =
2⊕
t=1

( ⊕
k∈At

Zk

)
= SA1

⊕ SA2
. Çâiäñè,

âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü (2), ìà¹ìî S = SA1⊕SA2 =
⋃
c∈A2

tc(SA1), äå tc(SA1)
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� îáðàç ìíîæèíè SA1 ïðè ïàðàëåëüíîìó ïåðåíåñåííi tc(z) = z + c.
Ìíîæèíè tc(SA1) òà SA1 ðiâíîïîòóæíi i, çíà÷èòü, i â öüîìó âèïàäêó
ìíîæèíà S ¹ êîíòèíóàëüíîþ ÿê îá'¹äíàííÿ íåïîðîæíüî¨ ñóêóïíîñòi
êîíòèíóàëüíèõ ìíîæèí. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâà-
ííÿìè ìîæíà äîâåñòè êîíòèíóàëüíiñòü êîæíîãî öèëiíäðà äîâiëüíîãî
ðàíãó.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà S äîñêîíàëà. Îñêiëüêè âîíà çàìêíåíà
(òåîðåìà 1), òî íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî âîíà íå ìiñòèòü içîëüîâàíèõ òî-
÷îê. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó p ∈ S. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ìíîæèíè
S, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (i1, i2, . . . , ik, . . . ) ∈ I, ùî òî÷êà p ìà¹ ïðåä-
ñòàâëåííÿ âèäó p =

∞∑
k=1

zikk, äå zikk ∈ Zk. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0

i ïîêàæåìî, ùî â ε-îêîëi U òî÷êè p (òîáòî ó âiäêðèòîìó êðóçi ðàäi-
óñà ε ç öåíòðîì â òî÷öi p) ìiñòèòüñÿ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà ìíîæèíè
S, âiäìiííà âiä p. Òî÷êà p íàëåæèòü öèëiíäðó Si1...ik ïðè äîâiëüíî-
ìó íàòóðàëüíîìó k. Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ 5 öèëiíäðiâ, ìíîæèíà Si1...ik

ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â çàìêíåíîìó êðóçi ðàäióñà Rk = 1√
3

∞∑
m=k+1

d(Zm).

Îñêiëüêè ïðè âèêîíàííi óìîâè òåîðåìè ðÿä
∞∑
n=1

d(Zn) ¹ çáiæíèì, òî

iñíó¹ òàêèé íîìåð M , ùî RM = 1√
3

∞∑
m=M+1

d(Zm) < ε
2 . Òîäi äëÿ öèëií-

äðà Si1...iM áóäå ìàòè ìiñöå âêëþ÷åííÿ Si1...iM ⊂ U . Îñêiëüêè Si1...iM
¹ êîíòèíóàëüíîþ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè S, òî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà
òî÷êà p′ ∈ Si1...iM ⊂ S, ÿêà âiäìiííà âiä p i íàëåæèòü U (çðîçóìiëî, ùî
òàêèõ òî÷îê áóäå íàâiòü êîíòèíóàëüíà ìíîæèíà). Òîáòî p íå ¹ içîëüî-
âàíîþ òî÷êîþ ìíîæèíè S. Ç äîâiëüíîñòi âèáîðó òî÷êè p âèïëèâà¹, ùî
ìíîæèíà S íå ìiñòèòü içîëüîâàíèõ òî÷îê. Òåîðåìó äîâåäåíî.

3 Ìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi Σ-ìíîæèí

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó, ÿêà äà¹ àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá ïîäàííÿ
Σ-ìíîæèíè S âèäó (4). Ïðè äîâåäåííi íàìè áóäå âèêîðèñòàíà ìåòðèêà
Õàóñäîðôà, òîìó íàãàäà¹ìî ¨¨ îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi [5, 12].

Íåõàé X,Y � äâi íåïîðîæíi çàìêíåíi òà îáìåæåíi ïiäìíîæèíè ìå-
òðè÷íîãî ïðîñòîðó (M,ρ). Òîäi âiäñòàíü çà Õàóñäîðôîì, h(X,Y ), ìiæ
X i Y , ùî iíäóêîâàíà ìåòðèêîþ ρ, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ h(X,Y ) :=
inf{ε ≥ 0 : X ⊆ Yε, Y ⊆ Xε}, äå Xε := {y : y ∈ M, ρ(y,X) ≤ ε},
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Yε := {x : x ∈M, ρ(x, Y ) ≤ ε}.
ßêùî ïðîñòið M ïîâíèé i 2M � ìíîæèíà âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíî-

æèíM , òî õàóñäîðôîâà âiäñòàíü ìiæ ïiäìíîæèíàìè ¹ ìåòðèêîþ â 2M .
Âëàñòèâîñòi ìåòðèêè Õàóñäîðôà: 1) h(

⋃
i∈I

Ai,
⋃
i∈I

Bi) ≤ sup
i∈I

h(Ai, Bi), 2)

ÿêùî A ⊂ B, òî h(A,B) ≤ d(B), äå d(B) � äiàìåòð ìíîæèíè B, 3)
ÿêùî X ⊂

⋃
i∈I

Ai, òî h(X,
⋃
i∈I

Ai) ≤ sup
i∈I

d(Ai).

Òåîðåìà 3. Íåõàé çàäàíî ñiì'þ êîìïàêòíèõ ìíîæèí {Bi1...ik} (ik ∈
Ik, k ∈ N), ÿêi âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè: 1) Bi1...ik ⊃ Si1...ik , 2)
Bi1...ikik+1

⊂ Bi1...ik , 3) lim
k→∞

d(Bi1...ik) = 0. Òîäi ìíîæèíà S ìîæå

áóòè ïîäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

S =

∞⋂
k=1

⋃
(i1,...,ik)

Bi1...ik . (11)

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè Bk :=
⋃

(i1,...,ik)

Bi1...ik , ÿê öå âèïëèâà¹ ç âëà-

ñòèâîñòi 2 ìíîæèí Bi1...ik , óòâîðþþòü ìîíîòîííî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü:
B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bk ⊃ . . . Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi {Bk}, ïðè-
÷îìó lt

k→∞
Bk =

∞⋂
k=1

Bk. Ïîêàæåìî, ùî öÿ ãðàíèöÿ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæè-

íîþ S. Âiäìiòèìî ñïî÷àòêó, ùî ìíîæèíè Bk (k ∈ N) ¹ êîìïàêòíèìè
ÿê ñêií÷åííi îá'¹äíàííÿ êîìïàêòíèõ ìíîæèí. Çãiäíî ç òåîðåìîþ (1)
ìíîæèíà S òàêîæ ¹ êîìïàêòíîþ. Ó ïðîñòîði âñiõ êîìïàêòíèõ ïiäìíî-
æèí êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè òîïîëîãi÷íà çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {Bk}
äî ãðàíèöi S ðiâíîñèëüíà çáiæíîñòi â ìåòðèöi Õàóñäîðôà. Îñêiëüêè

h(Bk, S) = h(
⋃

(i1,...,ik)

Bi1...ik ,
⋃

(i1,...,ik)

Si1...ik) ≤ sup
(i1,...,ik)

h(Bi1...ik , Si1...ik) ≤

≤ sup
(i1,...,ik)

d(Bi1...ik)→ 0 (k →∞),

òî ìà¹ìî S = lt
k→∞

Bk =
∞⋂
k=1

Bk =
∞⋂
k=1

⋃
(i1,...,ik)

Bi1...ik . Òåîðåìó äîâå-

äåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ó ñàìié òåîðåìi ìè íå äîâîäèëè iñíóâàííÿ äëÿ Σ-
ìíîæèíè S ñiì'¨ ìíîæèí {Bi1...ik} ç âiäïîâiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Î÷å-
âèäíî, ùî òàêèìè, íàïðèêëàä, ¹ îïóêëi îáîëîíêè öèëiíäðiâ Si1...ik .
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Òåîðåìà 4. Äëÿ äâîâèìiðíî¨ ìiðè Ëåáåãà λ Σ-ìíîæèíè S âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü

λ(S) = lim
k→∞

λ(Bk) = lim
k→∞

λ(
⋃

(i1,...,ik)

Bi1...ik), (12)

äå ìíîæèíè Bi1...ik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà S, öèëiíäðè Si1...ik òà ìíîæèíè Bi1...ik ¹ âè-
ìiðíèìè çà Ëåáåãîì ÿê êîìïàêòíi ìíîæèíè. Òàê ñàìî, âèìiðíèìè ¹ i
ìíîæèíè Bk =

⋃
(i1,...,ik)

Bi1...ik (k ∈ N). Êðiì òîãî, ìíîæèíè Bk óòâî-

ðþþòü ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü: B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bk ⊃ . . . , ïðè÷îìó,
çãiäíî òåîðåìè 3, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü S = lt

k→∞
Bk. Ç äàíî¨ ðiâíîñòi,

âèìiðíîñòi ìíîæèí Bk òà íåïåðåðâíîñòi ìiðè Ëåáåãà i âèïëèâà¹ ðiâ-
íiñòü (12).

Íàñëiäîê 1. ßêùî äëÿ Σ-ìíîæèíè S =
∞⊕
k=1

Zk âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

lim
k→∞

k∏
j=1

mj

(
∞∑

n=k+1

d(Zn)

)2

= 0, äå mj � êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæè-

íè Zj, d(Zn) � äiàìåòð ìíîæèíè Zn (j, n = 1, 2, . . . ), òî ìíîæèíà S
ìà¹ íóëüîâó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà.

Ëåìà 3. Íåõàé Σ-ìíîæèíà S =
∞⊕
k=1

Zk çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíèì óìî-

âàì: à) âñi ìíîæèíè Zk ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié l ⊂ C, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò; á) äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ k âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

d(Zk) ≤
∞∑

m=k+1

d(Zm). (13)

Òîäi ìíîæèíà S ¹ âiäðiçêîì (íà ïðÿìié l).

Äîâåäåííÿ. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî l ¹ äiéñíîþ
âiññþ êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Äëÿ çðó÷íîñòi çàíóìåðó¹ìî åëåìåíòè zik
ìíîæèí Zk çà ïåðøèì iíäåêñîì ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ: zik < zi+1,k (i =
1, . . . ,mk − 1). ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3 òà çàóâàæåííÿ 1, ìíîæèíó S



Íåñêií÷åííi àðèôìåòè÷íi ñóìè ìíîæèí 253

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi S =
∞⋂
k=1

⋃
(i1,...,ik)

convSi1...ik . Ïîêàæåìî, ùî ìíî-

æèíà Hk :=
⋃

(i1,...,ik)

convSi1...ik ïðè âèêîíàííi íåðiâíîñòi (13) ¹ âiäðiç-

êîì, ïðè÷îìó îäíèì i òèì æå äëÿ âñiõ k. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âïîðÿä-

êîâàíèé íàáið (j1, . . . , jk−1) ∈
k−1∏
p=1

Ip (íàãàäà¹ìî, ùî Ip = {1, . . . ,mp} �

ìíîæèíà ïåðøèõ iíäåêciâ åëåìåíòiâ ìíîæèíè Zp) i ðîçãëÿíåìî ñóêó-
ïíiñòü îïóêëèõ îáîëîíîê öèëiíäðiâ Sj1...jk−11, . . . , Sj1...jk−1mk . Îñêiëü-
êè â äàíîìó âèïàäêó öèëiíäðè ¹ êîìïàêòíèìè ïiäìíîæèíàìè äiéñíî¨
îñi, òî convSi1...ik ¹ âiäðiçêîì [minSi1...ik ,maxSi1...ik ]. Ç îçíà÷åííÿ òà
âëàñòèâîñòåé öèëiíäðiâ, à òàêîæ íàøî¨ äîìîâëåíîñòi ïðî íóìåðàöiþ
åëåìåíòiâ ìíîæèí Zk âèïëèâàþòü ðiâíîñòi

minSi1...ik =

k∑
p=1

zipp +

∞∑
p=k+1

z1p, maxSi1...ik =

k∑
p=1

zipp +

∞∑
p=k+1

zmpp.

(14)
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi s, t ∈ Ik òà ðîçãëÿíåìî âiäðiçêè convSj1...jk−1s i
convSj1...jk−1t. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (13), òî, âðàõîâóþ÷è (14),

îäåðæèìî: maxSj1...jk−1s −minSj1...jk−1t ≥ −d(Zk) +
∞∑

p=k+1

d(Zp) ≥ 0.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî
convSj1...jk−1s

⋂
convSj1...jk−1t 6= ∅. Òîäi, ó ñâîþ ÷åðãó, ìíîæèíà

Qj1...jk−1
:=

mk⋃
jk=1

convSj1...jk−1jk òàêîæ áóäå âiäðiçêîì (ÿê îá'-

¹äíàííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà âiäðiçêiâ, êîæíi äâà ç ÿêèõ ìàþòü
íåïîðîæíié ïåðåðiç). Î÷åâèäíî, ùî minQj1...jk−1

= minSj1...jk−1
,

maxQj1...jk−1
= maxSj1...jk−1

. Òîäi Qj1...jk−1
= convSj1...jk−1

.
Îòæå, ïðè âèêîíàííi óìîâ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

mk⋃
jk=1

convSj1...jk−1jk = convSj1...jk−1
. Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíó ðiâ-

íiñòü, îòðèìà¹ìî Hk = convS (∀k ∈ N), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

S =
∞⋂
k=1

Hk = convS. Îñêiëüêè S ¹ êîìïàêòíîþ ïiäìíîæèíîþ ÷èñëîâî¨

ïðÿìî¨, òî convS ¹ âiäðiçêîì. Ëåìó äîâåäåíî.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó Σ-ìíîæèíó S =
∞⊕
k=1

Zk. Íåõàé òàêîæ çàäàíî

äâi íåñêií÷åííi äèç'þíêòíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
N: A1 = {a11, a12, . . . , a1k, . . . }, A2 = {a21, a22, . . . , a2k, . . . }.
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Òåîðåìà 5. ßêùî ìíîæèíè Zaik çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:
1) Zaik ⊂ li, äå li ⊂ C (i = 1, 2) � ïðÿìi, ÿêi ìàþòü ðiâíî îäíó

ñïiëüíó òî÷êó � ïî÷àòîê êîîðäèíàò;

2) äëÿ âñiõ k ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü d(Zaik) ≤
∞∑

p=k+1

d(Zaip)

(i = 1, 2);
òî ìíîæèíà S ìà¹ äîäàòíó ìiðó Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A3 := N \ (A1 ∪ A2). Òîäi, îñêiëüêè N =
3⋃
j=1

Aj i

Ai ∩Aj = ∅ ïðè i 6= j, çãiäíî (9), ìà¹ìî ðiâíiñòü

S =

3⊕
j=1

⊕
k∈Aj

Zk

 . (15)

Ç óìîâ òåîðåìè òà ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè SAj :=
⊕
k∈Aj

Zk

ïðè j = 1, 2 ¹ âiäðiçêàìè (ðîçòàøîâàíèìè íà âiäïîâiäíèõ ïðÿìèõ
lj (j = 1, 2)). Îñêiëüêè ïðÿìi l1 i l2 íåïàðàëåëüíi òà íå ñïiâïàäàþòü, òî
àðèôìåòè÷íà ñóìà SA1 ⊕SA2 ¹ íåâèðîäæåíèì ïàðàëåëîãðàìîì. Ç (15)
òà ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ âåêòîðíî¨ ñóìè ìíîæèí âèïëèâà¹ ðiâ-

íiñòü S =
3⊕
j=1

SAj = (SA1 ⊕SA2)⊕SA3 =
⋃

v∈SA3

tv(P ), äå P = SA1
⊕SA2

,

tv(z) = z+ v (z ∈ C) � òðàíñëÿöiÿ (ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ) íà âåêòîð
v.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà S ¹ àáî íåâèðîäæåíèì ïàðàëåëîãðàìîì
(ïðè A3 = ∅), àáî îá'¹äíàííÿì êîíãðóåíòíèõ íåâèðîäæåíèõ ïàðàëå-
ëîãðàìiâ (ïðè A3 6= ∅). Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî S ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè i,
âiäïîâiäíî, äîäàòíó äâîâèìiðíó ìiðó Ëåáåãà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ðÿä ç êîìïëåêñíèìè ÷ëåíàìè
∞∑
k=1

kλk, äå

λ = α + iβ, |λ| < 1. Ïîçíà÷èìî Sλ ìíîæèíó éîãî íåïîâíèõ ñóì [2],

òîáòî Sλ := {z =
∞∑
k=1

εkkλ
k : εk ∈ {0, 1}}. Ìíîæèíà Sλ ¹ Σ-ìíîæèíîþ,

îñêiëüêè ìîæå áóòè ïîäàíà ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè

äâîåëåìåíòíèõ ìíîæèí: Sλ =
∞⊕
k=1

Λk, äå Λk = {0, kλk}. Ó öüîìó âè-

ïàäêó l(Λk) = d(Λk) = k|λ|k. Íåõàé rk =
∞∑

j=k+1

k|λ|k. Ìîæíà ïîêàçàòè,
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ùî rk = − |λ|
k+1(k(|λ|−1)−1)

(|λ|−1)2 . Ìíîæèíè Λk ¹ öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íèìè,

òîìó òàêèìè áóäóòü i âñi öèëiíäðè. Ðiçíèöÿ l(Λk) −
∞∑

m=k+1

d(Λm) =

|λ|k
(|λ|−1)2 ((k − 1)(|λ| − 1)(2|λ| − 1)− |λ|) ¹ äîäàòíîþ ïðè |λ| < 1

2 òà k >

1 + |λ|
(|λ|−1)(2|λ|−1) . Ïîçíà÷èìî k0 = [1 + |λ|

(|λ|−1)(2|λ|−1) ], äå [x] � öiëà ÷à-

ñòèíà ÷èñëà x. Òîäi, çãiäíî òåîðåìè 1, ìíîæèíà
∞⊕

k=k0+1

Λk ¹ öiëêîì íå-

çâ'ÿçíîþ ïðè |λ| < 1
2 . Âiäïîâiäíî, ìíîæèíà Sλ =

∞⊕
k=1

Λk ¹ îá'¹äíàííÿì

ñêií÷åííîãî ÷èñëà êîíãðóåíòíèõ öiëêîì íåçâ'ÿçíèõ ìíîæèí.
2. Íåõàé λ = ρe

2πi
s , äå 0 < ρ < 1, s ∈ N, s ≥ 3. Çãiäíî (9) ìíîæèíó

Sλ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ àðèôìåòè÷íî¨ ñóìè: Sλ = SA1
⊕

SA2 ⊕ · · · ⊕ SAs , äå SAt =
⊕
k∈At

Λk, At = {n ∈ N : n ≡ t(mods)},

t = 1, s. Òîäi SAt = e
2πti
s Rt, äå Rt = {

∑
k∈At

εkkρ
k : εk ∈ {0, 1}}, t = 1, s.

Ìíîæèíà Rt ¹ ìíîæèíîþ íåïîâíèõ ñóì çíàêîäîäàòíîãî ðÿäó
∞∑
j=0

(t +

js)ρt+js. ßê âiäîìî [11] âîíà áóäå âiäðiçêîì, ÿêùî äëÿ âñiõ n ∈ N∪{0}
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (t + ns)ρt+ns ≤

∞∑
j=n+1

(t + js)ρt+js, ÿêà, â ñâîþ

÷åðãó, âèêîíó¹òüñÿ ïðè 1
2 ≤ ρs < 1. Òîäi, ïðè s

√
1
2 ≤ ρ < 1 âiäðiçêîì

áóäå êîæíà ç ìíîæèí SAt(t = 1, s). Ïðè öüîìó, ïðè s ≥ 3 ñåðåä âiäðiçêiâ
SAt(t = 1, s) áóäå ïðèíàéìíi äâà íåïàðàëåëüíèõ, òîìó àðèôìåòè÷íà

ñóìà
s⊕
t=1

SAt ¹ ìíîãîêóòíèêîì. Îòæå, ïðè
s

√
1
2 ≤ |λ| < 1 òà arg(λ) = 2π

s ,

äå s ≥ 3 � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ìíîæèíà Sλ ¹ ìíîãîêóòíèêîì.

Ëiòåðàòóðà

[1] Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ. Ââåäåíèå â òåîðèþ ìíîæåñòâ è îáùóþ òîïî-
ëîãèþ. Ì. : Íàóêà, 1977.

[2] ß.Â. Ãîí÷àðåíêî, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé, Ã.Ì. Òîðáií. Òîïîëîãî-
ìåòðè÷íi i ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ìíîæèíè íåïîâíèõ ñóì çíà-
êîäîäàòíîãî ðÿäó òà ðîçïîäiëiâ íà íié. Íàóêîâèé ÷àñîïèñ ÍÏÓ



256 Â.Ì. Êîâàëåíêî

iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà. Ñåðiÿ 1. Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè. � 6,
(2005), 210�224.

[3] À.Í. Êîëìîãîðîâ, Ñ.Â. Ôîìèí. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóí-
êöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ì.: Íàóêà, 1972.

[4] Ê. Êóðàòîâñêèé. Òîïîëîãèÿ. Ì.: Ìèð, 1966, 1. ñ.

[5] Ê. Ëåéõòâåéñ. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Ì.: Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ
ôèç.-ìàò. ëèò., 1985.

[6] Å. Ëóêà÷. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ì.: Íàóêà, 1979.

[7] Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé. Ôðàêòàëüíèé ïiäõiä ó äîñëiäæåííÿõ ñèíãó-
ëÿðíèõ ðîçïîäiëiâ . Êè¨â: Âèä-âî ÍÏÓ iìåíi Ì.Ï. Äðàãîìàíîâà,
1998.

[8] Ô. Õàóñäîðô. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ. Ì.: ÎÍÒÈ, 1937.

[9] Ë. Øâàðö. Àíàëèç. Ì.: Ìèð, 1972, 1.

[10] Î.Â. Øêîëüíèé, Ì.Â. Ïðàöüîâèòèé. Îäèí êëàñ ñèíãóëÿðíèõ êîì-
ïëåêñíîçíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òèïó Äæåññåíà-Âiíòíåðà.
Óêð. ìàò. æóðíàë, 49, No 12, (1997), 1653�1660.

[11] J.A. Guthrie, J.E. Nymann. The topological structure of the set of
subsums of an in�nite series Colloq. Math. 55, (1988), 323�327.

[12] J.E. Hutchinson. Fractals and self-similarity, Indiana Univ. Math. J.,
30, (1981), 713�747.

[13] S. Kakeya. On the partial sums of an in�nite series Science Reports
T�ohoku Imp. Univ. 1, � 3, (1914), 159�163.

[14] P. Mendes, F. Oliveira. On the topological structure of the arithmetic
sum of two Cantor sets, Nonlinearity 7 , (1994), 329�343.

[15] B. Solomyak. On the measure of arithmetic sums of Cantor sets,
Indagationes Math., N.S. 8, (1997), 133�141.


