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This paper discusses the mathematical aspects of the description of in�-

nite systems of statistical mechanics and their relation to the in�nite-

dimensional analysis on phase spaces of such systems.

Â ðîáîòi ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi àñïåêòè îïèñó íåñêií÷åííèõ ñè-

ñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè òà ¨õ çâ'ÿçîê ç íåñêií÷åííîâèìiðíèì àíàëi-

çîì íà ôàçîâèõ ïðîñòîðàõ òàêèõ ñèñòåì.

1 Âñòóï

Ñòàòèñòè÷íà ìåõàíiêà âèíèêëà â êiíöi XIX � íà ïî÷àòêó XX ñòîëi-

òòÿ â ðîáîòàõ Áîëüöìàíà, Ãiááñà, Ìàêñâåëëà. Ìåòà öi¹¨, íà òîé ÷àñ

íîâî¨, íàóêè áóëî ñòâîðåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó äëÿ äîñëiäæåííÿ

ñèñòåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç íàäçâè÷àéíî âåëèêî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ. Òà-

êi ôiçè÷íi ñèñòåìè ìîäåëþþòü ãàçè, ðiäèíè, êðèñòàëè, à òàêîæ ìîæóòü

îïèñóâàòè âçà¹ìîäi¨ ó âåëèêèõ áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ, åêîíîìi÷íèõ

ñèñòåìàõ òîùî.
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Çâè÷àéíî, íà ïåðøèé ïîãëÿä, óñi âiäîìi ñèñòåìè, ÿêi ìè íàìàãà¹ìîñÿ

âèâ÷èòè, ¹ ñêií÷åííèìè. Íàïðèêëàä, ãàç ó êîëái ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî

àòîìiâ ÷è ìîëåêóë. Àëå ç åëåìåíòàðíî¨ ôiçèêè âiäîìî, ùî â îäíîìó

ìîëi áóäü ÿêî¨ ðå÷îâèíè ìiñòèòüñÿ ïðèáëèçíî 6 · 1023 ìîëåêóë (çàêîí

Àâîãàäðî). Îòæå, íàâiòü â íåâåëèêîìó îá'¹ìi 1cm3 ìiñòèòüñÿ 1023 −
1025 ìîëåêóë. Òîìó çäîðîâèé ãëóçä íàì ïiäêàæå, ùî ñëiäêóâàòè çà

òàêîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê öå òå ñàìå, ùî ñëiäêóâàòè çà íåñêií÷åííîþ

êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê.

Îòæå, íåñêií÷åííi ñèñòåìè ¹ äåÿêîþ ìàòåìàòè÷íîþ iäåàëiçàöi¹þ

âåëèêèõ ñêií÷åííèõ ñèñòåì, ÿêó çðó÷íî çàñòîñóâàòè ïðè âèâ÷åííi

ðåàëüíèõ âåëèêèõ ñèñòåì.

Ðåàëüíà ôiçè÷íà ÷è áiîëîãi÷íà ñèñòåìà ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó t çà-

éìà¹ ÿêóñü êîíôiãóðàöiþ γ̃(t) ôàçîâîãî ïðîñòîðó Γ̃. Ïiä âïëèâîì âíó-

òðiøíiõ àáî ùå é çîâíiøíiõ âçà¹ìîäié òàêà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó ïîñòié-

íîìó ðóñi, òîáòî êîæíà ÷àñòèíêà îïèñó¹ ÿêóñü íåïåðåðâíó òðà¹êòîðiþ,

à ìiêðîñêîïi÷íèé ñòàí óñi¹¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ óñiìà òàêèìè òðà¹-

êòîðiÿìè. Àëå äëÿ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè íåîáõiäíî çíàòè íå ìiêðîñêî-

ïi÷íó ïîâåäiíêó, à ìàêðîñêîïi÷íi íàñëiäêè òàêî¨ ïîâåäiíêè, òîáòî äåÿêi

ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè: òèñê, åíåðãiÿ, òåïëî¹ìíiñòü òîùî. Òàêi

ôiçè÷íi õàðàêòåðèñòèêè íàçèâàþòü ñïîñòåðåæóâàíèìè âåëè÷èíàìè.

Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè îïèñóþòü âèìiðíèìè ôóíêöiÿìè íà ôàçîâî-

ìó ïðîñòîði, òîáòî äëÿ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì öå ôóíêöi¨ âiä íåñêií÷åí-

íî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Ïðî òå, ÿêèì ÷èíîì áóäóâàòè òàêi ôóíêöi¨, ìè

áóäåìî ãîâîðèòè ïiçíiøå. Íåõàé F (γ̃(t)) ¹ òàêîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà îïèñó¹

äåÿêó ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó. Òîäi ìàêðîñêîïi÷íà õàðàêòåðèñòèêà,

ÿêà ¨é âiäïîâiäà¹, i ÿêó ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè íà åêñïåðèìåíòi, ¹

ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè. Âîíî îáðàõîâó¹òüñÿ çà âiäîìîþ ôîð-

ìóëîþ:

F := lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (γ̃(t))dt. (1)

Îáðàõóâàòè òàêèé iíòåãðàë äëÿ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè íåìîæëèâî.

Íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ àìåðèêàíñüêèé ôiçèê-òåîðåòèê Äæîçàéÿ
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Âiëëàðä Ãiááñ çàïðîïîíóâàâ çàìiñòü îäíi¹¨ ñèñòåìè ââåñòè àíñàìáëü òî-

òîæíèõ ñèñòåì, ÿêi êîæíî¨ ìèòi ç ÿêîþñü éìîâiðíiñòþ çàéìàþòü òó ÷è

iíøó êîíôiãóðàöiþ. Òàêi îäíàêîâi åêçåìïëÿðè ñèñòåì îòðèìàëè íàçâó

àíñàìáëiâ Ãiááñà.

Îñíîâíèì ïîñòóëàòîì Ãiááñà ¹ iñíóâàííÿ äåÿêî¨ iìîâiðíiñíî¨ ìiðè µ

íà ôàçîâîìó ïðîñòîði Γ̃ : ∫
Γ̃

µ(dγ̃) = 1, (2)

òàêî¨, ùî

F =< F (·) >µ=

∫
Γ̃

F (γ̃)µ(dγ̃). (3)

Òàêèì ÷èíîì, çàìiñòü äåòåðìiíiñòè÷íîãî îïèñó îäíi¹¨ ñèñòåìè ìè ðîç-

ãëÿäà¹ìî ñòàòèñòè÷íèé îïèñ ïîâåäiíêè àíñàìáëþ iäåíòè÷íèõ ñèñòåì.

Ôiçè÷íå îá ðóíòóâàííÿ âèãëÿäó òàêî¨ ìiðè â îáìåæåíîìó îá'¹ìi áó-

ëî çàïðîïîíîâàíî Ãiááñîì ùå ó 1902 ðîöi [1].

Ïåðøà ïîëîâèíà XX ñòîëiòòÿ áóëà åïîõîþ íàðîäæåííÿ êâàíòîâî¨

ìåõàíiêè. Äîñëiäæåííÿ iç ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè áóëè äîñèòü ñïîíòàí-

íèìè i â áiëüøié ìiði âiäíîñèëèñü äî ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü. Ñåðåä

ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ìîæíà âiäíåñòè ñàìå äî ðîçâèòêó ôóíäàìåíòàëüíèõ

äîñëiäæåíü ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè, âàðòî âiäçíà÷èòè ïîÿâó ó 1929 ðîöi

ìîíîãðàôi¨ [2] òà âèâiä BBGKY- i¹ðàðõi¨ [3, 4, 5, 6]. Ìàòåìàòè÷íi îá-

 ðóíòóâàííÿ iñíóþ÷èõ íà òîé ÷àñ äîñëiäæåíü iç ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè

áóëè âèñâiòëåíi â ìîíîãðàôi¨ À. ß. Õií÷iíà [7].

Íàäçâè÷àéíî âàæëèâèìè äëÿ òåîði¨ ãðàò÷àñòèõ ìîäåëåé áóëè ðîáî-

òè Å. Içiíãà [8], Ð. Å. Ïàéåðëñà [9] òà Ë. Îíçàãåðà [10], ÿêi íà äåêiëüêà

äåñÿòèëiòü íàïåðåä âèçíà÷èëè íàïðÿìêè äîñëiäæåíü ó öié îáëàñòi i

ñïðèÿëè ïîÿâi ìîäåëi ãðàò÷àñòîãî ãàçó [11].

Â 1946 ð. â ìîíîãðàôi¨ Ì. Ì. Áîãîëþáîâà [4] áóëè íàìi÷åíi øëÿõè

ìàòåìàòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó

â ðàìêàõ ôîðìàëiçìó êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ Ãiááñà, à òàêîæ ðîçðîáëå-

íèé çàãàëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íèõ m-÷àñòèíêîâèõ ôóíêöié
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ðîçïîäiëó ( êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié) ó âèãëÿäi ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ çà ñòå-

ïåíÿìè ãóñòèíè ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi. Ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ çáiæíîñòi

òàêèõ ðÿäiâ äëÿ âèïàäêó ïîçèòèâíîãî ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ áó-

ëî îïóáëiêîâàíå â ðîáîòi [12] (äèâ. äåòàëüíå äîâåäåííÿ â [13]). Óçàãàëü-

íåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ íà âèïàäîê ïàðíèõ ñòiéêèõ ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨

áóëè çðîáëåíi â ðîáîòi Ì. Ì. Áîãîëþáîâà, Ä. ß. Ïåòðèíè i Á. I. Õàöåòà

[14]. Â 1963 ð. Ä. Ðþåëü [66] çíîâó çàïðîïîíóâàâ ïîäiáíèé ìåòîä, ÿêèé

ñïèðàâñÿ íà äîñëiäæåííi ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöié-

íèõ ôóíêöié âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ. Òðåáà òàêîæ çãàäàòè

ðîáîòó [16], â ÿêié ïðîáëåìà òåðìîäèíàìi÷íî¨ ãðàíèöi áóëà âèðiøåíà

äëÿ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ i ÿêà, ôàêòè÷íî, óçàãàëüíþâàëà äî-

ñëiäæåííÿ Âàí-Õîâà [17] i ßíãà-Ëi [18] íà âèïàäîê áiëüø çàãàëüíèõ

ïîòåíöiàëiâ âçà¹ìîäi¨. Öi ðîáîòè áóëè çíà÷íèì ïîøòîâõîì äëÿ ìàòå-

ìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü íåñêií÷åííèõ ðîçðiäæåíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨

ìåõàíiêè. Âîíè áóëè äåòàëüíî âèêëàäåíi â ìîíîãðàôi¨ [19], äå òàêîæ

ìîæíà çíàéòè çíà÷íó áiáëiîãðàôiþ ðîáiò iíøèõ àâòîðiâ (äèâ. òàêîæ

ëåêöi¨ Ìiíëîñà [20] òà ìîíîãðàôiþ [21] i ïîñèëàííÿ, ùî ìiñòÿòüñÿ â

íèõ).

Àëå ïîáóäîâà ñòàíó â ðîçóìiííi iäå¨ Ãiááñà äëÿ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

ùå çàëèøàëàñü âiäêðèòîþ ïðîáëåìîþ. Âïåðøå öþ ïðîáëåìó ðîçãëÿíó-

ëè ó 1967 ðîöi íåçàëåæíî Ð. À. Ìiíëîñ [22, 23] i Ä. Ðþåëü [24]. ßêùî

ó Ðþåëÿ öå áóâ àëãåáðà¨÷íèé ïiäõiä, ùî îïèðàâñÿ íà ìîäíi íà òîé ÷àñ

iäå¨ Ñiãàëà, Õààãà, Êàñòëåðà i òîìó áóâ áiëüø àáñòðàêòíèì, òî Ìiíëîñ

ïîáóäóâàâ ñiìåéñòâî ãiááñîâèõ ìið íà öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèíàõ íåñêií-

÷åííîâèìiðíîãî êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó i âèçíà÷èâ ãiááñîâèé ñòàí

(ãiááñîâó ìiðó) ÿê ãðàíè÷íó ìiðó. Öÿ ìiðà áóäóâàëàñü ÿê ïðîäîâæåí-

íÿ öüîãî ñiìåéñòâà íà âñþ σ-àëãåáðó íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó

êîíôiãóðàöié.

Â ñåði¨ ðîáiò Äîáðóøèíà [25, 26, 27, 28, 29, 30] áóëî ïðèâåäåíå áiëüø

çàãàëüíå âèçíà÷åííÿ ãiááñîâî¨ ìiðè çà äîïîìîãîþ óìîâíèõ ðîçïîäiëiâ.

Ïðàêòè÷íî â òîé æå ÷àñ ìàéæå àíàëîãi÷íèé ïiäõiä áóâ òàêîæ çàïðîïî-

íîâàíèé Ëåíôîðäîì i Ðþåëåì [31]. Êðèòåði¹ì ãiááñîâîñòi ìiðè íà ïðî-
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ñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ¹ óìîâà, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿ-

ííÿ Äîáðóøèíà-Ëåíôîðäà-Ðþåëÿ (ÄËÐ). Êëþ÷îâîþ ó öüîìó ïiäõîäi

áóëà ðîáîòà Ðþåëÿ [32], â ÿêié áóëà âèçíà÷åíà ñèñòåìà ç íàäñòiéêîþ

âçà¹ìîäi¹þ i âñòàíîâëåíî, ùî ãðàíè÷íi êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òàêî¨ ñè-

ñòåìè çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi:

ρm(x1, ..., xm) ≤ ξm (4)

ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ãóñòèíè ÷àñòèíîê â ñèñòåìi i äîâiëüíié òåì-

ïåðàòóði. Öå äà¹ çìîãó äîâåñòè, ùî íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü êîðåëÿ-

öiéíèõ ôóíêöié ρ = (ρm)m≥1 çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü Êiðêâóäà-

Çàëüöáóðãà ïðè äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ãóñòèíè ÷àñòèíîê â ñèñòåìi i

äîâiëüíié òåìïåðàòóði, à âiäïîâiäíà ìiðà Ãiááñà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-

íÿ ÄËÐ. Äëÿ ðîçðiäæåíèõ ñèñòåì (òîáòî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ãóñòè-

íè ÷àñòèíîê â ñèñòåìi) ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà ìàþòü ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé ãiááñîâèé ñòàí. Âçàãàëi, óìîâà (4)

íå ¹ íåîáõiäíîþ. Â ðîáîòi [33] À. Ëåíàðä ïîêàçàâ, ùî äëÿ iñíóâàííÿ

âiäïîâiäíî¨ ìiðè äîñòàòíüî âèêîíàííÿ áiëüø ñëàáêî¨ óìîâè:

ρm(x1, ..., xm) ≤ ξmm2m. (5)

Â ðîáîòàõ [34, 35] Ëåíàðä äåòàëüíî ïðîàíàëiçóâàâ çâ'ÿçêè äîâiëüíî¨

ìiðè µ íà ïðîñòîði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ç ¨¨ êîðåëÿöiéíîþ ìi-

ðîþ ρ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié. Äåÿêi

àñïåêòè öüîãî àíàëiçó òà éîãî óçàãàëüíåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi â ðîáîòi

[36].

Îñíîâíà ìåòà öüîãî êîðîòêîãî îãëÿäó ïðîäåìîíñòðóâàòè ãëèáîêèé

çâ'ÿçîê ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõà-

íiêè i ìåòîäiâ íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó íà ôàçîâèõ ïðîñòîðàõ

òàêèõ ñèñòåì. Ìàáóòü, âïåðøå àíàëiç êîíôiãóðàöiéíèõ ïðîñòîðiâ òà

êâàçiíâàðiàíòíèõ ìið (òàêèìè ¹ ìiðà Ïóàññîíà òà ìiðà Ãiááñà) íà íèõ

ðîçãëÿíóëè À. Ì. Âåðøèê, I. Ì. Ãåëüôàíä i Ì. I. Ãðà¹â [37] òà Ð. Ñ.

Iñìàãiëîâ [38]. Â áiëüø ïiçíiõ ðîáîòàõ Ñ. Àëáàâåðiî, Þ. Ã. Êîíäðàòü¹âà

i Ì. Ðüîêíåðà [39, 40] áóâ çðîáëåíèé äåòàëüíèé òåîðåòèêî-ìíîæèííèé
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àíàëiç öèõ ïðîñòîðiâ òà ââåäåíi ñòðóêòóðè äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Òàì æå ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè äåòàëüíó áiáëiîãðàôiþ ðîáiò çà öi¹þ òåìà-

òèêîþ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòè÷íié ôiçèöi.

Âàæëèâèì êðîêîì âïåðåä áóëà ïîÿâà íîâèõ òåõíi÷íèõ iíñòðóìåíòiâ

äëÿ ïîáóäîâè êëàñòåðíèõ òà ïîëiìåðíèõ ðîçêëàäiâ â ñòàòèñòè÷íié ìå-

õàíiöi. Òàê, â ðîáîòi [41] áóëî ïîìi÷åíî, ùî âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòi

íåñêií÷åííîïîäiëüíîñòi ìiðè Ïóàññîíà â ïîáóäîâi êëàñòåðíèõ ðîçêëà-

äiâ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çíà÷íî ñïðîùó¹ ñàìó ïîáóäîâó i îöií-

êè êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó. Öÿ âëàñòèâiñòü áóëà âèêîðèñòàíà â ðîáîòàõ

[42, 43, 44, 45, 46, 47]. Â ðîáîòi [48] áóëè çàïðîïîíîâàíi íîâi ðîçêëàäè çà

ùiëüíiñòþ êîíôiãóðàöié. ßêùî ðîçáèòè ïðîñòið Rd íà ìàëåíüêi ãiïåð-
êóáè, òî äëÿ êîæíî¨ êîíôiãóðàöi¨ âåñü ïðîñòið ðîçiá'¹òüñÿ íà îáëàñòi,

â ÿêèõ ó êîæíîìó êóáèêó ìiñòèòüñÿ äâi i áiëüøå òî÷îê êîíôiãóðàöi¨

(ùiëüíi êîíôiãóðàöi¨) i îáëàñòi, â ÿêèõ ¹ òiëüêè îäíà òî÷êà â êîæíî-

ìó êóáèêó, àáî ¨õ çîâñiì íåìà¹(ðîçðiäæåíi êîíôiãóðàöi¨). Çâè÷àéíî, öå

äîñèòü óìîâíå ðîçáèòòÿ, áî ÿêùî ðîçìiðè êóáèêiâ ¹ äîñèòü ìàëåíüêi,

òî íàâiòü îáëàñòi ç ðîçðiäæåíèìè êîíôiãóðàöiÿìè áóäóòü ìàòè ùiëüíó

ìíîæèíó òî÷îê. Òåïåð, ÿêùî ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ ìà¹ ñèëüíó ïîçèòèâ-

íó ñèíãóëÿðíiñòü â íóëi, òî éìîâiðíiñòü ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié ¹ ìàëîþ.

Öåé åëåìåíòàðíèé ôàêò áóâ âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè ðîçêëàäiâ. Çà

äîïîìîãîþ òàêèõ ðîçêëàäiâ âäàëîñÿ çíà÷íî ñïðîñòèòè äîâåäåííÿ ñó-

ïåðñòiéêî¨ îöiíêè Ðþåëÿ (4) i íàâiòü òðîõè ¨¨ ïîêðàùèòè (äèâ. ðîáîòè

[48, 49, 50, 51]). Âèÿâèëîñÿ òàêîæ, ùî äëÿ ðîçðàõóíêiâ îñíîâíèõ òåðìî-

äèíàìi÷íèõ ïîòåíöiàëiâ òà êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåñêií÷åííèõ ñèñòåì

äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè öi ôóíêöi¨ òiëüêè íà ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöiÿõ

(äèâ. [52, 53, 54]), ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ ÿê àïðîêñèìàöiþ âiäïîâiäíèõ ôóí-

êöié íåïåðåðâíèõ íåñêií÷åííèõ ñèñòåì êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíi-

êè ç ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ âçà¹ìîäi¹þ [55]. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, äà¹ ìî-

æëèâiñòü ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííó ñèñòåìó ÷àñòèíîê, êîíôiãóðàöiéíèé

ïðîñòið ÿêî¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié, ÿê ñàìîñòiéíó

ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó [56]. Öÿ ìîäåëü ¹ ïðîìiæíîþ ìiæ ìîäåëÿìè

ãðàò÷àñòèõ ãàçiâ i íåïåðåðâíèìè ñèñòåìàìè ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè.



Íåñêií÷åííîâèìiðíèé àíàëiç 263

2 Ïðîñòîðè êîíôiãóðàöié ñèñòåì ñòàòèñòè-

÷íî¨ ìåõàíiêè

Â ðîáîòi áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ íåñêií÷åííà ñèñòåìà òîòîæíèõ òî÷êîâèõ

÷àñòèíîê ó ïðîñòîði Rd, âçà¹ìîäiþ ÿêèõ áóäåìî îïèñóâàòè ïàðíèì

ïîòåíöiàëîì V2(x, y) = φ(|x − y|), x, y ∈ Rd, d ∈ N. Ìè íå áóäå-

ìî äåòàëüíî ðîçãëÿäàòè òåîðåòèêî-ìíîæèííó òà òîïîëîãi÷íó ñòðóêòó-

ðó ïðîñòîðiâ êîíôiãóðàöi¨, âiäñèëàþ÷è ÷èòà÷à äî âæå çãàäàíèõ ðîáiò

[20, 34, 35, 36, 37, 39, 40], à ëèøå íàâåäåìî íåîáõiäíi âèçíà÷åííÿ òà

äåÿêi îñíîâíi âëàñòèâîñòi öèõ ïðîñòîðiâ.

2.1 Ïðîñòîðè íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

Íåõàé σ � öå ìiðà Ëåáåãà â Rd. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B(Rd), áîðåëiâñüêó
σ-àëãåáðó âiäêðèòèõ ìíîæèí â Rd, à ÷åðåç Bc(Rd) óñi ïiäìíîæèíè, ùî
ìàþòü êîìïàêòíå çàìèêàííÿ. Êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið Γ := ΓRd áóäå

ñêëàäàòèñÿ ç óñiõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó Rd, òîáòî

Γ = ΓRd :=
{
γ ⊂ Rd

∣∣ |γ ∩ Λ| <∞, äëÿ âñiõ Λ ∈ Bc(Rd)
}
, (6)

äå |A| ¹ ÷èñëî, ùî îçíà÷à¹ êiëüêiñòü òî÷îê â A. Öå äîñèòü ïðèðîäíå âè-
çíà÷åííÿ ç òî÷êè çîðó çàñòîñóâàíü, îñêiëüêè â îáìåæåíîìó îá'¹ìi íå

ìîæå çíàõîäèòèñÿ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê. Ç âèçíà÷åííÿ (6)

âèäíî, ùî Γ íå ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì. Àëå Γ ìîæíà çðîáèòè òîïîëîãi-

÷íèì íåëiíiéíèì ïðîñòîðîì: êîæíèé åëåìåíò γ ∈ Γ ìîæíà îòîòîæíèòè

ç íåâiä'¹ìíîþ ìiðîþ Ðàäîíà:

Γ 3 γ 7→
∑
x∈γ

δx ∈ M+(Rd), (7)

äå δx�ìiðà Äiðàêà:

δx(f) = f(x), f ∈ C0(Rd), (8)

äå C0(Rd)�ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, à

M+(Rd)�ïðîñòið íåâiä'¹ìíèõ ìið Ðàäîíà íà B(Rd). Âiäïîâiäíà äèôå-
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ðåíöiàëüíà ìiðà

γ(dσ) =
∑
x∈γ

δxdσ, dσ = σ(dx) = dx. (9)

Ïðîñòið Γ ìîæíà íàäiëèòè òîïîëîãi¹þ, ÿêà iíäóêîâàíà ãðóáîþ (vague)

òîïîëîãi¹þ â M+(Rd), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íàéñëàáøà òîïîëîãiÿ, ïî

âiäíîøåííþ äî ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ

Γ 3 γ 7→< γ, f > =

∫
Rd
f(x)γ(dσ) =

∑
x∈γ

f(x) (10)

¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíî¨ f ∈ C0(Rd). Íåõàé B(Γ) âiäïîâiäíà áîðåëiâ-

ñüêà σ-àëãåáðà íà Γ.

Ìîæíà íàâåñòè åêâiâàëåíòíèé ( ìîæå áiëüø ïðîçîðèé) îïèñ öi¹¨ òî-

ïîëîãi¨ íà ìîâi çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi êîíôiãóðàöié (γn)n∈N äî êîí-

ôiãóðàöi¨ γ ∈ Γ.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ïîñëiäîâíiñòü γn çáiãà¹òüñÿ äî γ ∈ Γ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd), òàêî¨, ùî γ ∩ ∂Λ = ∅ (∂Λ � öå

ìåæà Λ) ìà¹ ìiñöå

lim
n→∞

|γn ∩ Λ| = |γ ∩ Λ|. (11)

Ïåðåäáàçîþ â öié òîïîëîãi¨ ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó:

{γ ∈ Γ | |γΛ| = N, γ∂Λ = ∅, Λ ∈ Bc(Rd), N ∈ N0}. (12)

B(Γ) ¹ íàéìåíøà σ-àëãåáðà íà Γ, ïî âiäíîøåííþ äî ÿêî¨ óñi âiäîáðà-

æåííÿ

NΛ : Γ 7→ N0 := N ∪ {0} ; γ 7→ |γ ∩ Λ| (13)

¹ âèìiðíèìè äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd), òîáòî

B(Γ) = σ
(
{NΛ : Λ ∈ Bc(Rd)}

)
(14)

Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Y ∈ B(Rd), àëå Y /∈ Bc(Rd), âèçíà÷èìî
ïðîñòið íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ΓY :

ΓY = {γ ∈ Γ | γ ∩ Y c = ∅, Y c := Rd \ Y. (15)
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Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ÷àñòèíêè ñè-

ñòåìè íå ìàþòü iíøèõ õàðàêòåðèñòèê (êðiì êîîðäèíàò, â ÿêèõ âîíè

çîñåðåäæåíi), òî ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç êîíôiãóðàöié-

íèì ïðîñòîðîì Γ. ßêùî æ êîæíà ÷àñòèíêà ñèñòåìè ìà¹ ùå iíøi õàðà-

êòåðèñòèêè, òàêi ÿê iìïóëüñ, ñïií, çàðÿä, òîùî, òîäi ôàçîâèì ïðîñòî-

ðîì ¹ òàê çâàíèé ìàðêîâàíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið Γ̃ (äèâ., íàïðè-

êëàä, [57, 58, 59]). Ìè ðîçãëÿíåìî íàéáiëüø ïðîñòèé ôàçîâèé ïðîñòið

êëàñè÷íîãî òî÷êîâîãî ãàçó, êîæíà ÷àñòèíêà ÿêîãî â äîâiëüíié òî÷öi

x ∈ γ ⊂ Rd ìà¹ iìïóëüñ px = mvx ∈ Rd. Êîæíà òî÷êà γ̃ ∈ Γ̃ � öå

íåñêií÷åííà ìíîæèíà ïàð (x, px), â ÿêèõ x ∈ γ ∈ Γ, à px ∈ Rd:

Γ̃ :=
{
γ̃ = {(x, px)} | x ∈ γ, px ∈ Rd

}
. (16)

2.2 Ïðîñòîðè ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó óñiõ ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié ïðîñòîðó Γ ÷åðåç

Γ0. Íàñïðàâäi Γ0 ¹ ïiäìíîæèíîþ Γ, àëå âîíà áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê

ñàìîñòiéíèé êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið, â ÿêîìó íåçàëåæíèì ÷èíîì ìî-

æíà ââåñòè ñâîþ òîïîëîãiþ. Âèçíà÷èìî ñïåðøó êîíôiãóðàöiéíèé ïðî-

ñòið ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ òî÷îê:

Γ(n) := {γ ∈ Γ | |γ| = n, n ∈ N} , Γ(0) := ∅. (17)

ßêùî óñi òàêi êîíôiãóðàöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêié îáìåæåíié ìíîæèíi

Λ ∈ Bc(Rd), òî âiäïîâiäíèé ïðîñòið áóäå:

Γ
(n)
Λ :=

{
γ ∈ Γ(n) | γ ⊂ Λ

}
. (18)

Òîäi ïðîñòîðè ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié â Rd i â Λ ∈ Bc(Rd) ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äèç'þíêòèâíèõ îá'¹äíàíü:

Γ0 :=

∞∐
n=0

Γ(n), i ΓΛ :=

∞∐
n=0

Γ
(n)
Λ . (19)

Òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó â ïðîñòîðàõ Γ
(n)
X (X ∈ {Rd,Λ}) ìîæíà ââåñòè

çà äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí

X̃n := {(x1, ..., xn) ∈ Xn | xi ∈ X, xi 6= xj , ÿêùî i 6= j} (20)
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â ïðîñòîðè Γ
(n)
X :

symn
X : X̃n → Γ

(n)
X (n ∈ N),

(x1, ..., xn) 7→ {x1, ..., xn}. (21)

σ-àëãåáðó B(ΓΛ) ìîæíà ââåñòè àíàëîãi÷íî (14):

B(ΓΛ) = σ
(
{NΛ′ � ΓΛ : Λ′ ∈ Bc(Rd)}

)
. (22)

Öÿ σ-àëãåáðà içîìîðôíà σ-àëãåáði BΛ(Γ), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

BΛ(Γ) = σ
(
{NΛ′ : Λ′ ∈ Bc(Rd), Λ′ ⊂ Λ}

)
. (23)

Ùîá çðîçóìiòè içîìîðôiçì σ-àëãåáð B(ΓΛ) i BΛ(Γ), âèçíà÷èìî ïðîå-

êòîð:

pΛ : Γ 7→ ΓΛ ; γ 7→ γ ∩ Λ := γΛ. (24)

Îòæå, êîæíîìó γΛ ∈ B(ΓΛ) ñïiâñòàâëÿ¹òüñÿ öiëèé êëàñ γ̃ := {γ ∈ Γ |
γ ∩ Λ = γΛ}.

Âiäïîâiäíi ïðîñòîðè Γ̃0 i Γ̃Λ âèçíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî (16), àëå êiëü-

êiñòü òî÷îê êîíôiãóðàöi¨ γ ¹ ñêií÷åííà i ó âèïàäêó x̃ ∈ γ̃ ∈ Γ̃0 � êîîðäè-

íàòíà ñêëàäîâà x ∈ Rd, à ó âèïàäó x̃ ∈ γ̃ ∈ Γ̃Λ � êîîðäèíàòíà ñêëàäîâà

x ∈ Λ ∈ Bc(Rd).

2.3 Ïðîñòîðè ùiëüíèõ òà ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðà-

öié

Â äîñëiäæåííi áàãàòüîõ òåðìîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê íåñêií÷åííèõ

ñèñòåì âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó Rd íà åëåìåíòàðíi

ãiïåðêóáèêè ç äîâæèíîþ ðåáåð a > 0, i öåíòðè ÿêèõ ðîçòàøîâàíi â

òî÷êàõ r ∈ aZd ⊂ Rd:

∆a(r) := {x ∈ Rd | (ri − a/2) ≤ xi < (ri + a/2), i = 1, ..., d}. (25)

Áóäåìî ïèñàòè ∆ çàìiñòü ∆a(r), ÿêùî íå ìà¹ ïîòðåáè âêàçóâàòè, äå

çíàõîäèòüñÿ öåíòð ãiïåðêóáèêà. Ïîçíà÷èìî òàêå ðîçáèòòÿ ÷åðåç ∆a.
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Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd) i äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïîçíà÷èìî

÷åðåç ∆a,Λ := {∆ ∈ ∆a | ∆ ∩ Λ 6= ∅} ìiíiìàëüíå ïîêðèòòÿ Λ ãiïåðêóáè-

êàìè ∆ ∈ ∆a òàêèì ÷èíîì, ùî

Λ ⊆ Λa i lim
a→0

Λa = Λ. (26)

Ðîçáèòòÿ (25) áóëî çàñòîñîâàíî Ðþåëåì [32] äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi

(4). Ó öüîìó îãëÿäi ìè ïðèâåäåìî iäåþ áiëüø ïðîçîðîãî i ïðîñòiøîãî

äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (4) çà äîïîìîãîþ êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, ÿêi áóëè

çàïðîïîíîâàíi â ðîáîòi [48]. Äëÿ ïîáóäîâè òàêèõ êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ

ââåäåìî äâà òèïè êîíôiãóðàöié. Äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ââåäåìî

ïðîñòið ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié:

Γ(dil) = Γ(dil)(∆) :=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1, äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆

}
(27)

i ïðîñòið ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié:

Γ(den) = Γ(den)(∆) :=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| ≥ 2, äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆

}
. (28)

Äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd) ïðîñòîðè Γ
(dil)
Λ i Γ

(den)
Λ âèçíà÷àþòüñÿ àíà-

ëîãi÷íî çãiäíî ôîðìóë (18), (19) òà (27), (28).

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ∆ ∈ ∆a ïðîñòið Γ∆ = Γ
(dil)
∆ ∪Γ

(den)
∆ ,

àëå ΓΛ 6= Γ
(dil)
Λ ∪ Γ

(den)
Λ äëÿ Λ 6= ∆.

Ùîá íå ñêëàäàëîñÿ âðàæåííÿ, ùî ðîçðiäæåíi êîíôiãóðàöi¨ îïèñó-

þòü ôiçè÷íi ñèñòåìè ðîçðiäæåíèõ ãàçiâ, íàâåäåìî íàñòóïíå çàóâàæåí-

íÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê ôiçè÷íî-

ãî ñòàíó ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ¹ ãóñòèíà, òîáòî êiëüêiñòü

÷àñòèíîê â îäèíèöi îá'¹ìó. Ñêiëüêè çàâãîäíî âåëèêå çíà÷åííÿ öi¹¨ õà-

ðàêòåðèñòèêè ìîæíà îòðèìàòè i â ðàìêàõ îïèñó ñèñòåìè ó ïðîñòîði

ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié, âèáèðàþ÷è ðîçìið a ðåáåð ãiïåðêóáèêiâ äî-

ñòàòíüî ìàëèì.
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3 Ìiðè íà ïðîñòîðàõ êîíôiãóðàöié íåïå-

ðåðâíèõ ñèñòåì

Çãiäíî ç iäåÿìè Ãiááñà ôiçè÷íèé ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ éìîâiðíi-

ñíîþ ìiðîþ, ÿêà áóäó¹òüñÿ ñïåðøó â äåÿêîìó îáìåæåíîìó îá'¹ìi ïðî-

ñòîðó Rd â çàëåæíîñòi âiä àíñàìáëþ (ìiêðîêàíîíi÷íîãî, êàíîíi÷íîãî

àáî âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî), ÿêèé ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i i

ïîäàëüøîìó ãðàíè÷íîìó òåðìîäèíàìi÷íîìó ïåðåõîäi. Ìè áóäåìî ðîç-

ãëÿäàòè ñèñòåìè ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè â ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî

àíñàìáëþ i ïî÷íåìî öåé ðîçãëÿä ç ñèñòåìè íåâçà¹ìîäiþ÷èõ òî÷êîâèõ

÷àñòèíîê (iäåàëüíèé ãàç).

3.1 Ìiðà Ïóàññîíà

Ñòàí iäåàëüíîãî ãàçó â ðiâíîâàæíié ñòàòèñòè÷íié ìåõàíiöi îïèñó¹òüñÿ

ìiðîþ Ïóàññîíà πzσ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ, äå z > 0 � öå

àêòèâíiñòü (ôiçè÷íèé ïàðàìåòð, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ãóñòèíîþ ÷àñòèíîê

â ñèñòåìi). Ìiðó πzσ ç ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi zσ ìè âèçíà÷èìî òðîõè

íèæ÷å. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ââåäåìî òàê çâàíó ìiðó Ëåáåãà-Ïóàññîíà

(äèâ., íàïðèêëàä, [39]) λzσ = λΛ
zσ íà ïðîñòîði ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié

ΓΛ, Λ ∈ Bc(Rd) (àáî Γ0 ) çà ôîðìóëîþ:∫
ΓΛ

F (γ)λzσ(dγ) :=

∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

F ({x1, ..., xn})σ(dx1) · · ·σ(dxn) =

=

∞∑
n=0

zn

n!

∫
Λ

· · ·
∫

Λ

Fn(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn, (29)

äëÿ âñiõ âèìiðíèõ ôóíêöié F = {Fn}n≥0, Fn ∈ L∞(Λn) (àáî Fn ∈
L1(Rdn)). Çà äîïîìîãîþ ìiðè λzσ ïîáóäó¹ìî ñiì'þ éìîâiðíiñíèõ ìið

πΛ
zσ := e−zσ(Λ)λΛ

zσ, Λ ∈ Bc(Rd). (30)

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, âèêîðèñòîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (29), ùî ñiì'ÿ (30)

¹ ïîïàðíî óçãîäæåíà i çà òåîðåìîþ Êîëìîãîðîâà (äèâ., íàïðèêëàä,
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[60]) iñíó¹ ¹äèíà éìîâiðíiñíà ìiðà πzσ íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði

Γ.

Âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìiðè πzσ ¹ ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà.

Íåõàé ôóíêöiÿ f ∈ C0(Rd) ¹ òàêîþ, ùî iñíó¹ Λ ∈ Bc(Rd) òàêå, ùî

supp f ⊂ Λ. Òîäi

∀γ ∈ Γ, < γ, f > = < pΛγ, f > . (31)

Çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ìiðè πσ âèçíà÷à¹òüñÿ iíòåãðà-

ëîì:

lπσ (f) : =

∫
Γ

e<γ,f>πσ(dγ) =

∫
Γ

e<pΛγ,f>πσ(dγ) =

∫
ΓΛ

e<γ,f>πΛ
σ (dγ) =

= e−σ(Λ)

∫
ΓΛ

e<γ,f>λΛ
σ (dγ) = e−σ(Λ)e

∫
Λ
ef(x)σ(dx) =

= e
∫
Rd (ef(x)−1)σ(dx). (32)

Iíøîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ ìiðè Ïóàññîíà ¹ òàê çâàíà òîòî-

æíiñòü Ìåêêå:∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)πσ(dγ) =

∫
Γ

∫
Rd
H(x; γ ∪ {x})σ(dx)πσ(dγ) (33)

äëÿ äîâiëüíî¨ B(Rd)⊗B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨H. Öþ ôîðìóëó âñòàíîâèâ

Í. Ð. Êåìïáåëë [61, 62], à Äæ. Ìåêêå [63] ïîêàçàâ, ùî òîòîæíiñòü (33)

¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî πσ ¹ ïóàññîíiâñüêîþ ìiðîþ

ç ìiðîþ iíòåíñèâíîñòi σ. Ôîðìóëó (33) ëåãêî äîâåñòè äëÿ ôóíêöi¨ H

âèãëÿäó:

H(x; γ) = h(x)e<γ,(αh+βg)>, α, β ∈ C, h, g ∈ C0(Rd). (34)

Òîäi∫
Γ

∑
x∈γ

h(x)e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

∫
Γ

< γ, h > e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =

=
d

dα

∫
Γ

e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ) =
d

dα
e
∫
Rd (eαh(x)+βg(x)−1)σ(dx) =
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Γ

e<γ,(αh+βg)>πσ(dγ)

∫
Rd
h(x)eαh(x)+βg(x)σ(dx) =

=

∫
Γ

∫
Rd
h(x)e<γ∪{x},(αh+βg)>σ(dx)πσ(dγ).

Ëiíiéíà îáîëîíêà ìíîæèíè åêñïîíåíöiàëüíèõ âåêòîðiâ {ei<γ,f> | f ∈
C0(Rd)} ¹ âñþäè ùiëüíîþ â L2(Γ, πσ) ([64], òåîðåìà 3), òîìó ôîðìóëó

(33) ìîæíà ðîçøèðèòè íà âñi B(Rd)⊗ B(Γ)-âèìiðíi ôóíêöi¨ H.

Íàéáiëüø âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ìið πzσ òà λzσ, ÿêó ìè ií-

òåíñèâíî âèêîðèñòîâó¹ìî, ¹ âëàñòèâiñòü íåñêií÷åííî-ïîäiëüíîñòi (äèâ.,

íàïðèêëàä, [65], Ðîçäië 4.4). Íà ìîâi iíòåãðàëiâ çà ìiðîþ λzσ öþ âëà-

ñòèâiñòü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 3.1. Íåõàé X1 ∈ Bc(Rd), X2 ∈ Bc(Rd) i X1∩X2 = ∅, X1∪X2 = Λ.

Ôóíêöi¨ Fi, (i = 1, 2) ¹ B(ΓXi)-âèìiðíi. Òîäi∫
ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λzσ(dγ) =

∫
ΓX1

F1(γ)λzσ(dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λzσ(dγ). (35)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì (29)∫
ΓΛ

F1(γ)F2(γ)λσ(dγ) =

=

∞∑
n=0

1

n!

(∫
Λ

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=

∞∑
n=0

1

n!

(∫
X1

σ(dx) +

∫
X2

σ(dx)

)n
F1({x}n1 ∩X1)F2({x}n1 ∩X2) =

=

∞∑
n=0

n∑
k=0

1

k!(n− k)!

(∫
X1

σ(dx)

)k (∫
X2

σ(dx′)

)n−k
F1({x}k1)F2({x′}n−k1 ) =

=

∫
ΓX1

F1(γ)λX1
σ (dγ)

∫
ΓX2

F2(γ)λX2
σ (dγ).

Äëÿ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó ìè âèêîðèñòàëè äåùî íåñòàíäàðòíå ïîçíà÷åííÿ

äëÿ êðàòíèõ iíòåãðàëiâ. �

Íàâåäåìî ùå îäíó âàæëèâó òåõíi÷íó ëåìó, ÿêà áóäå âèêîðèñòàíà

íèæ÷å.
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Ëåìà 3.2. Äëÿ âñiõ ïîçèòèâíèõ âèìiðíèõ ôóíêöié G : Γ0 7→ R i H :

Γ0×Γ0 7→ R íà ïðîñòîði ΓX , äå ΓX ∈ {Γ0,ΓΛ}(âiäïîâiäíî X ∈ {Rd,Λ}),
ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ðiâíiñòü:∫

ΓX

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ) =

∫
ΓX

∫
ΓX

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη).

(36)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé η � Γ
(k)
X = {x1, ..., xk} := {x}k1 , γ � Γ

(m)
X =

{xk+1, ..., xk+m} := {x}k+m
k+1 . Òîäi∫

ΓX

∫
ΓX

G(η ∪ γ)H(η, γ)λσ(dγ)λσ(dη) =

=

∞∑
k,m=0

1

k!m!

∫
Xk

∫
Xm

G({x}k+m
1 )H({x}k1 , {x}k+m

k+1 )σ(dx)k+m =

=

∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

Ckn

∫
Xn

G({x}n1 )H({x}k1 , {x}nk+1)σ(dx)n =

=

∫
ΓX

G(γ)
∑
η⊆γ

H(η, γ \ η)λσ(dγ).

�

3.2 Ìiðà Ãiááñà

Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà äëÿ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê ïîòðåáó¹

ââåäåííÿ íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ óìîâ íà åíåðãiþ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷à-

ñòèíêàìè. Íàâåäåìî ñïåðøó ïðèêëàäè âçà¹ìîäié, ïðî ÿêi ïiäå ìîâà ó

íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Ó âèïàäêó äâî÷àñòèíêîâîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨

V2(x, y) = φ(|x − y|), äå |x − y| � åâêëiäîâà âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè

x, y ∈ Rd, à ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨:

U(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i<j≤n

φ(|xi − yj |). (37)
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3.2.1 Îñíîâíi êëàñè âçà¹ìîäié

Îñíîâíèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ-

÷èõ ÷àñòèíîê ¹ âëàñòèâîñòi ñòiéêî¨, íàäñòiéêî¨ òà ïîñèëåíî íàäñòiéêî¨

âçà¹ìîäi¨. Óìîâà ñòiéêîñòi ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ êîðåêòíîãî òåðìîäèíàìi-

÷íîãî îïèñó ñòàòèñòè÷íèõ ñèñòåì ç íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê,

iñíóâàííÿ ãðàíè÷íèõ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié. Òàêà óìîâà ìîæå áóòè

ñôîðìóëüîâàíà ç äîïîìîãîþ ñèñòåìè íåñêií÷åííîãî ÷èñëà íåðiâíîñòåé,

êîæíà ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíié ñêií÷åííié ïiäñèñòåìi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç N ÷àñòèíîê, ÿêi ðîçòàøîâàíi ó òî÷êàõ x1, ..., xN ïðîñòîðó Rd (äèâ.

òàêîæ [19])íàñòóïíèì ÷èíîì:

Îçíà÷åííÿ 3.1. Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-

ÿêî¨ ïiäñèñòåìè ç êiëüêiñòþ ÷àñòèíîê N ≥ 2 òà íàáîðîì êîîðäèíàò

{x1, ..., xN} ∈ Rd iñíó¹ êîíñòàíòà B ≥ 0 òàêà, ùî

U(x1, ..., xN ) ≥ −BN. (38)

Îäíi¹þ ç íàéâàæëèâiøèõ óìîâ, ùî íàêëàäà¹òüñÿ íà ïîòåíöiàë âçà-

¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè, ¹ óìîâà iíòåãðîâíîñòi íà íåñêií÷åííîñòi. Öå

îçíà÷à¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ R > 0∫
|x|≥R

φ(|x|) dx < +∞. (39)

Óìîâè (38), (39) ¹ äîñòàòíiìè äëÿ ïîáóäîâè ìiðè Ãiááñà ñèñòåìè

íåñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê â îáëàñòi ìàëèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

β = (kBT )
−1 òà z, äå T � òåìïåðàòóðà ñèñòåìè, z � àêòèâíiñòü, ÿêà

áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíà ç ãóñòèíîþ ñèñòåìè ÷àñòèíîê (äèâ. [19], ãëàâà

4), kB � êîíñòàíòà Áîëüöìàíà, ùî çàáåçïå÷ó¹ ïåðåõiä âiä òåìïåðàòóð-

íî¨ äî åíåðãåòè÷íî¨ øêàëè.

Àëå äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâàòè ìiðó Ãiááñà ó âèïàäêó ñèñòåìè íå-

ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ çíà÷åíü ïàðàìå-

òðiâ β òà z, íåîáõiäíî íàêëàñòè äîäàòêîâi îáìåæåííÿ íà âçà¹ìîäiþ

ìiæ ÷àñòèíêàìè. Òàêîþ óìîâîþ ¹ óìîâà íàäñòiéêîñòi, ÿêó ââiâ Ðóåëü

â ðîáîòi [32].
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Îçíà÷åííÿ 3.2. ([32]) Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ íàäñòiéêîþ, ÿêùî äëÿ

áóäü-ÿêîãî ðîçáèòòÿ íà êóáè ∆a òà áóäü-ÿêî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ =

{x1, . . . , xn} ∈ Γ0 iñíóþòü òàêi êîíñòàíòè A > 0, B ≥ 0, ùî âèêîíó-

¹òüñÿ óìîâà:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆a

[
A|γ∆|2 −B|γ∆|

]
. (40)

Ó öüîìó îãëÿäi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê çâàíó ïîñèëåíî íàä-

ñòiéêó âçà¹ìîäiþ.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Âçà¹ìîäiÿ íàçèâà¹òüñÿ ïîñèëåíî íàäñòiéêîþ, ÿêùî

iñíó¹ ðîçáèòòÿ ∆a0
i êîíñòàíòè A(a) > 0, B(a) ≥ 0, m ≥ 2 òàêi, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ 0 < a ≤ a0 i γ ∈ Γ0 âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà óìîâà:

U(γ) ≥ A(a)
∑

∆∈∆a:|γ∆|≥2

|γ∆|m −B(a)|γ|. (41)

Çàóâàæåííÿ 3.1. Íàäñòiéêi âçà¹ìîäi¨ áóëè ââåäåíi Ä. Ðþåëåì (äèâ.

[66] àáî [19], Ãë.3, § 3.2.9 i [32]). ß. Ì. Ïàðê (äèâ. [67]) âïåðøå âèêîðè-

ñòàâ óìîâó ïîñèëåíî¨ íàäñòiéêîñòi ç m > 2, ùîá äîâåñòè îáìåæåíiñòü

åêñïîíåíòè âiä îïåðàòîðà ëîêàëüíî¨ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê äëÿ êâàíòîâî¨

ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷îãî Áîçå ãàçó. Îçíà÷åííÿ 3.3 áóëî âïåðøå çàïðîïî-

íîâàíî â [56]. Íà âiäìiíó âiä îçíà÷åííÿ Ïàðêà â íåðiâíiñòü (41) âêëþ÷à¹

âèïàäîê m = 2, àëå ç êîíñòàíòàìè, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà a. Ïî-

ñèëåíî íàäñòiéêi âçà¹ìîäi¨ âêëþ÷àþòü ïîòåíöiàëè, ÿêi íå ¹ iíòåãðîâíi

â íóëi 0 ∈ Rd.

Óìîâè ñòiéêîñòi, íàäñòiéêîñòi òà ïîñèëåíî¨ íàäñòiéêîñòi, ñôîðìó-

ëüîâàíi â (38), (40) i (41), íàêëàäàþòü çàãàëüíi óìîâè íà õàðàêòåð

åíåðãi¨ âçà¹ìîäi¨. Â ðàìêàõ íàáëèæåííÿ òàêèõ âçà¹ìîäié äâîõ÷àñòèí-

êîâèìè (ïàðíèìè) ïîòåíöiàëàìè òðåáà çíàéòè íàéáiëüø îïòèìàëüíi

äîñòàòíi óìîâè ¨õ âèêîíàííÿ. Òàêi óìîâè äîñëiäæóâàëèñÿ áàãàòüìà àâ-

òîðàìè. Ìè ðàäèìî ÷èòà÷ó çâåðíóòèñü äî íàéáiëüø ïiçíüîãî îãëÿäó

[55], â ÿêîìó äåòàëüíî îáãîâîðåíi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè öi¹¨ ïðîáëåìè

òà îòðèìàíi äåÿêi íîâi ðåçóëüòàòè.
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3.2.2 Óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨

Óìîâè, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ïîñèëåíó íàäñòiéêiñòü, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè

òàêèì ÷èíîì.

(A): Óìîâè íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨. Íåõàé φ ¹ íåïåðåðâíèì íà

R+\{0}, äëÿ ÿêîãî iñíóþòü êîíñòàíòè r0 > 0, R > r0, ϕ0 > 0, ϕ1 >

0, and ε0 > 0 òàêi, ùî:

1)φ(|x|) ≡ −φ−(|x|) ≥ − ϕ1

|x|d+ε0
äëÿ |x| ≥ R, ; (42)

2)φ(|x|) ≡ φ+(|x|) ≥ ϕ0

|x|s
, s ≥ d äëÿ |x| ≤ r0, (43)

äå

φ+(|x|) := max{0, φ(|x|)}, φ−(|x|) := −min{0, φ(|x|)}. (44)

Ç óìîâè (42) ñëiäó¹, ùî äëÿ ε < ε0

υε = υε(a) := sup
x∈Rd

∑
∆∈∆a

sup
y∈∆

φ−(|x− y|)|x− y|ε <∞. (45)

Ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 3.3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ çàäîâîëüíÿ¹ (A). Òîäi äëÿ äî-

âiëüíèõ γ ∈ Γ0 i a < r0 íåðiâíiñòü (41) âèêîíó¹òüñÿ ç

A(a) = Cs,d−
υ0

2s/d
, B(a) =

υ0

2
, m = 1 +

s

d
, Cs,d =

1

22s+1

(
2π

d
2

dΓ
(
d
2

)) s
d
ϕ0

as
.

(46)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ â [55], àëå íàìè äàëi áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñü

ëèøå âèïàäîê, êîëè

A(a) =
ϕ0

4(
√
da)s

− υ0

2
, B(a) =

υ0

2
, m = 2. (47)

Ó öüîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ çíà÷íî ñïðîùó¹òüñÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî γ ∈
Γ0 òà äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ ∆a:
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U(γ) =
∑

{x,y}⊂ γ

φ(|x−y|) =
∑

∆∈∆λ:|γ∆|≥2

U(γ∆)+
∑

{∆,∆′}⊂∆λ

∑
x∈γ∆
y∈γ∆′

φ(|x−y|).

(48)

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (A) íà ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨, âèçíà÷åííÿ (4) i íåðiâ-

íiñòü |γ∆| |γ∆′ | ≤ 1
2

(
|γ∆|2 + |γ∆′ |2

)
, îòðèìà¹ìî:

U(γ) ≥
∑

∆∈∆λ:|γ∆|≥2

[
ϕ0

4(
√
da)s

− υ0

2

]
|γ∆|2 −

υ0

2
|γ|. (49)

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ç îçíà÷åííÿ (4) i íåðiâíîñòi (42) çðîçóìiëî, ùî υ0 ∼
c
ad
. Òîäi, äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ a êîíñòàíòà A(a) > 0 äëÿ s > d i äëÿ

äîñòàòíüî âåëèêèõ ϕ0 ó âèïàäêó s = d.

3.2.3 Âèçíà÷åííÿ ìiðè Ãiááñà íåñêií÷åííèõ ñèñòåì

Â ðàìêàõ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ ñèñòåìà, ùî çíàõîäèòüñÿ â

îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ, õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ôiêñîâàíîþ òåìïåðàòóðîþ T

i ïàðàìåòðîì µ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ õiìi÷íèì ïîòåíöiàëîì. Ïàðàìåòð

µ âiäïîâiäà¹ çà ðîçïîäië êiëüêîñòi ÷àñòèíîê N â Λ (äèâ., íàïðèêëàä,

[68]). Ìiðà Ãiááñà µΛ ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â

(Rd ⊗ Rd)N . Âèðàç äëÿ ùiëüíîñòi áóäå ìàòè âèãëÿä:

DΛ(γ̃, N) =
1

ZΛ

1

N !
eβµN−βE(γ̃), N = |γ̃|, (50)

äå ïîñòiéíà íîðìóâàííÿ ZΛ ìà¹ íàçâó âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè i

âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

ZΛ =
∑
N≥0

1

N !

∫
Γ̃

(N)
Λ

dγ̃eβµN−βE(γ̃), dγ̃ := (dσ̃)N := (dσ ⊗ dp)N . (51)

Äëÿ ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì óñi ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿìè

êîîðäèíàò. Òîìó ó âèðàçàõ äëÿ ñåðåäíiõ òà ó âèðàçi äëÿ âåëèêî¨ ñòàòè-

ñòè÷íî¨ ñóìè ìîæíà âèêîíàòè iíòåãðóâàííÿ çà iìïóëüñíèìè çìiííèìè
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pi ∈ Rd, i = 1, N i ïåðåïèñàòè âèðàç äëÿ ìiðè Ãiááñà äëÿ âåëèêîãî

êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié ΓΛ ó òàêîìó âèãëÿäi:

µΛ(dγ) =
1

ZΛ
e−βU(γ)λzσ(dγ), (52)

ZΛ =

∫
ΓΛ

e−βU(γ)λzσ(dγ), (53)

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ âèçíà÷åííÿì ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà (29), (29), à

ïîñòiéíà

z =
eβµ

hd

∫
Rd
e−

p2

2m dp = eβµ
(

2πm

βh2

)d/2
(54)

i íàçèâà¹òüñÿ àêòèâíiñòþ ñèñòåìè.

Ó âèïàäêó íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè â Rd ó ïiäõîäi Äîáðóøèíà-

Ëåíôîðäà-Ðþåëÿ (äèâ. [25],[31]) ìiðà Ãiááñà µ âèçíà÷à¹òüñÿ íà Γ çà

äîïîìîãîþ ñiì'¨ óìîâíèõ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ, ùiëüíiñòü ÿêèõ âè-

çíà÷à¹òüñÿ ïîõiäíîþ Ðàäîíà-Íiêîäèìà

dµΛ

dλzσ
(η| γ̄Λc) =

exp {−βU(η| γ̄Λc)}
ZΛ(γ̄Λc)

, (55)

äå

Λ ∈ Bc(Rd), Λc = Rd \ Λ, η ∈ ΓΛ, γ̄ ∈ Γ.

Âiäïîâiäíi éìîâiðíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

ΠΛ(A, γ̄Λc) =

∫
ΓΛ

11A(γ̄Λc ∪ η)µΛ(dη|γ̄Λc), A ∈ B(Γ), (56)

äå

U(η|γ̄Λc) := U(η) +W (η; γ̄Λc), W (η; γ) :=
∑
x∈η,
y∈γ

φ(|x− y|). (57)

U(η) � öå åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ óñiõ ÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ η ⊂ Λ, à

W (η; γ̄Λc) � öå åíåðãiÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ ÷àñòèíêàìè êîíôiãóðàöi¨ η i ÷à-

ñòèíêàìè êîíôiãóðàöi¨ γ̄Λc , à

ZΛ(γ̄Λc) =

∫
ΓΛ

exp {−U(η| γ̄Λc)}λzσ(dη). (58)
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Òîäi µ áóäåìî íàçèâàòè ìiðîþ Ãiááñà, ÿêùî

µ(ΠΛ(A, ·)) =

∫
Γ

ΠΛ(A | γ)µ(dγ) = µ(A) (59)

äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ B(Γ) i Λ ∈ Bc(Rd). Ìíîæèíó óñiõ ìið Ãiááñà,

ÿêi âiäïîâiäàþòü ïîòåíöiàëó φ, àêòèâíîñòi z i îáåðíåíié òåìïåðàòó-

ði β ïîçíà÷èìî ÷åðåç G(φ, z, β). Ôîðìóëó (59) íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì

Äîáðóøèíà-Ëåíàðäà-Ðþåëÿ (ÄËÐ). ßêùî ìiðà µ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿí-

íÿ ÄËÐ, òîäi öå ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùî µ ¹ ìiðîþ

Ãiááñà.

Áiëüø ïðîçîðèì ç àíàëiòè÷íî¨ òî÷êè çîðó ¹ ðiâíÿííÿ, ÿêå çàïðî-

ïîíóâàâ Ðþåëü (ÐÐÞ) â ðîáîòi [32]. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Γ)-

âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ F i Λ ∈ Bc(Rd) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü:∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη). (60)

Íåîáõiäíî òàêîæ íàâåñòè ùå îäíå ðiâíÿííÿ, ÿêå áóëî çàïðîïîíîâàíå

â ðîáîòàõ [69, 70], öå ðiâíÿííÿ Ãåîðãii-Íãó¹íà-Öåññiíà (ÃÍÖ). Äëÿ äî-

âiëüíî¨ ïîçèòèâíî¨ B(Rd)⊗B(Γ)-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ H ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà:∫
Γ

∑
x∈γ

H(x; γ)µ(dγ) = z

∫
Γ

∫
Rd
H(x; γ ∪ {x})e−βW ({x};γ)σ(dx)µ(dγ).

(61)

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ðîçäiëó íàâåäåìî òåîðåìó, ÿêà ïiäñóìîâó¹ ðå-

çóëüòàòè âèùåíàâåäåíèõ ðîáiò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé µ ∈ GV . Òîäi ðiâíÿííÿ ÄËÐ (59), ðiâíÿííÿ ÐÐÞ

(60) i ðiâíÿííÿ ÃÍÖ (61) ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Áiëüø  ðóíòîâíèé îïèñ ìið Ãiááñà, ÿê äëÿ âåëèêîãî êàíîíi÷íîãî

àíñàìáëþ, òàê i äëÿ êàíîíi÷íîãî àíñàìáëþ, ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä,

â ìîíîãðàôiÿõ [71, 69, 72].
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4 Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ìið Ãiááñà

Ç òî÷êè çîðó ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ áóëè âïåðøå

ââåäåíi ùå íà ïî÷àòêó XX ñòîëiòòÿ Îðøòåéíîì i Öåðíiêå ïðè äîñëi-

äæåííi êðèòè÷íèõ ôëóêòóàöié. Ìàòåìàòè÷íi äîñëiäæåííÿ êîðåëÿöié-

íèõ ôóíêöié, ìàáóòü, ïî÷àëèñÿ ç ðîáîòè Iâîíà [3] i íåçàëåæíèõ äîñëi-

äæåíü Áîãîëþáîâà [4], Êiðêâóäà [5] òà Áîðíà-Ãðiíà [6]. Ç òî÷êè çîðó

òåîði¨ ìiðè êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ¹ â ïåâíîìó ñåíñi àíàëîãîì ìîìåíòiâ

ìiðè. Ðîçãëÿíåìî àíàëîã ìîìåíòiâ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ.

4.1 Êîðåëÿöiéíi ìiðè òà êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨

Ïåðø çà âñå òðåáà çàóâàæèòè, ùî êîæíó êîíôiãóðàöiþ γ ìîæíà îòî-

òîæíèòè ç óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ (äèâ. (7), (8), (10)). Àëå ó ïðîñòîði

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ (çâåäåííÿ ó ñòåïiíü)íå ¹ âè-

çíà÷åíîþ. Ó ãàóññiâñüêîìó àíàëiçi (òîáòî íà ïðîñòîðàõ ôóíêöié, ÿêi ií-

òåãðîâíi çà ìiðîþ Ãàóññà) ââîäÿòü òàê çâàíó âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ.

Òàê ñàìî ìîæíà çðîáèòè i ó âèïàäêó ïóàññîíiâñüêîãî àíàëiçó. Áiëüø

äåòàëüíî ìè îáãîâîðèìî öå ïèòàííÿ ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ç òî÷êè

çîðó óçàãàëüíåíèõ ïóàññîíiâñüêèõ ôóíêöiîíàëiâ [73, 64, 74]. Íàâåäå-

íi íèæ÷å êîíñòðóêöi¨ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â áiëüø äåòàëüíîìó

îïèñi â ðîáîòi [75].

Ïåðøà ñòåïiíü âèçíà÷à¹òüñÿ çâè÷àéíèì ÷èíîì çà âèçíà÷åííÿì óçà-

ãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨. Íåõàé G ¹ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði êîíôiãóðàöié Γ0

(G : Γ0 → R), òàêîþ, ùî

G � Γ
(n)
0 = G(n)({x1, ..., xn}) := Gn(x1, ..., xn), Gn ∈ C0(Rdn). (62)

Òîäi

< G(1), γ > :=
∑
x1∈γ

< G(1), εx1
> =

∑
x1∈γ

G1(x1). (63)

n-ó ñòóïiíü âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ

< G(n), : γ⊗n :> :=
∑

{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn). (64)
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Òîäi àíàëîãîì ôîðìóëè ìîìåíòiâ ¹ ôîðìóëà∫
Γ

< G(n), : γ⊗n :> µ(dγ) :=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) .

(65)

Ôóíêöiþ ρ(n) áóäåìî íàçèâàòè êîðåëÿöiéíîþ ìiðîþ ìiðè µ íà Γ(n).

ßêùî êîðåëÿöiéíà ìiðà ρ(n) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè

Ëåáåãà â Rdn, òîäi ¨¨ ùiëüíiñòü âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíó êîðåëÿöiéíó ôóí-

êöiþ:

ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) :=
1

n!
ρn(x1, ..., xn)σ(dx1) · · ·σ(dxn),

ρn(x1, ..., xn) := ρ(η) � Γ(n), η = {x1, ..., xn}. (66)

Ç óðàõóâàííÿì (64) ôîðìóëó (65) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi∫
Γ

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn)µ(dγ) = (67)

=

∫
Rdn

Gn(x1, ..., xn)ρ(n) ((σ(dx1), ..., σ(dxn)) .

Êîðåëÿöiéíó ìiðó òåïåð ìîæíà âèçíà÷èòè íà ïðîñòîði óñiõ ñêií÷åííèõ

êîíôiãóðàöié Γ0, ïðîñóìóâàâøè ðiâíiñòü (67) çà âñiìà n ≥ 0. Òîäi ç

(67) îòðèìó¹ìî ôîðìóëó:∫
Γ

∞∑
n=0

∑
{x1,...,xn}⊂γ

Gn(x1, ..., xn)µ(dγ) :=

∫
Γ

∑
ηbγ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(dη),

(68)

à ó âèïàäêó (66)∫
Γ

∑
ηbγ

G(η)µ(dγ) =

∫
Γ0

G(η)ρ(η)λσ(dη), (69)

äå çíà÷îê η b γ îçíà÷à¹ ñóìóâàííÿ çà óñiìè ñêií÷åííèìè ïiäìíîæè-

íàìè η íåñêií÷åííî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ. Ïiäñòàâèìî â (68) G = 11A, A ∈
B(Γ0), òîäi îòðèìó¹ìî îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíî¨ ìiðè íà B(Γ0):

ρµ(A) = ρ(A) =

∫
Γ

∑
ηbγ

11A(η)µ(dγ), (70)
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àáî, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó (69) òà âèçíà÷åííÿ ìiðè λσ, îòðè-

ìó¹ìî:

ρ(A) =

∫
Γ0

11A(η)ρ(η)λσ(dη) =

∫
Γ0

11A(η)z−|η|ρ(η)λzσ(dη). (71)

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî àáñîëþòíî-íåïåðåðâíà

âiäíîñíî ìiðè λzσ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) ìiðà µΛ = µ◦p−1
Λ ¹

àáñîëþòíî-íåïåðåðâíà âiäíîñíî ìiðè λΛ
zσ, òîáòî iñíó¹ ïîõiäíà Ðàäîíà-

Íiêîäèìà:
dµΛ

dλΛ
zσ

(γ). (72)

Íàñòóïíà ëåìà äà¹ ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè öþ ïîõiäíó äëÿ µ ∈ GV :

Ëåìà 4.1. Íåõàé µ ∈ GV . Òîäi âîíà ¹ ëîêàëüíî àáñîëþòíî-íåïåðåðâíà
âiäíîñíî λzσ, i

dµΛ

dλΛ
zσ

(η) =

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (73)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F ¹ ïîçèòèâíîþ BΛ(Γ)-âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ. Òîäi

iñíó¹ B(ΓΛ)-âèìiðíà ôóíêöiÿ f òàêà, ùî F = f ◦ pΛ (F (γ) = f(γΛ)).

Òîäi çà îçíà÷åííÿì ïðîåêöi¨ ìiðè:∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη). (74)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ìiðà µ ¹ ãiááñîâîþ i çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ðþ-

åëÿ (60). Òîäi∫
Γ

F (γ)µ(dγ) =

∫
ΓΛ

[∫
ΓΛc

F (η ∪ γ)e−βU(η|γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη) =

=

∫
ΓΛ

f(η)

[∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ)

]
λzσ(dη). (75)

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà âèçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ Ðàäîíà-Íiêîäèìà∫
ΓΛ

f(η)µΛ(dη) =

∫
ΓΛ

f(η)
dµΛ

dλΛ
zσ

(η)λzσ(dη), (76)
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i ïîðiâíþþ÷è (76) ç (75) îòðèìó¹ìî (73).

�

Ëåìà 4.2. Íåõàé µ ∈ GV i äëÿ áóäü ÿêîãî Λ ∈ Bc(Rd) iñíó¹ ïîñòiéíà
CΛ > 0 òàêà, ùî

dµΛ

dλΛ
zσ

(η) = ≤ C |η|Λ . (77)

Òîäi êîðåëÿöiéíà ìiðà (70) ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ìiðè

λzσ, à ¨¨ ùiëüíiñòü âèðàæà¹òüñÿ êîðåëÿöiéíèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêèé ìà¹

òàêèé âèãëÿä:

ρ(η) = z|η|
∫

Γ

e−βU(η)−βW (η;γ)µ(dγ). (78)

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî A ∈ Bc(Γ0)

iñíó¹ Λ ∈ Bc(Rd) òàêå, ùî ôóíêöiÿ
∑
η⊂γ 11A(η) ¹ BΛ(Γ0)-âèìiðíîþ, à

ρ(A) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

11A(η)µΛ(dγ) =

∫
ΓΛ

∑
η⊂γ

11A(η)
dµΛ

dλΛ
zσ

(γ)λΛ
zσ(dγ). (79)

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (79) Ëåìó 3.2 (ðiâíiñòü (36)) ç

G(γ) =
dµΛ

dλΛ
zσ

(γ), H(η, γ \ η)) = 11A(η)11ΓΛ(γ \ η). (80)

Îòðèìó¹ìî, ùî

ρ(A) =

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

11A(η)
dµΛ

dλΛ
zσ

(η ∪ γ)λΛ
zσ(dγ)λzσ(dη). (81)

Òîäi, ïîðiâíþþ÷è ç (71), îòðèìà¹ìî:

ρ(η) = z|η|
∫

ΓΛ

dµΛ

dλΛ
zσ

(η ∪ γ)λzσ(dγ). (82)

Ïiäñòàâèìî â (82) âèðàç (73). Òîäi ìà¹ìî

ρ(η) = z|η|
∫

ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η∪γ)−βW (η∪γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ) = (83)

= z|η|
∫

ΓΛ

∫
ΓΛc

e−βU(η)−βW (η;γ∪ξ)e−βU(γ)−βW (γ;ξ)µ(dξ)λzσ(dγ).
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Çàñòîñîâóþ÷è â îñòàííüîìó âèðàçi (83) ðiâíÿííÿ Ðþåëÿ (60), îòðèìó-

¹ìî (78). �

Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ïiäðîçäiëó íàâåäåìî âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ

ôóíêöié, ùî âiäïîâiäàþòü óìîâíîìó ðîçïîäiëó Ãiááñà â îáìåæåíîìó

îá'¹ìi Λ i ïðè ôiêñîâàíèõ ãðàíè÷íèõ êîíôiãóðàöiÿõ γ̄ ∈ ΓΛc :

ρΛ(η | γ̄) =
z|η|

ZΛ(γ̄)

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ|γ̄)λzσ(dγ), ρΛ(η) = ρΛ(η | {∅}). (84)

4.2 Ïóàññîíiâñüêi ïîëÿ òà ¨õ ðåãóëÿðèçàöiÿ

Â òåîði¨ åâêëiäîâèõ êâàíòîâàíèõ ïîëiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [76], ðîçä.

29.2) ïîëÿ âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàòîðíî-çíà÷íèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöi-

ÿìè íà ïðîñòîði Øâàðöà S(R4). Âiëüíå åâêëiäîâå ñêàëÿðíå ïîëå ìîæíà

òàêîæ âèçíà÷èòè ÿê óçàãàëüíåíèé ãàóññiâñüêèé ïðîöåñ, iíäåêñîâàíèé

ôóíêöiÿìè f ∈ S(R4) [77]. Âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçãëÿäàþòü ÿê

ïðîöåäóðó îðòîãîíàëiçàöi¨ ìîíîìiâ âiëüíîãî åâêëiäîâîãî (àáî ãàóññiâ-

ñüêîãî) ïîëÿ [78] (äèâ. òàêîæ [79]).

Çà àíàëîãi¹þ ç ãàóññiâñüêèì ïîëåì ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ ïóàññî-

íiâñüêîãî ïîëÿ ÿê ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó íà ïðîñòîði

C0(Rd). Çàïèøåìî âiäîáðàæåííÿ (7) ó âèãëÿäi:

γ = {x1, . . . , xn, . . .} 7→ γ(x) =

∞∑
i=1

δ(x− xi). (85)

Òîäi ôîðìóëà (10) ìà¹ âèãëÿä:

< γ, f > := γ(f) =

∫
Rd
f(x)γ(x)dx =

∑
x∈γ

f(x) (86)

Âiäïîâiäíî ðîáîòi [73] ââåäåìî ïåðåòâîðåííÿ ôóíêöié F ∈ L2(Γ, πσ) çà

ôîðìóëîþ:

(UF (·)) (f) := lπσ (f)−1

∫
Γ

ei<γ,f>F (γ)πσ(dγ), f ∈ C0(Rd), (87)

äå lπσ (f) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (32), à òî÷êà îçíà÷à¹ ìiñöå àðãóìåíòà

ôóíêöi¨ F , ïî ÿêîìó ó ïðàâié ÷àñòèíi âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿ çà
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ìiðîþ πσ. Íàïðèêëàä, äëÿ ôóíêöi¨ F (γ) = exp[< γ, log(1 + g) >], ÿêà

âèçíà÷åíà äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié g ∈ C0(Rd) ç |g| < 1 ôóíêöiþ UF

ëåãêî ïîðàõóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (32):

(U exp[< ·, log(1 + g) >]) (f) = exp

[∫
Rd
eif(x)g(x)dx

]
. (88)

Âíàñëiäîê ùiëüíîñòi ëiíiéíî¨ îáîëîíêè åêñïîíåíöiàëüíèõ âåêòîðiâ

{ei<γ,f> | f ∈ C0(Rd)} â L2(Γ, πσ) ([64], òåîðåìà 3) ç ðiâíîñòi

UF = 0 âèõîäèòü, ùî U ≡ 0, òîáòî iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ U−1, ÿêå íà ôóíêöiîíàëàõ âèãëÿäó G[f ] = exp[
∫
Rd e

if(x)g(x)dx],

äå f, g ∈ C0(Rd), à |g| < 1 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ:(
U−1G[·]

)
(γ) = exp[< γ, log(1 + g) >]. (89)

ßêùî òåïåð âèçíà÷èòè ôóíêöiþ F òàêèì ÷èíîì, ùî G[f ] = F (ef ),

òîäi âiêiâñüêó ðåãóëÿðèçàöiþ âèçíà÷àþòü [73] çà ôîðìóëîþ:

: F (γ) : :=
(
U−1F (ei·

)
(γ). (90)

Ç ôîðìóë (89) i (90) òà âèçíà÷åíü ôóíêöié G i F âèõîäèòü, ùî

: e<γ,g> : = exp[< γ, log(1 + g) >]. (91)

Ç öi¹¨ ôîðìóëè ìîæíà îòðèìàòè âèðàç äëÿ âiêiâñüêèõ ìîíîìiâ. Âèáå-

ðåìî äëÿ öüîãî ôóíêöiþ g ó âèãëÿäi g =
∑k
j=1 αjgj i gj ∈ C0(Rd) òà

äîñòàòíüî ìàëèìè αj , j = 1, . . . , k äëÿ òîãî, ùîá |g| < 1. Òîäi:

:

k∏
j=1

< γ, gj >: =
∂k

∂α1 · · · ∂αk
exp[< γ, log(1 +

k∑
j=1

αjgj) >]|α1=...=αk=0.

(92)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òàêå âèçíà÷åííÿ âiêiâñüêèõ ìîíîìiâ çáiãà¹òüñÿ

ç âèçíà÷åííÿì ôîðìóëîþ (64), â ÿêié òðåáà âèáðàòè ôóíêöiþ G ó âè-

ãëÿäi:

Gn(x1, ..., xn) =
∑
π∈Pn

g1(xπ(1)) · · · gn(xπ(n)). (93)
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Ôîðìóëó Ìåêêå (33) äëÿ ôóíêöié F, G ∈ L2(Γ, πσ) ìîæíà çàïèñàòè ó

òàêîìó âèãëÿäi:∫
Γ

:< γ,ϕ >G(γ) : F (γ)πσ(dγ) = (94)

=

∫
Γ

∫
Rd
ϕ(x) :G(γ) : F (γ ∪ {x})σ(dx)πσ(dγ), ϕ ∈ C0(Rd).

Äîâåäåííÿ äëÿ ôóíêöié âèãëÿäó F (γ) = ei<γ,f>, f ∈ C0(Rd) i G(γ) =

ei<γ,g>, g ∈ C0(Rd) âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè

(91), (32). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (94), çðîáèâøè çàìiíè: πσ → λzσ,

Γ → ΓΛ, :< γ,ϕ > G(γ) : F (γ) →:
∏m
j=1 < γ, gj >: Z−1

Λ exp[−βU(γ)].

Òîäi êîðåëÿöiéíó ôóíêöiþ ρΛ(η) = ρΛ({x1, . . . , xm}) := ρΛ
m(x1, . . . , xm)

(äèâ. (84)) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi âiêiâñüêèõ ìîìåíòiâ ïóàññîíiâ-

ñüêèõ ïîëiâ (85):

ρΛ
m(x1, . . . , xm) =

1

ZΛ

∫
ΓΛ

: γ(x1) · · · γ(xm) : e−βU(γ)λzσ(dγ). (95)

4.3 Ëîêàëüíi ñïîñòåðåæóâàíi òà êîðåëÿöiéíi ôóí-

êöi¨

Ñïîñòåðåæóâàíi âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿìè êîíôiãóðàöiéíèõ çìiííèõ.

Ïðèðîäíî, ùî öÿ çàëåæíiñòü ïîâèííà áóòè òiëüêè âiä äåÿêî¨ ëîêàëüíî¨

êiëüêîñòi çìiííèõ, áî ìè ìîæåìî ñïîñòåðiãàòè òiëüêè îáìåæåíó îáëàñòü

ñèñòåìè. Òîìó ìàòåìàòè÷íî âèçíà÷èòè ëîêàëüíó ñïîñòåðåæóâàíó âå-

ëè÷èíó ìîæíà íàñòóïíèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Áóäü-ÿêà âèìiðíà ôóíêöiÿ FB , âèçíà÷åíà íà êîí-

ôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði Γ, íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíîþ ñïîñòåðåæóâàíîþ,

ÿêùî âîíà çàëåæèòü òiëüêè âiä ÷àñòèíè êîíôiãóðàöi¨ ÷àñòèíîê, ùî

ìiñòèòüñÿ ó îáëàñòi B b Rd, òîáòî

FB(γ) = f(γ ∩B) = f(γB) (96)

¹ öèëiíäðè÷íîþ ôóíêöi¹þ.
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�¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ç äîïîìîãîþ éìîâiðíiñíîãî ðîçïî-

äiëó µ çà ôîðìóëîþ

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)dµ(γ). (97)

Ç óñiõ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (òîáòî ôóíêöié, ùî ââåäåíi íà ìíîæèíi êîí-

ôiãóðàöié Γ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè) ÷àñòiøå âñüîãî çóñòði÷àþòüñÿ òàê çâàíi

ñóìàòîðíi âåëè÷èíè.

Îçíà÷åííÿ 4.3. Âåëè÷èíà F (·) íàçèâà¹òüñÿ ñóìàòîðíîþ âåëè÷èíîþ

k-ãî ïîðÿäêó, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

FB(γ) =
∑

{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk), (98)

äå fB;k(x1, . . . , xk) � äåÿêà ñèìåòðè÷íà ôóíêöiÿ ñâî¨õ çìiííèõ.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ëîêàëüíó ñïîñòåðåæóâàíó âåëè÷èíó ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

FB(γ) =

∞∑
k=0

∑
{x1,...,xk}⊂γ

fB;k(x1, . . . , xk) =
∑
ηbγ

fB(η). (99)

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (68), (69), âèðàç (97) äëÿ ñåðåäíiõ âiä

ôóíêöié (99) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

< FB >µ=

∫
Γ

FB(γ)µ(dγ) =

∫
Γ0

fB(η)ρ(η)λσ(dη). (100)

Îòæå, çíàþ÷è âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨, ìîæíà îá÷èñëèòè

ñåðåäíi ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí, îáðàõîâóþ÷è iíòåãðàëè çà ìiðîþ

Ëåáåãà-Ïóàññîíà.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Âèçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié, ÿêå ïðèâåäåíå

âèùå ôîðìóëàìè (65), (66), íàëåæèòü Ëåíàðäó [33, 34, 35]. Òàêå âèçíà-

÷åííÿ â çíà÷íié ìiði ìîòèâîâàíå âèãëÿäîì ñïîñòåðåæóâàíèõ âåëè÷èí
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(99). Ëåíàðä òàêîæ âèçíà÷èâ îïåðàòîð S ÿê âiäîáðàæåííÿ ôóíêöié G

(äèâ. (62)) íà Γ0 ó ôóíêöi¨ SG íà Γ:

(SG) (γ) =
∑
ηbγ

G(η). (101)

Òàêå âiäîáðàæåííÿ äàëî ïîøòîâõ äî ñòâîðåííÿ ãàðìîíiéíîãî àíàëi-

çó íà ïðîñòîðàõ ëîêàëüíî ñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié [36] (äèâ. òàêîæ

[75]) çà àíàëîãi¹þ ñïiââiäíîøåííÿ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó êâàäðàòè-

÷íî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié íà R1 òà ïðîñòîðó l2 êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âiäïîâiäíèé ïðîñòið êîå-

ôiöi¹íòiâ Ôóð'¹.

4.4 Ðiâíÿííÿ Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ êîðåëÿöié-

íèõ ôóíêöié

Çàïèøåìî âèðàç äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñè-

ñòåìi, ùî çíàõîäèòüñÿ â îáìåæåíîìó îá'¹ìi Λ ∈ Bc(Rd). Ïîêëàäàþ÷è
ó âèðàçi (84) γ̄ = ∅, îòðèìà¹ìî âèðàç:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βU(η∪γ)λzσ(dγ). (102)

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ iñíóâàííÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íà ΓΛ ¹ óìîâà

ñòiéêîñòi (äèâ. ô-ëó (38)). Öÿ óìîâà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè îöiíêè:

1 ≤ ZΛ ≤ eze
βBσ(Λ) (103)

òà

0 ≤ ρΛ(η) ≤ Z−1
Λ eze

βBσ(Λ). (104)

Öi îöiíêè ¹ íàñëiäêîì óìîâè (38) i âèçíà÷åííÿ iíòåãðàëó çà ìiðîþ

Ëåáåãà-Ïóàññîíà (29). Àëå îöiíêà (104) íå äà¹ ïiäñòàâ çðîáèòè âèñíî-

âîê, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ρΛ(η) ìà¹ òåðìîäèíàìi÷íó ãðàíèöþ ïðè

Λ ↑ Rd.
Îäíèì iç ìåòîäiâ ïîáóäîâè êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ïðè íåñêií÷åí-

íîìó îá'¹ìi ¹ ìåòîä ðiâíÿíü. Òðåáà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié ρ
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i çíàéòè ¨õ ðîçâ'ÿçîê. Îòðèìà¹ìî ñïåðøó òàêi ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié

ρΛ, òîáòî ó ñêií÷åííîìó îá'¹ìi. Âèäiëèìî äëÿ öüîãî â êîíôiãóðàöi¨ η

äåÿêó òî÷êó x ∈ η i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ η(x̂) := η\{x}. Òîäi âèðàç (102)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

e−βW (x;γ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (105)

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ó âèïàäêó ïàðíîãî ïîòåíöiàëó âçà¹ìîäi¨ åíåð-

ãiÿ âçà¹ìîäi¨ äâîõ êîíôiãóðàöié çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (57). Òîäi åêñïî-

íåíòó â (105) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

e−βW (x;γ) =
∏
y∈γ

[
(e−βφ(|x−y|) − 1) + 1

]
. (106)

Äàëi äëÿ äîâiëüíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ C(Rd) i äîâiëüíîãî γ ∈ ΓΛ

ñïðàâåäëèâà ïðîñòà êîìáiíàòîðíà ôîðìóëà:∏
y∈γ

[1 + ϕ(y)] =
∑
ξ⊆γ

∏
y∈ξ

ϕ(y). (107)

Ââåäåìî íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:

K(x; ξ) :=


∏
y∈ξ(e

−βφ(|x−y|) − 1), |ξ| ≥ 1,

1, ξ = ∅.
(108)

Òîäi âèðàç (105) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∑
ξ⊆γ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪γ)λzσ(dγ). (109)

Çàñòîñó¹ìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè (109) Ëåìó 3.2 (ðiâíiñòü (36)) ç ΓΛ çà-

ìiñòü Γ0 i

G(γ) = e−βU(η(x̂)∪γ), (110)

H(ξ, γ \ ξ)) = K(x; ξ) ≡ K(x; ξ)11ΓΛ(γ \ ξ).
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Òîäi

ρΛ(η) = z|η|
e−βW (x;η(x̂))

ZΛ

∫
ΓΛ

∫
ΓΛ

K(x; ξ)e−βU(η(x̂)∪ξ∪γ)λzσ(dγ)λzσ(dξ).

(111)

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êîðåëÿöiéíîãî ôóíêöiîíàëó (102), îòðèìà-

¹ìî îñòàòî÷íå ñïiââiäíîøåííÿ:

ρΛ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
ΓΛ

K(x; ξ)ρΛ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ). (112)

Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi áóëà âèêîðèñòàíà ðiâíiñòü:∫
ΓΛ

z−|ξ|f(ξ)λzσ(dξ) =

∫
ΓΛ

f(ξ)λσ(dξ), (113)

ÿêà âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà çà ìiðîþ Ëåáåãà-Ïóàññîíà.

Ôîðìàëüíî òàêå ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè i äëÿ íåñêií÷åííî¨

ñèñòåìè â óñüîìó ïðîñòîði Rd:

ρ(η) = ze−βW (x;η(x̂))

∫
Γ0

K(x; ξ)ρ(η(x̂) ∪ ξ)λσ(dξ), η ∈ Γ0. (114)

ßêùî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè îáîõ ðiâíÿíü (112), (114), i ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

(112) â äåÿêîìó ñåíñi ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (114) ïðè Λ ↑ Rd,
òî âií âiäïîâiäà¹ ñiì'¨ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ìiðè Ãiááñà. ßêùî òàêèé

ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäèíàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ

z, β, òî âiäïîâiäíà ìiðà Ãiááñà áóäå âiäïîâiäàòè ¹äèíîìó ãiááñiâñüêîìó

ñòàíó. ßêùî æ ¹ äåêiëüêà ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ òåðìîäè-

íàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ z, β, òîäi öi ðîçâ'ÿçêè áóäóòü âiäïîâiäàòè ðiçíèì

ãiááñiâñüêèì ñòàíàì i òîäi êàæóòü, ùî â ñèñòåìi â îêîëi öèõ òåðìîäè-

íàìi÷íèõ ïàðàìåòðiâ âiäáóâà¹òüñÿ ôàçîâèé ïåðåõiä.

Çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ z, β, ïðè ÿêèõ iñíó¹ ¹äèíèé ãiááñiâñüêèé ñòàí,

íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèìè. Äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà â

îáëàñòi ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ z, β äîáðå âèñâiòëåíå â ëiòå-

ðàòóði i ÷èòà÷ ìîæå çíàéòè ¨õ, íàïðèêëàä, â ìîíîãðàôiÿõ [19, 21] òà

âiäïîâiäíèõ â íèõ ïîñèëàííÿõ. Àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ ïðè äîâiëüíèõ
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z, β ïîâ'ÿçàíi ç âèâ÷åííÿì ñïåêòðó îïåðàòîðà Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà,

ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ó äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

ðiâíÿííÿ (112)( àáî ðiâíÿííÿ (114) äëÿ íåîáìåæåíî¨ ñèñòåìè). Ë. À.

Ïàñòóð [19, 21] (äèâ., òàêîæ, [81, 82, 83]) âïåðøå ðîçãëÿíóâ îïåðà-

òîð Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà äëÿ îáìåæåíî¨ ñèñòåìè i ïîêàçàâ, ùî éîãî

ñïåêòð çáiãà¹òüñÿ ç íóëÿìè âåëèêî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ñóìè. Â ðîáîòi [84]

áóëà âñòàíîâëåíà ñòðóêòóðà ñïåêòðó îïåðàòîðà Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà

äëÿ îáìåæåíî¨ ñèñòåìè òà éîãî ôðåäãîëüìiâ õàðàêòåð.

Çàóâàæåííÿ 4.2. Êðiì ðiâíÿíü Êiðêâóäà-Çàëüöáóðãà iñíóþòü ií-

øi ðiâíÿííÿ, ÿêèì çàäîâîëüíÿ¹ êîðåëÿöiéíèé ôóíêöiîíàë ρ(η), η ∈
Γ0 ðiâíîâàæíèõ ñèñòåì ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè. Öå ðiâíÿííÿ Ìàé¹ðà-

Ìîíòðîëëà (äèâ. [19], ðîçä. 4.2.5) òà ðiâíÿííÿ Áîãîëþáîâà, íà ÿêîìó ìè

çóïèíèìîñÿ â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi. Íåñòàíäàðòíèé ïiäõiä çàïðîïîíó-

âàâ Ì. Ñ. Ãîí÷àð. Â ðîáîòi [85] (äèâ., òàêîæ, [86]) âèâåäåíi ðiâíÿííÿ,

ïðàâà ÷àñòèíà ÿêèõ çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì, ùî çáåðiãà¹ iíâàðiàíòíèì

êîíóñ ïîçèòèâíèõ ôóíêöié. Äëÿ ïîçèòèâíèõ ïàðíèõ ïîòåíöiàëiâ âçà-

¹ìîäi¨ ïîáóäîâàíi ðîçâ'ÿçêè ó âèãëÿäi ðîçêëàäiâ, ÿêi çáiãàþòüñÿ ïðè

äîâiëüíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ z, β.

4.5 Ðiâíÿííÿ BBGKY

Äëÿ òîãî, ùîá çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié íåðiâíî-

âàæíî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ÷àñòèíîê, òðåáà ðîçãëÿíóòè ¨õ â êîíôi-

ãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié Γ̃, âèçíà÷åíîìó â (16).

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ̃ ∈ Γ̃ ç γ ∈ Γ0 ãàìiëüòîíiàí ñêëàäà¹òüñÿ

ç êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíîê êîíôiãóðàöi¨ i ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ¨õ

âçà¹ìîäi¨:

H(γ̃) = Ek(γ̃) + U(γ), Ek(γ̃) =
∑
x∈γ

p2
x

2m
. (115)

Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó ñèñòåìó â äåÿêié îáìåæåíié îáëàñòi Λ ⊂ Rd. Âà-
æëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ñèñòåìè ¹ ïîâåäiíêà ÷àñòèíîê ïîáëèçó ãðà-

íèöi ∂Λ ïîñóäèíè Λ. Çàäàìî òàêi ãðàíè÷íi óìîâè çà äîïîìîãîþ äåÿêîãî
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çîâíiøíüîãî ïîëÿ uΛ(x), x ∈ Λ:

uΛ(x) :=

 +∞, ÿêùî, x ∈ ∂Λ,

0, ÿêùî, x ∈ Λδ,
(116)

äå îáëàñòü Λδ ìiñòèòü òî÷êè x ∈ Λ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ íà âiäñòàíi d ≥
δ > 0 âiä ∂Λ. Â îáëàñòi Λ \ Λδ ôóíêöiÿ uΛ(x) ¹ ãëàäêîþ ïîçèòèâíîþ

ôóíêöi¹þ. Ãàìiëüòîíiàí òàêî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

HΛ(γ̃) = Ek(γ̃) + UΛ(γ), UΛ(γ) := U(γ) +
∑
x∈γ

uΛ(x), γ ∈ ΓΛ. (117)

4.5.1 Âèâiä ðiâíÿíü BBGKY

Åâîëþöiÿ ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà (äèâ. (50), (51)) îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Ëióâiëÿ:

∂

∂t
DΛ(t; γ̃) =

{
HΛγ̃, D(t; γ̃)

}
P

= (118)

=
∑
x∈γ

[
∇xHΛ(γ̃) · ∇pxDΛ(t; γ̃)−∇pxHΛ(γ̃) · ∇xDΛ(t; γ̃)

]
,

äå {·, ·}P � öå äóæêè Ïóàññîíà, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ äðóãîþ ñòði÷êîþ

ðiâíÿííÿ (118), à ∇x (∇px) � ãðàäi¹íò çà çìiííîþ x (px). Òðåáà òàêîæ

çàäàòè ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië:

DΛ(t; γ̃)|t=0 = D0
Λ(γ̃). (119)

Âèõîäÿ÷è ç âèãëÿäó ãàìiëüòîíiàíó (äèâ. (115)-(117)), ãðàíè÷íi óìîâè

äëÿ ôóíêöié DΛ(t; γ̃) ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,x∈∂Λ = DΛ(t; γ̃)|∀x∈γ,p(α)
x =±∞,α=1,d

= 0. (120)

Åâîëþöiÿ ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó D0
Λ(γ̃) îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Ëióâiëÿ (118) i âèçíà÷à¹òüñÿ åâîëþöi¹þ ïî÷àòêîâî¨ êîíôiãóðàöi¨ γ =

{x̃1, . . . , x̃N}, N = |γ|, àáî íà ìîâi ïóàññîíiâñüêèõ ïîëiâ:

γ̃(x̃) =

N∑
i=1

δ(x̃ − x̃i) = δ(x− xi)δ(px − pxi). (121)
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Ñòàí ñèñòåìè ÷àñòèíîê â ìîìåíò ÷àñó t áóäå âèçíà÷àòèñü êîíôiãóðà-

öi¹þ

γ̃t = {x1(t), . . . , xN (t)}, γ̃t(x̃) =

N∑
i=1

δ(x̃ − x̃i(t), x̃i(t) = x̃i(t, γ̃),

(122)

äå òî÷êè êîíôiãóðàöi¨ x̃i(t) çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãàìiëüòî-

íà:
dpxi(t)

dt
= −∂H

Λ(γ̃t)

∂xi(t)
,
dxi(t)

dt
=

∂HΛ(γ̃t)

∂pxi(t)
. (123)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Tt îïåðàòîð çñóâó âçäîâæ òðà¹êòîðié ÷àñòèíîê. Òîäi

Ttγ̃ = γ̃t. (124)

Ïðîïîçèöiÿ 4.1. Íåõàé Γ̃Λ ç Λ ∈ Bc ¹ ôàçîâèì ïðîñòîðîì ñèñòåìè

÷àñòèíîê, åâîëþöiÿ ôàçîâèõ òî÷îê γ̃ ∈ Γ̃Λ ÿêèõ îïèñó¹ ñèñòåìà ðiâíÿíü

Ãàìiëüòîíà (123) ç Ãàìiëüòîíiàíîì (117). Òîäi ìiðà

µtDΛ
(dγ̃) := DΛ(t; γ̃)λσ̃(dγ̃), t ≥ 0 (125)

¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî çñóâiâ Tt ó ñåíñi (äèâ. [87]):∫
Γ̃Λ

F (γ̃)µtDΛ
(dγ̃) =

∫
Γ̃Λ

F (Ttγ̃)µ0
DΛ

(dγ̃) (126)

äëÿ ôóíêöié F , äëÿ ÿêèõ iíòåãðàëè â (126) ïðèéìàþòü ñêií÷åííå çíà-

÷åííÿ.

Äîâåäåííÿ ¹ íàñëiäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëióâiëÿ (äèâ., íàïðèêëàä,

[21]) òà âèçíà÷åííÿ ìiðè λσ̃.

Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü íåðiâíîâàæíié äèíàìiöi, âè-

çíà÷àþòüñÿ àíàëîãi÷íî ðiâíîâàæíîìó âèïàäêó (84):

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃), (127)
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äå σ̃ � ìiðà Ëåáåãà â Rd ⊗ Rd, òîáòî dσ̃ = dxdpx. Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî

ðiâíÿííÿ (127). Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ òà ñïiââiäíîøåííÿ:

∇xHΛ(γ̃) :=

 ∇xUΛ(η) + ∇xW (η; γ), ÿêùî, x ∈ η,

∇xUΛ(γ) + ∇xW (η; γ), , ÿêùî, x ∈ γ,
(128)

∇pxHΛ(γ̃) =
1

m
px, x ∈ η ∪ γ, (129)

îòðèìó¹ìî:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xUΛ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃)− 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+ (130)

+
∑
x∈η

∫
Γ̃Λ

∑
y∈γ
∇xφ(|x− y|) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)+

+

∫
Γ̃Λ

∑
x∈γ
∇xHΛ(η̃ ∪ γ̃) · ∇pxDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃)−

−
∫

Γ̃Λ

∑
x∈γ
∇pxHΛ(η̃ ∪ γ̃) · ∇xDΛ(t; η̃ ∪ γ̃)λσ̃(dγ̃).

Çàñòîñó¹ìî äî 2-ãî, 3-ãî i 4-ãî äîäàíêiâ ðiâíÿííÿ (130) ôîðìóëó Ìåê-

êå (33), ÿêà ìà¹ ìiñöå òàêîæ íà ïðîñòîði Γ̃Λ äëÿ ìiðè λσ̃. Âðàõîâó-

þ÷è îçíà÷åííÿ (127) òà ãðàíè÷íi óìîâè (120), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

Áîãîëþáîâà-Áîðíà-Ãðiíà-Êiðêâóäà-Iâîíà:

∂

∂t
ρΛ(t; η̃) =

∑
x∈η

[
∇xUΛ(η) · ∇pxρΛ(t; η̃)− 1

m
px · ∇xρΛ(t; η̃)

]
+

+
∑
x∈η

∫
Λ

∫
Rd
∇xφ(|x− y|) · ∇pxρΛ(t; η̃ ∪ {(y, py)})dydpy.

(131)
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4.5.2 Ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿíü BBGKY

Ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó, ïîäiáíó äî ôîðìóëè (102), çàïèøåìî ñïåðøó

òâiðíèé ôóíêöiîíàë äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ρΛ
n(t; x̃1, . . . , x̃n):

FΛ(t; j) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
Λn

∫
Rdn

(dx̃)nρΛ
n(t; x̃1, . . . , x̃n)j(x̃1) · · · j(x̃n) =

=

∫
Γ̃Λ

ρΛ(t; η̃)
∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dη̃). (132)

Ïiäñòàâèìî ó öþ ôîðìóëó âèçíà÷åííÿ (127) i çàñòîñó¹ìî ðiâíiñòü (36),

ÿêà ñïðàâåäëèâà i äëÿ ìiðè λσ̃ íà ïðîñòîði Γ̃Λ ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðà-

öié γ̃ ç X = Λ⊗Rd, G(η̃∪ γ̃) = DΛ(t, η̃∪ γ̃) i H(η̃, γ̃) = (
∏
x̃∈η̃ j(x̃))11Λ(γ).

Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)
∑
η̃⊆γ̃

∏
x̃∈η̃

j(x̃)λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃)e<γ̃,log(1+j)>λσ̃(dγ̃) =

=

∫
Γ̃Λ

DΛ(t; γ̃) : e<γ̃,j> : λσ̃(dγ̃), (133)

äå ìè ñêîðèñòàëèñÿ ôîðìóëîþ (91). Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ (126).

Òîäi îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ òâiðíîãî ôóí-

êöiîíàëó:

FΛ(t; j) =

∫
Γ̃Λ

: e<γ̃t,j> : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃) = (134)

=

∫
Γ̃Λ

exp[< γt, log(1 + j) >]DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃)

i àâòîìàòè÷íî äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié:

ρΛ(t; η̃) =

∫
Γ̃Λ

:
∏
x̃∈η̃

γ̃t(x̃) : DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃), (135)

äå âiêiâñüêèé äîáóòîê òðåáà îáðàõîâóâàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (92).

Çàëèøà¹òüñÿ ç'ÿñóâàòè, ÿêèì ÷èíîì âèçíà÷èòè åâîëþöiþ ïóàññîíiâ-

ñüêîãî ïîëÿ, òîáòî ôóíêöiþ γ̃t (äèâ. (122)).
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Äëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî äèôåðåíöiþâàííÿ ïî çìiííié t ôóíêöiîíàëó

FΛ(t; j) ó ôîðìóëi (133), âñòàâëÿþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ

(118). Çàñòîñó¹ìî çíîâó ôîðìóëó Ìåêêå (33) i ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìó-

ëàìè (128), (129), (57):

∂FΛ(t; j)

∂t
=

=

∫
Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
∇xWΛ

x (γ) · ∇pxDΛ(t; γ̃ ∪ {x})
]

: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃)−

−
∫

Γ̃Λ

∫
Λ

∫
Rd

[
1

m
px · ∇xDΛ(t; γ̃ ∪ {x})

]
: e<γ̃∪{x},j> : dx̃λσ̃(dγ̃), (136)

äåWΛ
x (γ) := W (x; γ) + uΛ(x). Âðàõîâóþ÷è ãðàíè÷íi óìîâè (120), âèêî-

íà¹ìî iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè ïî çìiííié px ó ïåðøîìó äîäàíêó i ïî

çìiííié x � ó äðóãîìó äîäàíêó, äiþ÷è âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè ∇px
i ∇x íà ôàêòîð : exp[< γ̃ ∪ {x}, j >] :. Äàëi çíîâó çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó

(33), ïîâåðòàþ÷èñü äî ñóìóâàííÿ ïî òî÷êàõ êîíôiãóðàöi¨ γ̃ i çàìiíÿþ÷è

öå ñóìóâàííÿ ââåäåííÿì iíòåãðàëó âiä ïóàññîíiâñüêîãî ïîëÿ γ̃(x̃) ïîäi-

áíî äî ôîðìóë (85), (86). Ïiñëÿ öüîãî âèêîíà¹ìî ùå ðàç iíòåãðóâàííÿ

çà ÷àñòèíàìè â öèõ iíòåãðàëàõ â ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, òîáòî ïå-

ðåêèäàþ÷è îïåðàòîðè ∇px i ∇x íà ïóàññîíiâñüêi ïîëÿ. Òîäi îñòàòî÷íî
îòðèìà¹ìî òàêå ïðåäñòàâëåííÿ:

∂FΛ(t; j)

∂t
= −

∫
Γ̃Λ

λσ̃(dγ̃)DΛ(t; γ̃)

∫
Λ

∫
Rd
dx̃
( 1

m
px · ∇xγ̃(x̃)−

− : ∇px γ̃(x̃)

∫
Λ

∫
Rd
dx̃′γ̃(x̃′) : ·(∇xφ(|x− x′|) +∇xuΛ(x))

) δ

γ̃(x)
: e<γ̃,j> :,

(137)

äå

: γ̃(x̃)γ̃(x̃′) : = γ̃(x̃)γ̃(x̃′) − δ(x̃− x̃′),

ùî óñóâà¹ äîäàíîê ∇xφ(|x− x′|) ïðè x− x′ = 0. Àíàëîãi÷íî, äèôåðåí-

öiþþ÷è FΛ(t; j) ó ôîðìóëi (136), îòðèìà¹ìî âèðàç, ÿêèé ïiñëÿ çàñòî-

ñóâàííÿ ðiâíîñòi (126) áóäå çáiãàòèñü ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (137), ÿêùî
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ôóíêöiÿ γ̃t(x̃), áóäå çàäîâîëüíÿòè ðiâíÿííÿ Âëàñîâà

∂γ̃t(x̃)

∂t
= − 1

m
px · ∇xγ̃t(x̃)+ (138)

+ : ∇px γ̃t(x̃)

∫
Λ

∫
Rd
dx̃′γ̃t(x̃′) : ·(∇xφ(|x− x′|) +∇xuΛ(x))

ó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå ðiâíÿííÿ, ëåãêî ïå-

ðåâiðèòè áåçïîñåðåäíüî, ùî âèðàç (135) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (131)

(äèâ., òàêîæ, [88]).

Çàóâàæèìî, ùî ïèòàííÿ, ÿêi áóëè ðîçãëÿíóòi ó öüîìó ïiäðîçäiëi, ç

äåùî iíøèõ ïîçèöié âèñâiòëåíi ó ðîáîòi [89].

4.6 Ïðîáëåìè òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íîãî ïåðå-

õîäó

Ó ðîçäiëi 4. 4 ìè âæå îáãîâîðèëè ïèòàííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ãðàíè÷íî-

ãî ïåðåõîäó äëÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié â îáëàñòi ðåãóëÿðíèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ z, β, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ¹äèíà ìiðà Ãiááñà µ ∈ GV . Äëÿ äîâiëü-
íèõ çíà÷åíü z, β âèðiøàëüíîþ ¹ îöiíêà (4), ÿêà áóëà îòðèìàíà â ðîáîòi

[32]. Äîâåäåííÿ öi¹¨ ðiâíîñòi ó ðîáîòi [32] ¹ äîñèòü ãðîìiçäêèì (äèâ. äå-

òàëüíiøå [21]). Ó ðîáîòi [48] áóëî çàïðîïîíîâàíî iíøå, áiëüø ïðîçîðå,

äîâåäåííÿ, ÿêå ñïèðà¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi âëàñòèâîñòåé iíòåãðàëiâ çà

ìiðîþ Ïóàññîíà. Öå äîâåäåííÿ äóæå ñïiâçâó÷íå òåìi öi¹¨ ñòàòòi i òî-

ìó ìè â ñêîðî÷åíîìó âèãëÿäi íàâåäåìî öå äîâåäåííÿ. Âîíî ñïèðà¹òüñÿ

íà ðîçêëàäi êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ρΛ(η), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ iíòåãðà-

ëîì (84), â ðÿä, êîæíèé ÷ëåí ÿêîãî òàêîæ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ïîäiáíèìè

iíòåãðàëàìè, àëå iíòåãðóâàííÿ â íèõ âèêîíó¹òüñÿ îêðåìî ïî ùiëüíèõ

êîíôiãóðàöiÿõ (28) i îêðåìî ïî ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöiÿõ (27).

4.6.1 Ðîçêëàä êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié çà ùiëüíîñòÿìè êîíôi-

ãóðàöié

Íåõàé X ⊆ Λ ¹ îá'¹äíàííÿ êóáèêiâ ∆, â ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ äâi àáî áiëü-

øå ÷àñòèíîê. Âíåñîê ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà exp{−βU(γ)} ç γ ∈ Γ
(den)
X
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ãðà¹ ðîëü ìàëîãî ïàðàìåòðó, áî exp{−βφ(|x − y|)} ' exp{−β c
as }, c >

0, s ≥ d, ÿêùî x, y ∈ ∆ ⊂ X i äîñòàòíüî ìàëèõ a. Îñíîâíà iäåÿ ïîëÿ-

ãà¹ â òîìó, ùîá âiäîêðåìèòè iíòåãðóâàííÿ ïî ùiëüíèõ êîíôiãóðàöiÿõ

âiä iíòåãðóâàíü ïî ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöiÿõ. Ùîá öå çðîáèòè, ââå-

äåìî ôóíêöiþ-iíäèêàòîð äëÿ ðîçðiäæåíèõ òà ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié.

Äëÿ ðîçðiäæåíèõ êîíôiãóðàöié òàêó ôóíêöiþ âèçíà÷èìî ôîðìóëîþ:

χ∆
−(γ) =

{
1, ÿêùî |γ∆| = 0 ∨ 1,

0, â iíøîìó âèïàäêó,
(139)

à äëÿ ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié ôîðìóëîþ:

χ∆
+(γ) = 1− χ∆

−(γ). (140)

Ùîá ïîáóäóâàòè òàêèé ðîçêëàä, çàïèøåìî íàñòóïíèé ðîçêëàä îäèíèöi

äëÿ γ ∈ ΓΛ:

1 =
∏

∆∈∆a,Λ

[
χ∆
−(γ) + χ∆

+(γ)
]

=

NΛ∑
n=0

∑
Xn⊆∆a,Λ

∏
∆∈Xn

χ∆
+(γ)

∏
∆∈∆a,Λ\Xn

χ∆
−(γ)

:=
∑

∅⊆X⊆∆a,Λ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ), (141)

äå NΛ � öå êiëüêiñòü êóáiâ ∆ ó ïîêðèòòi Λa (äèâ. (26)), Xn :=

{∆1, ...,∆n} i

χ̃X± (γ) =
∏

∆∈X

χ∆
±(γ).

Ïiäñòàâëÿþ÷è (141) â (84) ïðè γ = ∅, îòðèìà¹ìî:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∑
∅⊆X⊆∆a,Λ

∫
ΓΛ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ).

(142)
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Âèçíà÷èìî ïîòåíöiàë "òâåðäèõ"êóáèêiâ:

χcor(∆1, ...,∆n) =

{
1, ÿêùî ∆i ∩∆j = ∅ äëÿ âñiõ i 6= j

0, â iíøèõ âèïàäêàõ.
(143)

Òîäi (142) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∑
n≥0

1

n!

∑
(∆1,...,∆n)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, ...,∆n)×

×
∫

ΓΛ

χ̃X+ (γ)χ̃
∆a,Λ\X
− (γ)e−βU(η∪γ)λzσ(dγ), (144)

äå (∆1, ...,∆n) öå ïîñëiäîâíiñòü êóáèêiâ íà âiäìiíó âiä ìíîæèíè êó-

áèêiâ ó ôîðìóëi (142). Ñóìóâàííÿ ïî êîæíîìó ∆i â (144) âèêîíó¹òüñÿ

íåçàëåæíî ïî êîæíîìó êóáèêó.

Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ ïðåäñòàâëåííÿ åêñïîíåíòè â (144):

e−βU(η∪γ) = e−βU(η)
n∏
i=1

e−βU(γ∆i
)−βW (η;γ∆i

)
∏

1≤i<j≤n

e−βW (γ∆i
;γ∆j

)×

×e−βW (η;γΛa\Xn )e−βU(γΛa\Xn )
n∏
i=1

e−βW (γ∆i
;γΛa\Xn ), (145)

äå Xn := ∪ni=1∆i, à Λa âèçíà÷åíå â (26). Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä

(145) i âëàñòèâiñòü (35), îòðèìó¹ìî:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∑
n≥0

1

n!
ρ̃Λ
n(η), (146)

äå

ρ̃Λ
n(η) =

∑
(∆1,...,∆n)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, ...,∆n)e−βU(η)× (147)

×
n∏
i=1

(∫
Γ

(den)
∆i

λσ(dγ∆i)e
−βU(γ∆i

|η)

) ∏
1≤i<j≤n

e−βW (γ∆i
|γ∆j

)×

×
∫

Γ
(dil)

Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn)e−βU(γΛa\Xn |η)
n∏
i=1

e−βW (γ∆i
|γΛa\Xn ),
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äå U(γ|η) âèçíà÷åíî â (57). Ðîçiá'¹ìî ïðîñòið êîíôiãóðàöié Γ
(den)
∆ íà

äâà ïiäïðîñòîðè Γ
(>)
∆ = Γ

(>)
∆ (η) i Γ

(<)
∆ = Γ

(<)
∆ (η), ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ

ôîðìóëàìè:

Γ
(>)
∆ (η) = Γ

(>)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆

∣∣ |γ| > dεη(∆), |γ| ≥ 2
}

(148)

i

Γ
(<)
∆ (η) = Γ

(<)
∆ :=

{
γ ∈ Γden∆

∣∣ |γ| ≤ dεη(∆), |γ| ≥ 2
}
, (149)

äå ∆ ∈ ∆a, 0 < ε ≤ 1 i dεη(∆) = (dist(η,∆))
ε
.

Î÷åâèäíî, ùî Γ
(den)
∆ = Γ

(>)
∆ ∪ Γ

(<)
∆ . Äëÿ äîâiëüíèõ Xa = ∪∆∈∆a,X

∆,

äå ∆a,X = {∆ ∈ ∆a | ∆ ∩X 6= ∅}, X,Xa ⊂ Rd ïîçíà÷èìî

Γ
(sign)
Xa

:=
⊔

∆∈∆a,X

Γ
(sign)
∆ , sign ∈ {dil, >,<}. (150)

Òîäi êîæíèé iíòåãðàë ó ïåðøîìó äîáóòêó ôîðìóëè (147) ìîæíà

ðîçáèòè íà äâà iíòåãðàëè

∫
Γ

(den)
∆i

λσ(dγ∆i)(...) =

∫
Γ

(>)
∆i

λσ(dγ∆i
)(...) +

∫
Γ

(<)
∆i

λσ(dγ∆i
)(...). (151)

Ç ôîðìóëè (151) âèïëèâà¹, ùî ñóìó ïî âñiõ ìîæëèâèõ ïîëîæåííÿõ

(∆1, ...,∆n) ⊂ ∆a,Λ ìîæíà ðîçáèòè íà 2n ÷ëåíè, ó êîæíîìó ç ÿêèõ

ñóìà ïî (∆1, ...,∆n) ðîçáèâà¹òüñÿ íà ñóìó ïî (∆1, ...,∆k) ⊂ ∆a,Λ, äå

iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî êîíôiãóðàöiÿõ γ∆i
∈ Γ

(<)
∆i

, i ñóìó ïî

(∆
′

1, ...,∆
′

n−k) ⊂ ∆a,Λ, äå iíòåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ ïî êîíôiãóðàöiÿõ

γ∆
′
i
∈ Γ

(>)

∆
′
i

, à k çìiíþ¹òüñÿ âiä k = 0 äî k = n.

Òîäi âèðàç (146) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

ρΛ(η) =
z|η|

ZΛ

∑
n≥0

n∑
k=0

1

k! (n− k)!
ρ̃Λ
n;k(η), (152)

äå

ρ̃Λ
n;k(η) =

∑
(∆1,...,∆k)⊂∆a,Λ

∑
(∆
′
1,...,∆

′
n−k)⊂∆a,Λ

χcor(∆1, ...,∆k,∆
′

1, ...,∆
′

n−k)×



Íåñêií÷åííîâèìiðíèé àíàëiç 299

×
k∏
i=1

(∫
Γ

(<)
∆i

λσ(dγ∆i
)e−βU(γ∆i

|η)

) ∏
1≤i<j≤k

e−βW (γ∆i
|γ∆j

)×

×
n−k∏
i=1

∫
Γ

(>)

∆
′
i

λσ(dγ∆
′
i
)e
−βU(γ

∆
′
i
|η)

 e−βU(η)
∏

1≤i<j≤n−k

e
−βW (γ

∆
′
i
|γ

∆
′
j
)
×

×
k∏
i=1

n−k∏
j=1

e
−βW (γ∆i

|γ
∆
′
j
)
∫

Γ
(dil)

Λa\Xn

λσ(dγΛa\Xn)e−βW (η|γΛa\Xn )×

×

n−k∏
j=1

e
−βW (γ

∆
′
j
|γΛa\Xn )

( k∏
i=1

e−βW (γ∆i
|γΛa\Xn )

)
e−βU(γΛa\Xn )

(153)

à Xn = (
k⋃
i=1

∆i) ∪ (
n−k⋃
j=1

∆
′

j).

Çàóâàæåííÿ 4.3. Â òèõ êóáèêàõ, ÿêi ïåðåòèíàþòü ìåæó îáëàñòi Λ

(i.e.∆ ∩ Λ 6= ∆ àëå ∆ ∩ Λ 6= ∅), iíòåãðóâàííÿ â (153) âèêîíó¹òüñÿ ïî

êîíôiãóðàöiÿõ Γ
(sign)
∆∩Λ , sign ∈ {dil, >,<}.

4.6.2 Iñíóâàííÿ ñòàíiâ Ãiááñà

Òåîðåìà 2. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì A(äèâ.

(42)-(44)). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî Λ ∈ Bc(Rd) i äîâiëüíèõ β, z ≥ 0 iñíó¹

êîíñòàíòà ξ = ξ(β, z) (ùî íå çàëåæèòü âiä Λ) òàêà, ùî êîðåëÿöiéíi

ôóíêöi¨ ρΛ(η) = ρΛ(η | ∅) çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

ρΛ(η) ≤ ξ|η|e−δβUφ+ (η) (154)

äëÿ äîâiëüíîãî 0 < δ < 1.

Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè òåîðåìó âèêîðèñòà¹ìî ðîçêëàä (153). Öå äî-

çâîëÿ¹ iíòåãðàë (84) ïî óñiõ ìîæëèâèõ êîíôiãóðàöiÿõ ΓΛ ïðåäñòàâèòè

ó âèãëÿäi ðîçêëàäó, êîæíèé ÷ëåí ÿêîãî ìiñòèòü iíòåãðàëè, ó ÿêèõ ií-

òåãðóâàííÿ âèêîíó¹òüñÿ â îêðåìèõ êóáèêàõ â îäíîìó ç ïðîñòîðiâ Γ
(<)
∆ ,
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Γ
(>)
∆ àáî Γ

(dil)
∆ . Âðàõîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ (45), îòðèìó¹ìî îöiíêó:

−β
k∑
i=1

W (η|γ∆i
) ≤ β |η| sup

x∈η

k∑
i=1

sup
y∈γ∆i

φ−(|x− y|)|γ∆i
| ≤ β |η| υε.

(155)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà òîìó, ùî γ∆i
∈ Γ

(<)
∆i

; òàêèì ÷èíîì

|γ∆i | ≤ dεη(∆i) ≤ |x− y|ε, (156)

äå ìè âèáèðà¹ìî ε < ε0. Âðàõîâóþ÷è (45) i (156), ëåãêî îòðèìàòè:

−β
k∑
i=1

n−k∑
j=1

Wφ−(γ∆
′
j
|γ∆i

) ≤ β

n−k∑
j=1

|γ∆
′
j
|(υε + (|γ∆

′
j
|+ 1)υ0). (157)

Äåòàëi äîâåäåííÿ â [49] (Ëåìà 3.1).

Âðàõîâóþ÷è, ùî γ∆ ∈ Γ
(dil)
∆ , |γ∆i

| ≤ 1, ∀∆ ∈ Λa \ Xn, îòðèìà¹ìî

îöiíêè:

−βW (η | γΛa\Xn) ≤ β |η| υ0 (158)

i

−βW (γ∆
′
j
| γΛa\Xn) ≤ β|γ∆

′
j
|υ0. (159)

Óìîâè A(äèâ. (42)-(44)) äîçâîëÿþòü ðîçáèòè ïîòåíöiàë φ íà äâi

÷àñòèíè:

φ = δφ+ + φstδ , φstδ := (1− δ)φ+ + φ−, (160)

i òàê ñàìî, ÿê ìè îòðèìàëè îöiíêó (48) çà äîïîìîãîþ (49), ìà¹ìî

Uφstδ (γ) ≥
∑

∆∈∆λ:|γ∆|≥2

[
(1− δ)ϕ0

4(
√
da)s

− υ0

2

]
|γ∆|2 −

υ0

2
|γ|. (161)

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòè ïîçèòèâíå çíà÷åííÿ âèðàçó ó êâàäðàòíèõ äóæ-

êàõ, òðåáà âèáðàòè äîñòàòíüî ìàëå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a. Âèáåðåìî

äåÿêå ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ a = a∗(δ), äëÿ ÿêîãî çáåðiãà¹òüñÿ óìîâà

ñòiéêîñòi:
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Uφstδ (γ) ≥ −Bδ|γ|, Bδ =
υ0(a∗)

2
. (162)

Öÿ íåðiâíiñòü äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè íàñòóïíó îöiíêó:

n−k∑
i=1

(
Uφstδ (γ∆

′
i
) +Wφstδ

(η|γ∆
′
i
)
)

+ Uφstδ (η)+ (163)

∑
1≤i<j≤n−k

Wφstδ
(γ∆

′
i
|γ∆

′
j
) ≥ −Bδ ( |η|+

n−k∑
i=1

|γ∆
′
j
|).

Äëÿ òîãî, ùîá ïðîêîíòðîëþâàòè çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ ïî ïðîñòîðàõ

Γ
(>)

∆
′
i

, i = 1, ..., n − k i ñóì ïî êóáèêàõ (∆
′

1, ...,∆
′

n−k) ⊂ ∆a,Λ, ðîçiá'¹ìî

åíåðãiþ Uδφ+(γ∆
′
i
) = δUφ+(γ∆

′
i
) íà äâi ÷àñòèíè, âèáðàâøè δ = δ

′
+ δ

′′

ç äåÿêèìè ïîçèòèâíèìè ìàëèìè êîíñòàíòàìè δ
′
, δ
′′
. Âèêîðèñòîâóþ÷è

óìîâó (43) i òå, ùî äëÿ γ∆′ ∈ Γ
(>)
∆′ êiëüêiñòü òî÷îê |γ∆′ | > dεη(∆′) (äèâ.

(148)), ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíó íåðiâíiñòü:

Uδφ+(γ∆
′
i
) ≥ 1

2
δ′

ϕ0

(
√
da)s

|γ∆
′
i
| (|γ∆

′
i
| − 1) + δ′′

ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆
′

i). (164)

Öÿ îöiíêà çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü iíòåãðàëó∫
Γ

(>)
∆

λzσ(dγ∆) e
− 1

2βδ
′ ϕ0

(
√
da)s

|γ
∆
′
i
| (|γ

∆
′
i
| − 1)+β (Bδ+υ0 (2+|γ∆|)+υε)|γ∆|

=

= K1(a, z, β, φ) (165)

äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî a i öå äîïîìîãà¹ îöiíèòè íàñòóïíi ñóìè:∑
(∆
′
1,...,∆

′
n−k)⊂∆a,Λ

∏
∆′∈∆a,Λ

e
−δ′′ ϕ0

(
√
da)s

dεη(∆
′
i) ≤ (|η|K2(a, β, ε))

n−k
. (166)

Äåòàëi äîâåäåííÿ â [49] (Ëåìà 3.3). Ïîçíà÷èìî ÷åðåçX(max)
n−k îá'¹äíàííÿ

óñiõ êóáiâ ∆
′

1 ∪ ...∪∆
′

n−k = X
′

n−k, â ÿêèõ iíòåãðàë (153) ïî êîíôiãóðà-

öiÿõ â Λa \Xn ïðèéìà¹ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Òîäi, âðàõîâóþ÷è åëå-

ìåíòàðíó îöiíêó χcor(∆1, ...,∆k,∆
′

1, ...,∆
′

n−k) ≤ χcor(∆1, ...,∆k) (äèâ.
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(143)) i â òàêié ñàìié ôîðìi ÿê (146), (147) äëÿ η = ∅ ðîçêëàä äëÿ

Z
Λ\X(max)

l

, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

ρΛ(η) ≤ 1

ZΛ
e−δβUφ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
n=0

n∑
k=0

(|η|K)n−k

k!(n− k)!
ρ̃

Λa\X(max)
n−k

k (∅) =

=
1

ZΛ
e−δβUφ+ (η) ξ̄|η|

NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

NΛ−l∑
k=0

1

k!
ρ̃

Λa\X(max)
l

k (∅) =

= e−δβUφ+ (η) ξ̄|η|
NΛ∑
l=0

(|η|K)l

l!

Z
Λ\X(max)

l

ZΛ
, (167)

äå K = K1K2 (äèâ. (165), (166)), ξ̄ := zeβ(Bδ+υ0+υε), i ρ̃
Λ\X(max)

l

k (∅)
i âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (147). Ç òîãî ôàêòó, ùî ZΛ1 ≤ ZΛ2 äëÿ Λ1 ⊂
Λ2, ñëiäó¹ íåðiâíiñòü (154) ç ξ = ξ̄eK .

Çàóâàæåííÿ 4.4. Â íåðiâíîñòÿõ (162)-(166) êîíñòàíòè

υε, υ0, Bδ,K1,K2 çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà a, òîìó ξ çàëåæèòü âiä

a, ÿêèé ¹ ôiêñîâàíèì. Àëå ∆ ∈ ∆a ïîâèííi áóòè òàêèìè, ùîá âçà¹ìî-

äiÿ äâîõ ÷àñòèíîê â îäíîìó êóáèêó áóëà ïîçèòèâíîþ, òîáòî a < r0

(äèâ. (43)). Öå çàáåçïå÷ó¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi (161).

Ç íåðiâíîñòåé (4) i (154) ñëiäó¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨

η ∈ Γ0 i äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Λn)n≥1 (Λn ⊂ Λn+1), ÿêà ïðÿìó¹

äî Rd ó ñåíñi Ôiøåðà (äèâ. [19], Ãë.2, § 2.1), òàêî¨, ùî η ⊂ Λ1, iñíó¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü (Λnk) ïîñëiäîâíîñòi (Λn) òàêà, ùî

lim
k→∞

ρΛnk
(η) = ρ(η) <∞ (168)

äëÿ äîâiëüíèõ ïîçèòèâíèõ z, β.

ßê íàñëiäîê ïîñëiäîâíîñòåé (4) i (154) ñïðàâåäëèâîþ ¹ íàñòóïíà

òåîðåìà.
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Òåîðåìà 3. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (A).

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ z ≥ 0 i β ≥ 0

G(φ, z, β) 6= ∅.

Äîâåäåííÿ ñëiäó¹ ç ðîáîòè [32] (äèâ. òàêîæ iíøi àðãóìåíòè â ðîáîòi

[50], ÿêà áàçó¹òüñÿ íà (154) i Òåîðåìi Ïðîõîðîâà).

Ïðîáëåìà ãðàíè÷íîãî òåðìîäèíàìi÷íîãî ïåðåõîäó äëÿ íåðiâíîâà-

æíèõ ñèñòåì ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøîþ i äî öüîãî ÷àñó ïîâíiñòþ íå âèði-

øåíîþ. Äîñëiäæåííÿ ó öüîìó íàïðÿìêó ïî÷àëèñÿ, ìàáóòü, ùå ç ðîáiò

Ëåíôîðäà [90, 91] (äèâ. òàêîæ iíøèé ïiäõiä [92]). Íàäçâè÷àéíî âàæëè-

âèì i ïëiäíèì âèÿâèâñÿ îïåðàòîðíî-ôóíêöiîíàëüíèé ïiäõiä, çàïðîïî-

íîâàíèé Ïåòðèíîþ [93], ÿêèé ðîçâèâàâñÿ â éîãî âëàñíèõ ðîáîòàõ i â

éîãî ó÷íiâ (äèâ. äåòàëüíiøå [21, 94, 95]).

Â ïiäõîäi, ÿêèé ðîçâèâà¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi, òðåáà âèêîíàòè ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä ó âèðàçi (135). Áåçïîñåðåäíüî ìiðó ïî÷àòêîâîãî ðîç-

ïîäiëó, ÿêà â îáìåæåíîìó îá'¹ìi ¹ µ0
DΛ

(dγ̃) = DΛ(0; γ̃)λσ̃(dγ̃), ìîæíà

ïîáóäóâàòè äëÿ âçà¹ìîäié òèïó (42)-(43), ÿê öå áóëî çðîáëåíî ó âèïàä-

êó ðiâíîâàæíèõ ðîçïîäiëiâ. Àëå äëÿ ïîâíîãî âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè

ïîòðiáíî çíàéòè ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (138) i äîñëiäèòè ïèòàííÿ ¨õ

iíòåãðóâàííÿ çà ìiðîþ µ0, ÿêà ¹ ãðàíè÷íîþ ìiðîþ ìiðè µ0
DΛ

. Öå ïèòà-

ííÿ ¹ äîñèòü íåòðèâiàëüíèì. Êîðîòêå îáãîâîðåííÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ

òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ i äåÿêi ïîñèëàííÿ íà ðîáîòè, äå ïðèâåäåíi êëàñè ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ, ùî çàáåçïå÷óþòü ¨õ iñíóâàííÿ, ïðèâîäèòüñÿ â ðîáîòi

[89].

5 Ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó

Îöiíêè ùiëüíîñòi ìiðè Ãiááñà äëÿ îáìåæåíî¨ ñèñòåìè e−βU(γ) äëÿ êîí-

ôiãóðàöié γ ∈ Γ
(den)
X âêàçóþòü íà òå, ùî äëÿ ïîñèëåíî íàäñòiéêèõ âçà-

¹ìîäié ðîëü ùiëüíèõ êîíôiãóðàöié (28) ¹ äóæå ìàëîþ, íå äèâëÿ÷èñü

íà òó îáñòàâèíó, ùî ç òî÷êè çîðó ìiðè Ïóàññîíà íà ïîâíîìó ïðîñòî-

ði íåñêií÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ ïðîñòið Γ(dil) ¹ ìíîæèíîþ ìiðè íóëü
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(äèâ. [56], ïðîïîçèöiÿ 3.1). Òîìó âèíèêà¹ ïðèðîäíà iäåÿ îïèñàòè ôiçè-

÷íi âëàñòèâîñòi íåñêií÷åííî¨ íåïåðåðâíî¨ ñèñòåìè ç ïîñèëåíî íàäñòié-

êîþ âçà¹ìîäi¹þ ìîäåëüíîþ ñèñòåìîþ, ó ÿêî¨ êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið

¹ Γ(dil). Òàêó ìîäåëü ìè áóäåìî íàçèâàòè êîìiðêîâèì ãàçîì.

5.1 Êîíôiãóðàöiéíèé ïðîñòið

Îçíà÷åííÿ 5.1. Äëÿ çàäàíîãî ðîçáèòòÿ ∆a ïðîñòîðó Rd ñèñòåìà êî-

ìiðêîâîãî ãàçó (ÊÃ) âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì êîíôiãóðàöiéíèì ïðîñòî-

ðîì

Γ̃(a) = Γ̃∆a
:=
{
γ ∈ Γ| |γ∆| = 0 ∨ 1 äëÿ âñiõ ∆ ∈ ∆a

}
, (169)

Äëÿ òîãî, ùîá îïèñàòè ìíîæèíè ïðîñòîðó Γ̃(a), ïåðåâèçíà÷èìî ïðî-

ñòið Γ̃(a) ÿê ïðîñòið ìàðêîâàíèõ êîíôiãóðàöié:

Γ̃(a) := {γ̃ = {(∆1, x1), ..., (∆n, xn), ...}|∆i 6= ∆j , i 6= j} , (170)

äå xi ∈ ∆i ⊂ Rd, ∆i ∈ ∆a. Òîáòî, Γ̃(a) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äèñêðå-

òíó ìíîæèíó îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ "ñïiíiâ"( äèâ., íàïðèêëàä, [57],

[58]).

Òàê ñàìî, ÿê i â ïiäðîçäiëi 2.2, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Γ̃
(a)
0 ìíîæèíó ñêií-

÷åííèõ êîíôiãóðàöié Γ̃(a) :

Γ̃
(a)
0 =

⊔
n∈N0

Γ̃(a;n), (171)

äå Γ̃(a;n) � öå ïðîñòið êîíôiãóðàöié â γ̃ ∈ Γ̃
(a)
0 , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç n

êóáiâ {∆1, ...,∆n} ⊂ ∆a i âiäïîâiäíèõ ïîëîæåíü {x1 ∈ ∆1, ..., xn ∈ ∆n}.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Xn ìíîæèíó êóáiâ ∆j ∈ ∆a, à ÷åðåç Xn ⊂ Rd îá'-

¹äíàííÿ öèõ êóáiâ. Íåõàé òàêîæ X∆j
áîðåëiâñüêi ìíîæèíè â B(∆j) :=

B(Rd) � ∆j , ∆j ∈ ∆a. Òîäi öèëiíäðè÷íó ìíîæèíó X̃
(n)
N = X̃

(n)
N (ΛN ,XN )

â Γ̃(a;n) i â Γ̃
(a)
0 ìîæíà âèçíà÷èòè çà äîïîìîãîþ ôiêñîâàíî¨ ìíîæèíè

ΛN i ïîñëiäîâíîñòi ìíîæèí X∆j ∈ B(∆j), j = 1, N íàñòóïíèì ÷èíîì
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(n ≤ N):

X̃
(n)
N =

{
{(∆1, x1), ..., (∆n, xn)} ∈ Γ̃(a;n) | Λn j ΛN , xj ∈ X∆j

, j = 1, n
}

(172)

i

X̃ :=
⋃
N∈N

⋃
ΛN⊂∆a

⋃
XN

N⊔
n=0

X̃
(n)
N (ΛN ,XN ) ∈ B(Γ̃

(a)
0 ), (173)

äå XN = {X∆1 , ...,X∆N
}.

5.2 Ìiðè íà êîíôiãóðàöiéíîìó ïðîñòîði ñèñòåìè

ÊÃ

Âèçíà÷èìî àíàëîã ìiðè Ëåáåãà-Ïóàññîíà íà Γ̃
(a)
0 . Âèçíà÷èìî ñïåðøó

ìiðó σ̃(n) íà ìíîæèíi (172):

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =


1, for n = 0,∑
ΛnjΛN

σ(X∆1
) · · ·σ(X∆n

) for 1 ≤ n ≤ N,

0, for n > N.

(174)

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ χ∆
− â (139), ìîæíà ïiä-

ðàõóâàòè, ùî äëÿ 1 ≤ n ≤ N

σ(n)(X̃
(n)
N (ΛN ,XN )) =

1

n!

∫
XN

dx1 · · ·
∫
XN

dxn

N∏
i=1

χ∆i
− ({x1, ..., xn}),

(175)

äå XN := ∪Ni=1X∆i
i dxi = σ(dxi). Òîäi ìiðó Ëåáåãà-Ïóàññîíà íà Γ̃

(a)
0 i

Γ̃
(a)

ΛN
ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíîþ ôîðìóëîþ:

λ(a)
σ :=

∞∑
n=0

σ(n). (176)

Âðàõîâóþ÷è (175), ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ F ∈ L1(Γ0, λσ)∫
Γ̃

(a)
0

F (γ̃)λ(a)
σ (dγ̃) =

∫
Γ0

F (γ)
∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ)λσ(dγ). (177)
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5.3 Êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ òà òèñê ñèñòåìè ÊÃ

Ñiì'ÿ êîðåëÿöiéíèõ ôóíêöié ÊÃ âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî (84):

ρ
(a)
Λ (η̃) =

z|η̃|

Z
(a)
Λ

∫
Γ̃

(a)

Λ

e−βU(η̃∪γ̃)λ(a)
zσ (dγ̃), η̃ ∈ Γ̃Λ, Λ ∈ Bc(∆a), (178)

Z
(a)
Λ =

∫
Γ̃

(a)

Λ

e−βU(γ̃)λ(a)
zσ (dγ̃). (179)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (177), ïðàâó ÷àñòèíó (178) ìîæíà ïåðåïèñàòè çà

äîïîìîãîþ iíòåãðàëó çà ìiðîþ λzσ íà ΓΛ:

ρ
(a)
Λ (η̃) = ρ

(a)
Λ (η) =

z|η|

Z
(a)
Λ

∫
ΓΛ\Λη

e−βU(η∪γ)
∏

∆∈∆a

χ∆
−(γ∆)λzσ(dγ), (180)

äå Λη := ∪
∆:∆∩η 6=∅

∆ i η ∈ Γ
(dil)
0 .

Îöiíêà òèïó íåðiâíîñòi (154) òà iñíóâàííÿ ãðàíèöi (168) ìîæå áóòè

îòðèìàíà àíàëîãi÷íî (äèâ. äåòàëi â [54]). Àëå îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ¹

òå, ùî öi ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ÿê çàâãîäíî òî÷íî àïðîêñèìóþòü ãðàíè÷íi

êîðåëÿöiéíi ôóíêöi¨ ρ(η) íåïåðåðâíî¨ íåñêií÷åííî¨ ñèñòåìè âçà¹ìîäi-

þ÷èõ ÷àñòèíîê ïðè ïðÿìóâàííi ïàðàìåòðà a äî íóëÿ. Òàêèé ñàìèé

ðåçóëüòàò áóâ äîâåäåíèé i äëÿ òèñêó. Íà çàâåðøåííÿ öüîãî ðîçäiëó

ìè íàâîäèìî äâi òåîðåìè, äîâåäåííÿ ÿêèõ ìîæíà çíàéòè â ðîáîòàõ

[52, 53, 54].

Òåîðåìà 4. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (A).

Òîäi iñíóþòü ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ òåðìîäèíàìi÷íîãî ïîòåíöiàëó òèñêó

p(z, β) =
1

β
lim
l→∞

1

|Λl|
logZΛl(z, β), (181)

i

p(a)(z, β) =
1

β
lim
l→∞

1

|Λl|
logZ

(a)
Λl

(z, β) (182)

i äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ a1 = a1(z, β, ε) > 0 òàêå, ùî:

|p(z, β)− p(a)(z, β)| < ε (183)

äëÿ âñiõ ïîçèòèâíèõ çíà÷åíü z, β i a ∈ (0, a1(z, β, ε)).
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Òåîðåìà 5. Íåõàé ïîòåíöiàë âçà¹ìîäi¨ φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì (A).

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0, äîâiëüíèõ çíà÷åíü àêòèâíîñòi i òåìïåðàòóðè

z, β i äîâiëüíî¨ êîíôiãóðàöi¨ η ∈ Γ0 iñíó¹ a = a(z, β, ε) > 0 òàêà, ùî:

|ρ(η; z, β)− ρ(a)(η; z, β)| < ε, (184)

äå ρ(η; z, β) i ρ(a)(η; z, β) öå ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ ρΛn′
k

(η; z, β) i

ρ
(a)
Λn′

k

(η; z, β) âiäïîâiäíî ç òèìè ñàìèìè ïiäïîñëiäîâíîñòÿìè ïîñëiäîâ-

íîñòi (Λn) (äèâ. (168)).

6 Âèñíîâêè i ïåðñïåêòèâè

Ïiäñóìîâóþ÷è âèùåïðèâåäåíèé îïèñ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ,

ïiäêðåñëèìî, ùî ìåòîäè íåñêií÷åííîâèìiðíîãî àíàëiçó áóëè áàçîâèì

iíñòðóìåíòîì ìàòåìàòè÷íîãî îá ðóíòóâàííÿ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè.

Ìè òóò íå òîðêàëèñÿ ïðîáëåì êâàíòîâî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè i ïðî-

ïîíó¹ìî ÷èòà÷ó çâåðíóòèñü äî ìîíîãðàôié [96, 79, 97, 98]. Ç òî÷êè çîðó

ïiäõîäó, ÿêèé áóâ âèñâiòëåíèé ó öié ðîáîòi ïðè äîñëiäæåííi êîíôiãóðà-

öiéíèõ ïðîñòîðiâ, ìið Ëåáåãà-Ïóàññîíà, Ïóàññîíà, Ãiááñà òà ïîáóäîâè

êëàñòåðíèõ ðîçêëàäiâ, çâåðòà¹ìî óâàãó íà ðîáîòè [42, 46, 47], â ÿêèõ

áóëè çàïðîïîíîâàíi åëåìåíòè òàêîãî àíàëiçó i êîíñòðóêöi¨ êëàñòåðíèõ

ðîçêëàäiâ.

Ùå îäèí äóæå âàæëèâèé íàïðÿìîê ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü,

ÿêèé íå îáãîâîðþâàâñÿ ó öüîìó îãëÿäi, ñòîñó¹òüñÿ êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

íåñêií÷åííèõ ñèñòåì ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ z, β. Êðèòè÷íà

ïîâåäiíêà äîáðå äîñëiäæåíà äëÿ ãðàò÷àñòèõ ñèñòåì, ÿêi ìîäåëþþòü

ñïiíîâi ñèñòåìè ìàãíåòèêiâ òà àíãàðìîíi÷íèõ êðèñòàëiâ. Ìàòåìàòè-

÷íî ñòðîãå îá ðóíòóâàííÿ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì,

âçà¹ìîäiÿ ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ïîòåíöiàëàìè òèïó Ëåíàðäà-Äæîíñîíà, ¹

âiäêðèòîþ ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ. Ó öüîìó âiäíîøåííi àâòîðè ïî-

êëàäàþòü âåëèêó íàäiþ íà ìîäåëü êîìiðêîâîãî ãàçó, îïèñàíó ó 4-ìó

ðîçäiëi.
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