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We establish solvability of the Cauchy problem for a class of vector order
degenerate parabolic systems of Kolmogorov type equations in weighted
Lp spaces. The elements of these spaces can have exponential growth of
certain order in the neighborhood of an infinitely distant points.

Для одного класу вироджених параболiчних систем рiвнянь типу Кол-
могорова векторного порядку встановлено розв’язнiсть задачi Кошi у
вагових просторах Лебега, елементи яких можуть мати експоненцiаль-
ний рiст певного порядку в околi нескiненно вiддалених точок.

1. Вступ

Класичне рiвняння дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова [1] є прото-
типом цiлої сiм’ї еволюцiйних рiвнянь, якi виникають у теорiї дифу-
зiйних процесiв, кiнетичнiй теорiї газу, при вивченi руху матерiальних
точок у полi сил, при дослiдженi математичних моделей опцiонiв тощо.
Воно послужило поштовхом до зародження теорiї вироджених парабо-
лiчних рiвнянь типу Колмогорова, у розвитку якої взяло участь багато
як зарубiжних, так i вiтчизнянних математикiв (див. [2] i наведену там
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лiтературу). Розвиток вiдбувався в основному шляхом розширення вi-
домих та означення нових класiв рiвнянь такого типу, а також побу-
дови й дослiдження властивостей фундаментального розв’язку задачi
Кошi та його можливих застосувань.

Значно менше уваги придiлено дослiдженню систем таких рiвнянь
[3]. Це насамперед пов’язано iз значними труднощами, якi полягають
у побудовi та дослiдженi фундаменальної матрицi розв’язкiв задачi
Кошi (ФМРЗК) для вироджених параболiчних систем типу Колмого-
рова, навiть у випадку коефiцiєнтiв групи старших членiв, залежних
лише вiд часової змiнної t. Оскiльки наявнiсть виродження параболi-
чностi у такiй системi призводить до того, що коефiцiєнти вiдоповiдної
системи в образах Фур’є на характеристиках уже не володiють умо-
вою рiвномiрної неперервностi по t стосовно просторової змiнної, що,
зокрема, потребує вiдповiдного розвинення класичних засобiв теорiї
параболiчних систем рiвнянь iз частинними похiдними.

У [4] означено клас SEt−→
2b

вироджених
−→
2b–параболiчних систем типу

Колмогорова iз коефiцiєнтами, залежними лише вiд змiнної t, який
охоплює системи, розглянутi в [3], та клас E0

23 рiвнянь iз [2]. Для та-
ких систем побудовано ФМРЗК та дослiджено її основнi властивостi
в рамках просторiв типу S Гельфанда I.М. i Шилова Г.Є.

У данiй статтi частково поширюються одержанi в [2] результати
про коректну розв’язнiсть задачi Кошi у вагових просторах Лебега
для рiвнянь iз класу E0

23 на випадок систем рiвнянь iз SEt−→
2b
.

2. Постановка задачi

Нехай Nm := {1; . . . ;m}, Rm i Cm — вiдповiдно дiйсний i компле-
ксний простори розмiрностi m ≥ 1; Zm+ — множина всiх m-вимiрних
мультиiндексiв; i — уявна одиниця; (·, ·) — скалярний добуток у Rm;
‖x‖ := (x, x)

1
2 для x ∈ Rm; |x+ iy| := (x2 + y2)

1
2 , якщо {x, y} ⊂ R;

|(alj)m,kl,j=1| := max
l∈Nm, j∈Nk

|alj |;

zl := zl11 . . . zlmm , |z|l := |z1|l1 . . . |zm|lm , якщо z := (z1; . . . ; zm) ∈ Cm,
l := (l1; . . . ; lm) ∈ Zm+ ; −→γ := (γ1; . . . ; γm) - m-вимiрний вектор,

−→
0 :=

(0; . . . ; 0),
−→
1 := (1; . . . ; 1); запис −→αf

−→
β , де f — деяке вiдношення, озна-

чатиме, що це вiдношення виконується для всiх вiдповiдних координат



Задача Кошi для вироджених параболiчних систем... 235

векторiв −→α i
−→
β , при цьому якщо q := (q1; . . . ; qm) ∈ Zm+ , {−→α ,−→γ } ⊂ Rm,

то qq
−→γ := qq1γ11 . . . qqmγmm ; |−→α |

−→γ
+ := |α1|γ1 + . . . + |αm|γm , |−→α |+ := |−→α |

−→
1
+

— скалярнi величини (якщо −→α — мультиiндекс чи просторова змiнна,
то замiсть −→α будемо писати α).

Позначимо через x := (x1;x2;x3) n-вимiрну просторову змiнну,
де xj := (xj1; . . . ;xjnj

), j ∈ N3, n1, n2 i n3 — такi натуральнi чи-
сла, що n3 ≤ n2 ≤ n1 i n = n1 + n2 + n3. У зв’язку з цим, муль-
тиiндекс k ∈ Zn+ будемо записувати у виглядi k := (k1; k2; k3), де
kj := (kj1; . . . ; kjnj ), j ∈ N3. Якщо x = (x1;x2;x3) i xj := (xj1; . . . ;xjnj )
є точки вiдповiдно з Rn i Rnj , j ∈ N3, то

x′j := (xj1; . . . ;xjn3), x′′j := (xj(n3+1); . . . ;xjn2),

x′′′1 := (x1(n2+1); . . . ; x1n1
), x̂1 := (x11; . . . ;x1n2

),

x̃ := (x′′′1 ;x′′2 ;x3).

Цi позначення будемо використовувати i для iнших подiбних точок i
векторiв.

Далi використовуємо такi позначення:

−→
2b := (2b1; . . . ; 2bn1

);

Πm
K := {(t;x) : t ∈ K ⊂ R, x ∈ Rm};

X(t) := (X1(t);X2(t);X3(t)) = (x1;x2 + tx̂1;x3 + tx′2 + 2−1t2x′1),

t ≥ 0, x = (x1;x2;x3) ∈ Rn;

d(t;x; ξ) :=

3∑
r=1

nr∑
j=1

(
|Xrj(t)− ξrj |t

1−r− 1
2bj

)αj

,

t > 0, {x, ξ} ⊂ Rn, αj :=
2bj

2bj − 1
, j ∈ Nn1

;

M :=
∣∣−→1 /−→2b∣∣

+
+
∣∣( ̂−→

1 +
−→
1 /
−→
2b
)∣∣

+
+
∣∣(−→2 +

−→
1 /
−→
2b
)′∣∣

+
,

Mlq :=
∣∣(l1 + q1)/

−→
2b
∣∣
+

+
∣∣( ̂−→

1 +
−→
1 /
−→
2b
)(
l2 + q2

)∣∣
+

+

+
∣∣(−→2 +

−→
1 /
−→
2b
)′(
l3 + q3

)∣∣
+
, {l, q} ⊂ Zn+;

[x, ξ] :=

3∑
r=1

nr∑
j=1

|xrj ||ξrj |αj , {x, ξ} ⊂ Rn.
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При довiльно фiксованих T > 0 i натуральному m розглянемо си-
стему рiвнянь(

∂t −
n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
u(t;x) = A(t; ∂x1

)u(t;x),

(t;x) ∈ Πn
(0;T ],

(1)

з класу SEt−→
2b

[4], тобто систему, в якiй u := col(u1; . . . ;um), a

A(t; ∂x1
) :=(

alj(t; i∂x1
) := alj0 (t)

∑
|k1/
−→
2b|+=1

ak1(i∂x1
)k1 +

∑
|k1/
−→
2b|+<1

aljk1(t)(i∂x1
)k1
)m
l,j=1

— матричний диференцiальний вираз, коефiцiєнти alj0 (·), aljk1(·) i ak1
якого неперервнi на [0;T ] комплекснозначнi функцiї такi, що вiдповiд-
ний диференцiальний вираз ∂t−A(t; ∂x1

) є
−→
2b-параболiчним на множинi

Πn1

(0;T ] [2].
У [4] побудовано ФМРЗК G(t, x; τ ; ξ) для системи (1) у виглядi

G(t, x; τ, ξ) := (2π)−n
∫
Rn

ei(y,ξ)exp{−i(y, ρ0(τ ; st.y; ỹ))}Θt
τ (st,y; ỹ)dy,

де 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ⊂ Rn,

Θt
τ (st,y; ỹ) := E +

∞∑
r=1

t∫
τ

t1∫
τ

...

tr−1∫
τ

( r∏
j=1

A(tj ; ρ0(τ ; st.y; ỹ))

)
,

E — одинична матриця порядку m, A(t; ·) — матричний символ вiд-
повiдного матричного диференцiального виразу A(t; ∂x1

) системи (1),
а ρ0(τ ; st,ξ; ξ̃) := (ξ′′1 − (t − τ)ξ′′2 + (t − τ)2ξ3/2, ξ

′′
1 − (t − τ)ξ′′2 , ξ

′′′
1 ; ξ′2 −

(t − τ)ξ3, ξ
′′
2 ; ξ3) — n-вимiрна вектор-функцiя. Дослiджено її основ-

нi властивостi, зокрема, встановлено диференцiйовнiсть G(t, x; τ ; ξ) за
змiнною t, нескiнченну диференцiйовнiсть за кожною iз просторових
змiнних x i ξ та правильнiсть оцiнок∣∣∂qx∂lξG(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤
≤ cA|q|+ qq

−→
β B|l|+ ll

−→
β (t− τ)−M−Mlqexp{−ηd(t− τ ;x; ξ)},
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∣∣∂tG(t, x; τ, ξ)
∣∣ ≤ c(t− τ)−M−1exp{−ηd(t− τ ;x; ξ)}, (2)

при 0 ≤ τ < t ≤ T, {x, ξ} ∈ Rn, {q, l} ∈ Zn+, з додатними оцiночними
сталими A,B, c i η, незалежними вiд t, τ, x, ξ, q i l.

Середовищем дослiдження задачi Кошi для системи (1) тут слу-

гуватимуть векторнi аналоги L
−→
k (t,−→a )
p , L

−→s (t)
p i L−→ap просторiв L

−→
k (t,−→a )
p ,

L
−→s (t)
p та L

−→a
p вiдповiдно, визначених у [2].

Коротко нагадаємо означення цих просторiв та наведемо важливi
для подальшого факти з [2]. Для цього розглянемо наступнi набори
функцiй:

−→
k (t;−→a ) := (k11(t; a11); ...; k1n1

(t; a1n1
); k21(t; a21); ...;

k2n2
(t; a2n2

); k31(t; a31); ...; k3n3
(t; a3n3

)),

−→s (t) := (s11(t); ...; s1n1
(t); s21(t); ...; s2n2

(t); s31(t); ...; s3n3
(t));

klj(t; alj) := η0alj(η
2bj−1
0 − a2bj−1lj t2bj(l−1)+1)1−αj , j ∈ Nnl

, l ∈ N3;

s1j(t) := k1j(t; a1j) + 2αj−1θ(n2 − j)tαjk2j(t; a2j)+

+2αj−2θ(n3 − j)t2αjk3j(t; a3j), j ∈ Nn1
;

s2j(t) := 2αj−1k2j(t; a2j) + 4αj−1θ(n3 − j)tαjk3j(t; a3j), j ∈ Nn2
;

s3j(t) := 4αj−1k3j(t; a3j), j ∈ Nn3 , t ≤ T,

де η0 ∈ (0; η), η —константа з оцiнки (2), θ(z) = 1 для z ≥ 0 i θ(z) = 0
для z < 0; −→a := (a11; ...; a1n1

; a21; ...; a2n2
; a31; ...; a3n3

) — n-вимiрний
вектор з такими додатними координатами, що

min
j∈Nnl

,l∈N3

(
η0
alj

) 2bj−1

2bj(l−1)+1

> T.

Функцiї
−→
k (t;−→a ) мають наступнi властивостi:

1) klj(t; alj) ≥ alj , t ∈ (0;T ], j ∈ Nnl
, l ∈ N3;

2)
−→
k (0;−→a ) = −→a ;

3) k1j(t− τ ; k1j(τ ; a1j)) = k1j(t; a1j), 0 ≤ τ < t ≤ T, j ∈ Nm;
4) krj(t − τ ; krj(τ ; arj)) ≤ krj(t; arj), 0 ≤ τ < t ≤ T, j ∈ Nnr

, r ∈
{2; 3}.
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Крiм цього,

[−→a , ξ]− η0d(t;x; ξ) ≤ [
−→
k (t;−→a ), X(t)], t ∈ (0;T ], {x, ξ} ⊂ Rn. (3)

Нехай p — натуральне число, а v(t;x), (t;x) ∈ Πn
[0;T ], — компле-

кснозначна функцiя, вимiрна за змiнною x при кожному t ∈ [0;T ].
Для довiльного t ∈ [0;T ] покладемо

‖v(t; ·)‖
−→
k (t;−→a )
p := ‖v(t;x) · exp{−[

−→
k (t;−→a ), X(t)]}‖Lp(Rn),

‖v(t; ·)‖
−→s (t)
p := ‖v(t;x) · exp{−[−→s (t), x]}‖Lp(Rn),

де Lp(Rn) — вiдповiдний простiр Лебега. Тодi простори L
−→
k (t,−→a )
p i L

−→s (t)
p ,

t ∈ [0;T ], p ≥ 1, означуються як сукупностi усiх вимiрних стосовно
просторової змiнної функцiй ϕ : Rn×[0;T ] −→ C, для яких скiнченими

є норми ‖ϕ‖
−→
k (t;−→a )
p та ‖ϕ‖

−→s (T )
p вiдповiдно при кожному фiксованому

t ∈ [0;T ], а L
−→a
p := L

−→
k (0,−→a )
p .

Для елементiв v(t; ·) ∈ L
−→
k (t,−→a )
p i ϕ(·) ∈ L−→ap виконуються спiввiдно-

шення:

‖v(t; ·)‖
−→s (t)
p ≤ ‖v(t; ·)‖

−→
k (t;−→a )
p , ‖ϕ(·)‖

−→s (t)
p ≤ ‖ϕ(·)‖

−→a
p , t ∈ [0;T ], p ≥ 1.

Надалi також використовуватимемо простiр L
−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1, який

складається з усiх вимiрних стосовно змiнної x функцiй ϕ : Rn ×
[0;T ] −→ C iз скiнченною нормою

‖ϕ(t; ·)‖
−→
k (t,−→a )
p,1 :=

∥∥∥∥ϕ(t;x) · exp{−[
−→
k (t;−→a ), X(t)]}

(1 + ‖x̂1‖+ ‖x′2‖)

∥∥∥∥
Lp(Rn)

, t ∈ [0;T ].

Оскiльки

‖ϕ(t; ·)‖
−→
k (t,−→a )
p,1 ≤ ‖ϕ(t; ·)‖

−→
k (t,−→a )
p , t ∈ [0;T ], p ≥ 1,

то правильними є неперервнi вкладення

L
−→
k (t,−→a )
p ⊂ L

−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ [0;T ], p ≥ 1.



Задача Кошi для вироджених параболiчних систем... 239

Означення. Вектор-функцiю u(t;x) називатимемо розв’язком систе-

ми (1) у просторi L
−→
k (t,−→a )
p,1 , якщо

‖P (t, x; ∂x)u(t;x)‖
−→
k (t,−→a )
p,1 = 0, t ∈ (0;T ],

де P (t, x; ∂x) — вiдповiдний матричний диференцiальний вираз систе-
ми (1), тобто

P (t, x; ∂x) :=

{
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j

}
E − A(t; ∂x1

).

3. Дослiдження задачi Кошi
При побудовi ФМРЗК для системи (1) та її дослiдженнi у [4], фактично
встановлено, що вектор-функцiя

u(t;x) =

∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ, (t;x) ∈ Πn
(0;T ], (4)

є звичайним розв’язком системи (1) для кожної неперервної вектор-
функцiї ϕ(·), з компонентами, якi є швидко спадними функцiями в
околi нескiнченно вiддалених точок, причому ϕ(·) є граничним значе-
нням цього розв’язку при t→ +0.

Скористаємося структурою (4) розв’язку u системи (1) для розши-
рення класу граничних значень ϕ(·). Для цього розглянемо вектор-
функцiю u, що визначається рiвнiстю (4) з ϕ(·) ∈ L−→ap , p ≥ 1, та дослi-
димо її властивостi.

Зваживши на оцiнку (2), дiстанемо∣∣∣∣ ∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ct−Ml0

∫
Rn

t−M |ϕ(ξ)|×

×exp
{
− η + η0

2
d(t;x; ξ) + [−→a , ξ]

}
exp
{
− η − η0

2
d(t;x; ξ)− [−→a , ξ]

}
dξ. (5)

Звiдси, врахувавши нерiвнiсть (3), при p = 1 маємо∣∣∣∣ ∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ct−Ml0exp
{

[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}
×
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×
∫
Rn

|ϕ(ξ)|exp
{
− [−→a , ξ]

}
exp{−(η − η0)d(t;x; ξ)}t−Mdξ, (6)

i, оскiльки exp{−(η − η0)d(t;x; ξ)} ≤ 1, η0 < η, то∣∣∣∣ ∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ c1t−M−Ml0exp
{

[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}
‖ϕ‖

−→a
1 , (7)

для (t;x) ∈ Πn
(0;T ], l ∈ Zn+.

Нехай тепер p > 1, тодi скориставшись нерiвнiстю Гельдера i тим,
що для всiх t > 0, x ∈ Rn∫

Rn

t−Mexp{−δd(t;x; ξ)}dξ = C, δ > 0, (8)

iз (5) одержуємо ∣∣∣∣ ∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤

≤ ct−Ml0

∫
Rn

t−Mexp
{
− q η + η0

2
d(t;x; ξ) + q[−→a , ξ]

}
dξ

1/q

×

×

∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp{−p[−→a , ξ]}t−Mexp
{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

1/p

≤

≤ ct−Ml0exp
{

[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}∫
Rn

exp
{
− q η − η0

2
d(t;x; ξ)

}
t−Mdξ

1/q

×

×

∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}
t−Mexp

{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

1/p

≤

≤ c2

∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}
t−Mexp

{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

1/p

×
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×t−Ml0exp
{

[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}
, η0 < η,

1

p
+

1

q
= 1, (9)

а, вiдтак, приходимо до оцiнки∣∣∣∣ ∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ c3t−M
p −Ml0exp

{
[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}
‖ϕ‖

−→a
p ,

(10)
у якiй (t;x) ∈ Πn

(0;T ] i l ∈ Zn+.
Нерiвностi (7), (10) забезпечують рiвномiрну збiжнiсть iнтеграла∫

Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ стосовно змiнної x на кожному компактi K ⊂ Rn

при кожному фiксованому t ∈ (0;T ] i l ∈ Zn+, тому вектор-функцiя
u(t; ·), t ∈ (0;T ], є нескiнченно-диференцiйовною стосовно просторової
змiнної у кожнiй точцi простору Rn, причому справджується рiвнiсть

∂lxu(t;x) =

∫
Rn

∂lxG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ, ϕ ∈ L
−→a
p , p ≥ 1,

для всiх (t;x) ∈ Πn
(0;T ], l ∈ Zn+.

Безпосередньо з оцiнок (6), (9) та рiвностi (8) одержуємо також, що

‖∂lxu(t;x)‖
−→
k (t;−→a )
p ≤ ct−Ml0×

 ∫
Rn

(∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}
t−Mexp

{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

)
dx

1/p

=

 ∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}(∫
Rn

t−Mexp
{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dx

)
dξ

1/p

×

ct−Ml0 = c0t
−Ml0‖ϕ‖

−→a
p , t ∈ (0;T ], l ∈ Zn+, p ≥ 1.

Зокрема, при l = 0 маємо

‖u(t; ·)‖
−→
k (t;−→a )
p ≤ c‖ϕ‖

−→a
p , p ≥ 1, t ∈ (0;T ], (11)

тобто u(t; ·) ∈ L
−→
k (t,−→a )
p , t ∈ (0;T ].
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Крiм цього,

‖xlj∂x(l+1)j
u(t;x)‖

−→
k (t;−→a )
p,1 ≤

≤ ct−M1,0

 ∫
Rn

(∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}
t−M×

×exp
{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

)
dx

)1/p

= c0t
−M1,0‖ϕ‖

−→a
p ,

для всiх t ∈ (0;T ], p ≥ 1, j ∈ Nn(l+1)
i l ∈ N2.

Далi, з’ясуємо диференцiйовнiсть функцiї u стосовно змiнної t.
З оцiнки (2) випливає, що∣∣∣∣ ∫

Rn

∂tG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤ ct−1exp{[
−→
k (t;−→a ), X(t)]

}
×

×
(∫
Rn

|ϕ(ξ)|pexp
{
− p[−→a , ξ]

}
t−Mexp

{
− pη − η0

2
d(t;x; ξ)

}
dξ

)1/p

,

при η0 < η, (t;x) ∈ Πn
(0;T ] i p ≥ 1.

Звiдси вже, розмiрковуючи як у випадку диференцiйовностi u cто-
совно просторової змiнної, приходимо до iснування ∂tu у кожнiй точцi
промiжку (0;T ] такої, що

∂tu(t;x) =

∫
Rn

∂tG(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ i ‖∂tu(t;x)‖
−→
k (t;−→a )
p ≤ c3t−1‖ϕ‖

−→a
p ,

для всiх ϕ ∈ L−→ap , p ≥ 1, x ∈ Rn i t ∈ (0;T ].
Попереднi мiркування обгрунтовують правильнiсть наступного до-

помiжного твердження.

Лема 1. Нехай ϕ ∈ L−→ap , p ≥ 1, тодi матричний диференцiальний
оператор P (t, x; ∂x) коректно визначений у сенсi топологiї простору
L−→ap,1, p ≥ 1, на вiдповiднiй вектор-функцiї u з (4), як елементi цього

простору, причому P (t, x; ∂x)u(t; ·) ∈ L
−→
k (t,−→a )
p,1 , p ≥ 1, t ∈ (0;T ].

Основний результат сформулюємо у виглядi теореми.
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Теорема. Якщо ϕ ∈ L−→ap , p ≥ 1, то вiдповiдна вектор-функцiя u,
що визначається рiвнiстю (4), є розв’язком системи (1) у просторi

L
−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ (0;T ], для якого виконується граничне спiввiдношення

‖u(t; ·)− ϕ‖
−→s (t)
p −→

t→+0
0. (12)

Доведення. Згiдно з твердженням леми 1 i тим, що G є розв’язком
системи (1), при p ≥ 1 i t ∈ (0;T ] маємо

‖P (t, x; ∂x)u(t; ·)‖
−→
k (t,−→a )
p,1 =

=

∥∥∥∥ ∫
Rn

P (t, x; ∂x)G(t, x; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

∥∥∥∥
−→
k (t,−→a )

p,1

= 0,

тобто зазначена вектор-функцiя u(t; ·) є розв’язком системи (1) у про-

сторi L
−→
k (t,−→a )
p,1 , t ∈ (0;T ].

Доведемо спiввiдношення (12) користуючись схемою з [2].
Для R > 0 покладемо

BR :=

{
x ∈ Rn :

( 3∑
r=1

nr∑
j=1

|xrj |αj

)1/α′

≤ R
}
, α′ = max

j∈Nn1

{αj}

i розглянемо допомiжну фiнiтну вектор-функцiю

ϕR(x) :=

{
ϕ(x), x ∈ BR,
0, x ∈ Rn\BR.

Тодi

‖u(t; ·)− ϕ‖
−→s (t)
p =

∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ − ϕ(·)
∥∥∥∥−→s (t)

p

≤

≤
∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(R)(ξ))dξ

∥∥∥∥−→s (t)

p

+

+

∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ − ϕ(R)(·)
∥∥∥∥−→s (t)

p

+



244 В. A. Лiтовченко, О. Б. Васько

+‖ϕ− ϕ(R)‖
−→s (t)
p , t ∈ (0;T ].

Згiдно з оцiнкою (11) маємо, що∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(R)(ξ))dξ

∥∥∥∥−→s (t)

p

≤

≤
∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)(ϕ(ξ)− ϕ(R)(ξ))dξ

∥∥∥∥
−→
k (t;−→a )

p

≤

≤ c‖ϕ− ϕ(R)‖
−→a
p , t ∈ (0;T ].

Тодi ∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ − ϕ(·)
∥∥∥∥−→s (t)

p

≤ (c+ 1)‖ϕ− ϕ(R)‖
−→a
p +

+

∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ − ϕ(R)(·)
∥∥∥∥−→s (t)

p

≤

≤ (c+ 1)‖ϕ− ϕ(R)‖
−→a
p + I1/p, t ∈ (0;T ],

де

I1/p :=

∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ − ϕ(R)(·)
∥∥∥∥
Lp(Rn)

, t ∈ (0;T ].

Зафiксуємо довiльно ε > 0 i виберемо R > 0 так, щоб

‖ϕ− ϕ(R)‖
−→a
p =

( ∫
Rn\BR

|ϕ(x)|pexp{−p[−→a , x]}dx
)1/p

<
ε

2(c+ 1)
.

Встановимо iснування такого δ ∈ (0;T ], що для будь-якого t ∈ (0; δ)
виконується нерiвнiсть

I1/p <
ε

2
. (13)

Для цього подамо I у виглядi I = I1 + I2, де

I1 :=

∫
Rn\B2R

∣∣∣∣ ∫
BR

G(t, x; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ

∣∣∣∣pdx,
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I2 :=

∫
B2R

∣∣∣∣ ∫
BR

G(t, x; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)− ϕ(R)(x)dξ

∣∣∣∣pdx.
Якщо p = 1, то

I1 ≤ c
∫

Rn\B2R

( ∫
BR

|ϕ(R)(ξ)|t−Mexp{−ηd(t, x; ξ)}dξ
)
dx =

= c

∫
BR

|ϕ(R)(ξ)|
( ∫
Rn\B2R

t−Mexp{−ηd(t, x; ξ)}dx
)
dξ.

Звiдси, врахувавши iснування такого числа δ0 ∈ (0; 1), що для довiль-
них t ∈ (0; δ0), x ∈ Rn\B2R i ξ ∈ BR справджується нерiвнiсть [2]

d(t;x; ξ) ≥ t1−α
′′
(
R

2

)α′
, α′′ := min

j∈Nn1

{αj}, (14)

а також, зваживши на рiвнiсть∫
Rn

t−Mexp{−η0d(t;x; ξ)}dx = C,

яка виконується для всiх t > 0, ξ ∈ Rn, отримаємо, що

I1 ≤ c
∫
Rn

|ϕ(R)(ξ)|
(∫
Rn

t−Mexp
{
−(η − η0)t1−α

′′
(R

2

)α′}
×

×exp{−η0d(t, x; ξ)}dx
)
dξ = c exp

{
− (η − η0)t1−α

′′
(
R

2

)α′ }
×

×
∫
Rn

|ϕ(R)(ξ)|
(∫
Rn

t−Mexp{−η0d(t, x; ξ)}dx
)
dξ =

= c1exp
{
− (η − η0)

tα′′−1

(
R

2

)α ′ }
‖ϕ(R)‖L1(Rn), t ∈ (0; δ0). (15)

Нехай тепер p > 1. Застосувавши оцiнки (2), (14) i нерiвнiсть Гель-
дера, для t ∈ (0; δ0) та x ∈ Rn\B2R маємо∣∣∣∣ ∫

BR

G(t, x; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤
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≤ c
( ∫
BR

t−M |ϕ(R)(ξ)|pexp
{
− pη − η0

2
d(t, x; ξ)

}
dξ

)1/p

×

×
( ∫
BR

t−Mexp
{
− q η − η0

2
d(t, x; ξ)

}
exp{−qη0d(t, x; ξ)}dξ

)1/q

≤

≤ c
( ∫
BR

t−M |ϕ(R)(ξ)|pexp
{
− pη − η0

2
d(t, x; ξ)

}
dξ

)1/p

×

×exp
{
− η − η0

2tα′′−1

(
R

2

)α′ }( ∫
BR

t−Mexp{−qη0d(t, x; ξ)}dξ
)1/q

=

= c1exp
{
− η − η0

2tα′′−1

(
R

2

)α′ }
×

×
( ∫
BR

|ϕ(R)(ξ)|p

tM
exp
{
− pη − η0

2
d(t, x; ξ)

}
dξ

) 1
p

.

Звiдси знаходимо, що

I1 =

∫
Rn\B2R

∣∣∣∣ ∫
BR

G(t, x; 0, ξ)ϕ(R)(ξ)dξ

∣∣∣∣pdx ≤
≤ cexp

{
− p η − η0

2tα′′−1

(
R

2

)α′ }
· ‖ϕ(R)‖Lp(Rn), t ∈ (0; δ0). (16)

Оцiнимо тепер iнтеграл I2.
Нехай ϕ(R)

h — середня вектор-функцiя для ϕ(R) [5]. Iз властивостей
середнiх функцiй випливає, що

‖ϕ(R) − ϕ(R)
h ‖Lp(Rn) −→

h→0
0.

Оскiльки ϕ(R)
h — нескiнченно-диференцiйовна фiнiтна вектор-функцiя,

то при фiксованому h > 0 рiвномiрно за x ∈ B2R виконується спiввiд-
ношення ∣∣∣∣ ∫

Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ
(R)
h (ξ)dξ − ϕ(R)

h (x)

∣∣∣∣ −→t→0
0.
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Звiдси, врахувавши, що

I
1/p
2 ≤

( ∫
B2R

∣∣∣∣ ∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)(ϕ(R)(ξ)− ϕ(R)
h (ξ))dξ

∣∣∣∣pdx)1/p

+

+

( ∫
B2R

∣∣∣∣ ∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)ϕ
(R)
h (ξ)dξ − ϕ(R)

h (x)

∣∣∣∣pdx)1/p

+

+

( ∫
B2R

|ϕ(R)
h (x)− ϕ(R)(x)|pdx

)1/p

,

а також, оцiнку∣∣∣∣ ∫
B2R

∣∣∣∣ ∫
Rn

G(t, x; 0, ξ)(ϕ(R)(ξ)− ϕ(R)
h (ξ))dξ

∣∣∣∣pdx∣∣∣∣1/p ≤
≤ c ‖ϕ(R) − ϕ(R)

h ‖Lp(Rn),

яка одержується подiбним способом до (11), приходимо до iснування
такої сталої δ1 > 0, що для довiльного t ∈ (0; δ1) виконується оцiнка

I2 <
1

2

(ε
2

)p
.

Нерiвностi (15), (16) i додатнiсть числа α′′−1 гарантують iснування
константи δ2 > 0 такої, що для довiльних t ∈ (0; δ2) справджується
нерiвнiсть

I1 <
1

2

(ε
2

)p
.

Отже, оцiнка (13) виконується при δ := min{δ1, δ2}.
Таким чином, для будь-якого ε > 0 iснує δ ∈ (0;T ) таке, що для

довiльних t ∈ (0; δ) справджується нерiвнiсть∥∥∥∥∫
Rn

G(t, ·; 0, ξ)ϕ(ξ)dξ − ϕ(·)
∥∥∥∥−→s (t)

p

< ε.

Теорему доведено.
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