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We prove theorem on the well-posedness of a general parabolic initial-
boundary value problem in a rectangle in some classes of Hilbert spaces of
generalized smoothness. As an application, we give new sufficient conditi-
ons under which generalized derivatives, of a prescribed order, of a solution
to the problem should be continuous.

Встановлено теорему про коректну розв’язнiсть загальної параболiчної
початково–крайової задачi у прямокутнику у деяких класах гiльбер-
тових просторiв узагальненої гладкостi. Як застосування наведенi новi
достатнi умови неперервностi узагальнених похiдних заданого порядку
розв’язку задачi.

1. Вступ
Загальнi параболiчнi початково–крайовi задачi достатньо повно до-
слiдженi у класичних шкалах функцiональних просторiв Гельдера–
Зiгмунда та Соболєва [1–5]. Центральне мiсце в теорiї таких задач
займають теореми про їх коректну розв’язнiсть у пiдходящих парах
просторiв, що належать цим шкалам.

Втiм, виявилось, що для деяких застосувань до диференцiальних
операторiв цi шкали не є досить тонко градуйованими за допомогою
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числових параметрiв [6–12]. У цьому зв’язку є цiкавими функцiональ-
нi простори, для яких показником гладкостi є не числовий, а фун-
кцiональний параметр. Вони називаються просторами узагальненої
гладкостi. Важливi класи таких просторiв були введенi й дослiдженi
Л. Хермандером [6] та Л. Р. Волевичем i Б. П. Панеяхом [13].

Недавно В. А. Михайлець i другий автор [12, 14–21] побудували те-
орiю загальних елiптичних диференцiальних операторiв i елiптичних
крайових задач у гiльбертових шкалах, утворених просторами Хер-
мандера

Hs,ϕ := B2,µ для µ(ξ) := (1 + |ξ|2)s/2ϕ
(
(1 + |ξ|2)1/2

)
. (1)

Тут числовий параметр s дiйсний, а функцiональний параметр ϕ по-
вiльно змiнюється на нескiнченностi за Й. Караматою. Клас просто-
рiв (1) мiстить соболєвську шкалу {Hs} = {Hs,1}, прив’язаний до неї
числовим параметром s, проте градуйований тонше, нiж соболєвська
шкала. Числовий параметр s визначає основну (степеневу) гладкiсть,
а функцiональний параметр ϕ уточнює її, задаючи додаткову глад-
кiсть. Остання може дати як бiльш широкий, так и бiльш вузький
простiр Hs,ϕ у порiвняннi з Hs. Клас просторiв (1) названо уточненою
соболєвською шкалою.

В роботi [22] нами введений анiзотропний аналог уточненої соболєв-
ської шкали на R2 (двомiрний випадок) i доведена теорема про iзомор-
фiзм на цiй шкалi, який здiйснює оператор початково–крайової задачi
для лiнiйного параболiчного рiвняння довiльного парного порядку з
однорiдними початковими умовами (даними Кошi).

Ця стаття є продовженням роботи [22]. Мета статтi — довести теоре-
му про коректну розв’язнiсть початково–крайової задачi для лiнiйного
параболiчного рiвняння довiльного парного порядку без припущення
однорiдностi початкових умов. В якостi застосування отримаємо новi
достатнi умови неперервностi узагальнених частинних похiдних (зада-
ного порядку) розв’язку задачi.

Стаття складається з 6 пунктiв. Пункт 1 є вступ. Пункт 2 мiстить
постановку задачi, що дослiджується. У п. 3 розглянута анiзотропна
уточнена соболєвська шкала, в якiй дослiджується параболiчна зада-
ча. У п. 4 сформульованi основнi результати статтi. Вони доведенi в
п. 5. Пункт 6 мiстить висновки до статтi.
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2. Постановка задачi
Нехай Ω := (0, l)× (0, τ), де l i τ є довiльнi додатнi числа. Розглянемо
в прямокутнику Ω лiнiйну початково–крайову параболiчну задачу:

A(x, t,Dx, ∂t)u(x, t) ≡

≡
∑

α+2bβ≤2m

aα,β(x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) = f(x, t) в Ω, (2)

Bj,0(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=0
≡

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,0 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=0

= gj,0(t) i (3)

Bj,1(t,Dx, ∂t)u(x, t)
∣∣
x=l
≡

≡
∑

α+2bβ≤mj

bα,βj,1 (t)Dα
x∂

β
t u(x, t)

∣∣
x=l

= gj,1(t) (4)

для 0 < t < τ i j = 1, . . . ,m,

∂ku(x, t)

∂tk

∣∣∣∣
t=0

= hk(x) для 0 < x < l i k = 0, . . . ,κ − 1. (5)

Тут b,m i всimj є довiльнi фiксованi цiлi числа, такi, щоm ≥ b ≥ 1,
κ := m/b ∈ Z i mj ≥ 0. Всi коефiцiєнти виразiв A := A(x, t,Dx, ∂t)
та Bj,k := Bj,k(t,Dx, ∂t), де j ∈ {1, . . . ,m} та k ∈ {0, 1}, вважа-
ємо нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями. А саме,
aα,β ∈ C∞(Ω) та bα,βj,k ∈ C∞[0, τ ], де Ω := [0, l]× [0, τ ]. Використовуємо
позначення Dx := i ∂/∂x та ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних. Пiдсу-
мовування здiйснюємо по цiлим iндексам α, β ≥ 0, що задовольняють
нерiвностi, вказанi пiд знаком суми.

Нагадаємо [1, § 9, п. 1], що початково–крайову задачу (2)–(5) нази-
вають параболiчною в Ω, якщо виконуються наступнi три умови:

(i) Для довiльних x ∈ [0, l], t ∈ [0, τ ], ξ ∈ R та p ∈ C з Re p ≥ 0 вiрно

A(0)(x, t, ξ, p) ≡
∑

α+2bβ=2m

aα,β(x, t) ξαpβ 6= 0 при |ξ|+ |p| 6= 0.

(ii) Нехай величини x ∈ {0, l}, t ∈ [0, τ ], та p ∈ C \ {0} з Re p ≥ 0
довiльнi. Тодi многочлен A(0)(x, t, ξ, p) вiдносно ξ ∈ C має m ко-
ренiв ξ+

j (x, t, p), j = 1, . . . ,m, з додатною уявною частиною та m
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коренiв з вiд’ємною уявною частиною, з урахуванням їх кратно-
стi.

(iii) Нехай величини x, t, та p такi самi, як i в умовi (ii). Покладемо
k := 0 якщо x = 0, або k := 1 якщо x = l. Тодi многочлени

B
(0)
j,k (t, ξ, p) ≡

∑
α+2bβ=mj

bα,βj,k (t) ξαpβ , j = 1, . . . ,m,

аргументу ξ лiнiйно незалежнi по модулю многочлена
m∏
j=1

(
ξ − ξ+

j (x, t, p)
)
.

3. Уточнена анiзотропна
соболєвська шкала

Розглянемо функцiональнi простори, в яких будемо дослiджувати па-
раболiчну задачу (2)–(5). Вони утворюють уточнену анiзотропну со-
болєвську шкалу, введену в [22, п. 3]. Показниками гладкостi для цих
просторiв служать два числових параметра i ще один функцiональний
параметр, який пробiгає класM, що означається наступним чином.

КласM складається з усiх функцiй ϕ : [1,∞)→ (0,∞) таких, що:
а) ϕ вимiрна за Борелем на [1,∞);
б) обидвi функцiї ϕ i 1/ϕ обмеженi на кожному вiдрiзку [1, b], де

1 < b <∞;
в) функцiя ϕ повiльно змiнна функцiя на нескiнченностi за Кара-

матою, тобто

lim
r→∞

ϕ(λr)

ϕ(r)
= 1 для кожного λ > 0.

Теорiя повiльно змiнних функцiй викладена, наприклад, у моно-
графiях [23, 24]. Важливим прикладом функцiї, повiльно змiнної на
нескiнченностi, служить функцiя

ϕ(r) := (log r)θ1 (log log r)θ2 . . . ( log . . . log︸ ︷︷ ︸
k раз

r )θk аргументу r � 1,

де k ∈ N i θ1, θ2, . . . , θk ∈ R є довiльнi параметри.
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Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. Покладемо γ := 1/(2b). За означенням,
лiнiйний простiр Hs,sγ,ϕ(R2) складається з усiх повiльно зростаючих
розподiлiв w ∈ S ′(R2) таких, що їх перетворення Фур’є w̃ (за обома
змiнними) є локально сумовним за Лебегом на R2 i задовольняє умову

∞∫
−∞

∞∫
−∞

r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η)) |w̃(ξ, η)|2 dξdη <∞.

Тут i далi використовуємо позначення

rγ(ξ, η) :=
(
1 + |ξ|2 + |η|2γ

)1/2 для довiльних ξ, η ∈ R.

Простiр Hs,sγ,ϕ(R2) надiлений скалярним добутком

(w1, w2)Hs,sγ,ϕ(R2) :=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

r2s
γ (ξ, η)ϕ2(rγ(ξ, η)) w̃1(ξ, η) w̃2(ξ, η) dξdη,

де w1, w2 ∈ Hs,sγ,ϕ(R2). Вiн породжує норму

‖w‖Hs,sγ,ϕ(R2) := (w,w)
1/2
Hs,sγ,ϕ(R2).

Якщо ϕ(r) ≡ 1, то Hs,sγ,ϕ(R2) стає анiзотропним простором Собо-
лєва порядку (s, sγ). Цей простiр позначаємо через Hs,sγ(R2). Взагалi,
у соболєвському випадку ϕ(r) ≡ 1 будемо опускати iндекс ϕ у позна-
ченнях вiдповiдних функцiональних просторiв.

Кожний простiр Hs,sγ,ϕ(R2), де s ∈ R i ϕ ∈ M, прив’язаний до
соболєвських просторiв завдяки першим двом числовим параметрам:

Hs1,s1γ(R2) ↪→ Hs,sγ,ϕ(R2) ↪→ Hs0,s0γ(R2) для всiх s0 < s < s1.

З огляду на це клас гiльбертових функцiональних просторiв{
Hs,sγ,ϕ(R2) : s ∈ R, ϕ ∈M

}
. (6)

названий уточненою анiзотропною соболєвською шкалою. Так, якщо
ϕ(r) → ∞ (або ϕ(r) → 0) при r → ∞, то ϕ задає позитивну (або
негативну) додаткову гладкiсть, тобто можна сказати, що ϕ уточнює
основну гладкiсть (s, sγ).
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Розглянемо аналоги шкали (6), пов’язанi з параболiчною задачею,
що дослiджується. Як i ранiше, s ∈ R та ϕ ∈M.

Покладемо

Hs,sγ,ϕ(Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ Hs,sγ,ϕ(R2)

}
,

‖u‖Hs,sγ,ϕ+ (Ω) :=

:= inf
{
‖w‖Hs,sγ,ϕ(R2) : w ∈ Hs,sγ,ϕ(R2), w = u в Ω

}
,

(7)

де u ∈ Hs,sγ,ϕ(Ω). Простiр Hs,sγ,ϕ(Ω) гiльбертiв вiдносно норми (7), а
множина C∞(Ω) щiльна у ньому.

Покладемо

Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) :=

{
w � Ω : w ∈ Hs,sγ,ϕ(R2), w(x, t) ≡ 0 при t < 0

}
,

‖u‖Hs,sγ,ϕ+ (Ω) := inf
{
‖w‖Hs,sγ,ϕ(R2) :

w ∈ Hs,sγ,ϕ(R2), w(x, t) ≡ 0 при t < 0, w = u в Ω
}
,

(8)

де u ∈ Hs,sγ,ϕ
+ (Ω). Простiр Hs,sγ,ϕ

+ (Ω) гiльбертiв вiдносно норми (8), а
множина

C∞+ (Ω) :=
{
w � Ω : w ∈ C∞(R2), w(x, t) ≡ 0 при t < 0

}
=

=
{
u ∈ C∞(Ω) : ∂βt u(x, t)|t=0 = 0 для всiх β ∈ N ∪ {0}, x ∈ [0, l]

}
щiльна у ньому.

Розглянемо далi функцiональнi простори, до яких будуть належати
правi частини граничних i початкових умов (3), (4) i (5). За означен-
ням, лiнiйний простiр Hs,ϕ(R) складається з усiх повiльно зростаючих
розподiлiв h ∈ S ′(R) таких, що їх перетворення Фур’є ĥ є локально
сумовним за Лебегом на R i задовольняє умову

∞∫
−∞

〈ξ〉2s ϕ2(〈ξ〉) |ĥ(ξ)|2 dξ <∞.

Тут 〈ξ〉 := (1+|ξ|2)1/2. ПростiрHs,ϕ(R) надiлений скалярним добутком

(h1, h2)Hs,ϕ(R) :=

∞∫
−∞

〈ξ〉2s ϕ2(〈ξ〉) ĥ1(ξ) ĥ2(ξ) dξ,
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де h1, h2 ∈ Hs,ϕ(R), i вiдповiдною нормою ‖h‖Hs,ϕ(R) := (h, h)
1/2
Hs,ϕ(R).

Нехай задане дiйсне число d > 0. Покладемо

Hs,ϕ(0, d) :=
{
h� (0, d) : h ∈ Hs,ϕ(R)

}
,

‖v‖Hs,ϕ(0,d) := inf
{
‖h‖Hs,ϕ(R) : h ∈ Hs,ϕ(R), h = v в (0, d)

}
, (9)

де v ∈ Hs,ϕ(0, d). Простiр Hs,ϕ(0, d) гiльбертiв вiдносно норми (9), а
множина C∞[0, d] щiльна у ньому.

Покладемо

Hs,ϕ
+ (0, d) :=

{
h� (0, d) : h ∈ Hs,ϕ(R), supph ⊆ [0,∞)

}
,

‖v‖Hs,ϕ+ (0,d) := inf
{
‖h‖Hs,ϕ(R) :

h ∈ Hs,ϕ(R), supph ⊆ [0,∞), h = v в (0, d)
}
,

(10)

де v ∈ Hs,ϕ
+ (0, d). Простiр Hs,ϕ

+ (0, d) гiльбертiв вiдносно норми (10), а
множина

C∞+ [0, d] :=
{
h� [0, d] : h ∈ C∞(R), supph ⊆ [0,∞)

}
=

=
{
v ∈ C∞[0, d] : v(β)(0) = 0 для всiх β ∈ N ∪ {0}

}
щiльна у ньому.

В роботi функцiї (та розподiли) вважаються комплекснозначними.
Наступна лема вiдiграє важливу роль у доведеннi основного ре-

зультату.

Лема 1. Нехай довiльно заданi дiйсне число s > 0 i функцiональний
параметр ϕ ∈M. Тодi вiрнi наступнi твердження.

(i) Якщо sγ + 1/2 /∈ Z, то

‖u‖Hs,sγ,ϕ+ (Ω) � ‖u‖Hs,sγ,ϕ(Ω) при u ∈ Hs,sγ,ϕ
+ (Ω). (11)

(ii) Якщо s+ 1/2 /∈ Z, то

‖v‖Hs,ϕ+ (0,d) � ‖v‖Hs,ϕ(0,d) при v ∈ Hs,ϕ
+ (0, d). (12)

Доведення. Виконання нерiвностей

‖u‖Hs,sγ,ϕ+ (Ω) ≥ ‖u‖Hs,sγ,ϕ(Ω), ‖v‖Hs,ϕ+ (0,d) ≥ ‖v‖Hs,ϕ(0,d)
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для довiльних u ∈ Hs,sγ,ϕ
+ (Ω) та v ∈ Hs,ϕ

+ (0, d) випливає з означення
норм у просторах Hs,sγ,ϕ

+ (Ω), Hs,sγ,ϕ(Ω) та Hs,ϕ
+ (0, d), Hs,ϕ(0, d) вiдпо-

вiдно.
Покажемо, що

‖v‖Hs,ϕ+ (0,d) ≤ const ‖v‖Hs,ϕ(0,d) для усiх v ∈ Hs,ϕ
+ (0, d). (13)

Нехай w ∈ C∞0 (0,∞). Тодi для довiльного дiйсного s > 0 такого, що
s+ 1/2 /∈ Z виконується еквiвалентнiсть норм

‖w‖Hs,ϕ(R) � ‖w‖Hs,ϕ(0,∞) (14)

(пор. з [12, теорема 3.20]). Тут i далi Hs,ϕ(0,∞) означено за формулою
(9), в якiй d замiнено на ∞. За замиканням одержуємо з (14) оцiнку

‖h‖Hs,ϕ(R) ≤ const ‖h� (0,∞)‖Hs,ϕ(0,∞) (15)

для довiльної функцiї h ∈ Hs,ϕ
+ (R). Тут

Hs,ϕ
+ (R) :=

{
h ∈ Hs,ϕ(R), supph ⊆ [0,∞)

}
.

Переходом до iнфiмуму у (15) за усiма h ∈ Hs,ϕ
+ (R) такими, що h = v

на (0, d), отримуємо (13).
Оцiнка

‖u‖Hs,sγ,ϕ+ (Ω) ≤ const ‖u‖Hs,sγ,ϕ(Ω)

доводиться подiбно до (13). При цьому використовується еквiвален-
тнiсть норм

‖w‖Hs,sγ,ϕ(R2) � ‖w‖Hs,sγ,ϕ(R×(0,∞))

на класi функцiй w ∈ C∞0 (R × (0,∞)) (пор. з [12, теорема 3.20]). Тут
sγ+ 1/2 /∈ Z, а простiр Hs,sγ,ϕ(R× (0,∞)) означений за формулою (7),
у якiй замiнено Ω на R× (0,∞).

Лема 1 доведена.

4. Основнi результати
Основними результатами роботи є теорема про iзоморфiзми, породже-
нi початково–крайовою параболiчною задачею (2)–(5) та новi достатнi
умови неперервностi узагальнених частинних похiдних (заданого по-
рядку) розв’язку цiєї задачi. Сформулюємо їх.
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Нехай σ0 є найменше цiле число, таке, що

σ0 ≥ 2m, σ0 ≥ mj + 1 для всiх j ∈ {1, . . . ,m}, i
σ0

2b
∈ Z.

Зокрема, якщо mj ≤ 2m− 1 для кожного j ∈ {1, . . . ,m}, то σ0 = 2m.
Пов’яжемо з параболiчною задачею (2)–(5) лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=
(
Au,B1,0u,B1,1u, . . . , Bm,0u,Bm,1u, (16)

u�[0,l], . . . , (∂
κ−1
t u)�[0,l]

)
, u ∈ C∞(Ω).

Теорема 1. Нехай довiльно заданi дiйсне число σ > σ0 i функцiональ-
ний параметр ϕ ∈M. Припустимо, що σ+1/2 /∈ Z i σ/(2b)+1/2 /∈ Z.
Тодi вiдображення (16) продовжується єдиним чином (за неперерв-
нiстю) до iзоморфiзму

Λ : Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) ↔ Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ. (17)

Тут через Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ позначено пiдпростiр простору

Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ := Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)⊕

⊕
m⊕
j=1

(
H(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ(0, τ)

)2 ⊕ κ−1⊕
k=0

Hσ−2bk−b,ϕ(0, l),

утворений всiма векторами

F :=
(
f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1

)
∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ,

якi задовольняють наступну умову узгодження правих частин задачi
(2)–(5). Для вектора F iснує функцiя v = v(x, t) класу Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω)
така, що

f −Av ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω),

gj,k −Bj,kv ∈ H
(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (0, τ) для всiх

k ∈ {0, 1} та j ∈ {1, . . . ,m},
hk = ∂kt v

∣∣
t=0

для всiх k ∈ {0, . . . ,κ − 1}.

Цю умову узгодження можна сформулювати у еквiвалентнiй формi
у конструктивному виглядi без застосування уточненої шкали просто-
рiв (див., наприклад, [2, с. 707]). А саме, воно полягає в тому, що похi-
днi ∂kt u(x, t)

∣∣
t=0

, якi можна обчислити з параболiчного рiвняння (2) та
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початкових даних (5), повиннi задовольняти при x = 0 та x = l грани-
чним умовам (3) та (4) i спiввiдношенням, що отримаємо в результатi
диференцiювання граничних умов по змiннiй t.

Вiдмiтимо, що теорема 1 залишається вiрною i у випадку, коли па-
раметр σ > σ0 задовольняє одну з умов σ+ 1/2 ∈ Z i σ/(2b) + 1/2 ∈ Z,
якщо гiльбертiв простiр Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ означити за допомогою iн-
терполяцiї

Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ :=

:=
[
Qσ−2m−ε,(σ−2m−ε)/(2b),ϕ,Qσ−2m+ε,(σ−2m+ε)/(2b),ϕ

]
1/2
.

Тут число ε ∈ (0, 1/2), а права частина рiвностi є результатом iнтер-
поляцiї вказаної пари гiльбертових просторiв з числовим параметром
1/2.

У соболєвському випадку ϕ ≡ 1 теорема 1 вiдома. Вона доведена
М. С. Аграновiчем i М. I. Вiшиком [1, теорема 12.1] у припущеннi, що
число σ/(2b) є цiлим (їх результат охоплює граничний випадок σ =
σ0). Цього припущення можна позбавитись, що випливає з результату
М. В. Житарашу та С. Д. Ейдельмана [4, теорема 5.7].

Завдяки згаданiй теоремi Аграновiча–Вiшика, кожний вектор F ∈
Qσ0−2m,(σ0−2m)/(2b) має єдиний прообраз u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) при вiд-
ображеннi (17). Цю функцiю u називаємо (узагальненим) розв’язком
параболiчної задачi (2)–(5) iз правими частинами

F =
(
f, g1,0, g1,1, ..., gm,0, gm,1, h0, ..., hκ−1

)
.

Наслiдком теореми 1 є наступна властивiсть глобального пiдвище-
ння гладкостi цього розв’язку.

Наслiдок 1. Припустимо, що функцiя u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є розв’яз-
ком параболiчної задачi (2)–(5), правi частини якої задовольняють
умову F ∈ Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ для деяких σ > σ0 i ϕ ∈ M. Тодi
u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω).

В якостi застосування теореми 1 дамо наступну достатню умову
неперервностi узагальненого розв’язку u задачi (2)–(5) та його уза-
гальнених частинних похiдних заданого порядку.

Теорема 2. Нехай довiльно обране цiле число q ≥ 0. Припустимо, що
функцiя u ∈ Hσ0,σ0/(2b)(Ω) є узагальненим розв’язком задачi (2)–(5),
правi частини якої задовольняють умову F ∈ Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ, де
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σ := 2bq + b + 1/2 > σ0, а функцiональний параметр ϕ ∈ M такий,
що

∞∫
1

dt

tϕ2(t)
<∞.

Тодi розв’язок u(x, t) i всi його узагальненi частиннi похiднi
Dα
x∂

β
t u(x, t), для яких α + 2bβ ≤ 2bq, є неперервними функцiями на

множинi Ω.

Якщо сформулювати аналог теореми 2 для анiзотропних соболєв-
ських просторiв (випадок ϕ ≡ 1), то доведеться замiнити умову цiєї
теореми на бiльш сильну: для правих частин задачi (2)–(5) виконує-
ться включення F ∈ Qσ−2m,(σ−2m)/(2b) при деякому σ > 2bq + b+ 1/2.
Це робить результат значно бiльш грубим.

5. Доведення
У доведеннi теореми 1 ключову роль буде грати її аналог [22, п. 2] для
задачi (2)–(5) у випадку нульових початкових даних, тобто коли всi
hk ≡ 0. Сформулюємо його. В цьому випадку пов’яжемо iз задачею
(2)–(5) лiнiйне вiдображення

C∞+ (Ω) 3 u 7→ (Au,Bu) := (18)

:=
(
Au,B1,0u,B1,1u, . . . , Bm,0u,Bm,1u

)
∈ C∞+ (Ω)×

(
C∞+ [0, τ ]

)2m
.

Твердження 1. Нехай довiльно заданi дiйсне число σ > σ0 i функцiо-
нальний параметр ϕ ∈ M. Тодi вiдображення (18) продовжується
єдиним чином (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

(A,B) : H
σ,σ/(2b),ϕ
+ (Ω) ↔ (19)

↔ H
σ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω)⊕

m⊕
j=1

(
H

(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (0, τ)

)2
:=

:= Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ .

Твердження 1 є важливим частинним випадком теореми 1, якщо
σ + 1/2 /∈ Z та σ/(2b) + 1/2 /∈ Z.



260 В. М. Лось, О. О. Мурач

Доведення теореми 1. Теорема 1 виводиться з твердження 1 за схе-
мою доведення теореми 10.1 роботи М. С. Аграновiча та М. I. Вiшика
[1].

Нехай σ > σ0 i ϕ ∈ M. Покажемо, що для будь-якого F ∈
Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ задача (2)–(5) має розв’язок u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω). Не-
хай функцiя v ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) з умов узгодження правих частин цiєї
задачi. Розглянемо задачу

Aw = f −Av в Ω, (20)
Bj,0w|x=0 = gj,0 −Bj,0v|x=0 i Bj,1w|x=l = gj,1 −Bj,1v|x=l (21)

для кожного j ∈ {1, . . . ,m},
∂kt w|t=0 = 0 для кожного k ∈ {0, . . . ,κ − 1}. (22)

Оскiльки

f −Av ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω),

gj,k −Bj,kv ∈ H
(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (0, τ) для всiх

k ∈ {0, 1} та j ∈ {1, . . . ,m},

то за твердженням 1 задача (20)–(22) має єдиний розв’язок w ∈
H
σ,σ/(2b),ϕ
+ (Ω). Тодi u = v + w буде розв’язком задачi (2)–(5). Отже,

iснування розв’язку доведено.
Покажемо, що вiдображення (16) продовжується (за неперервнi-

стю) до обмеженого оператора

Λ : Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) → Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ. (23)

Оберемо число σ1 ∈ N таке, що σ1/(2b) ∈ N i σ1 > σ. Згiдно теоре-
ми 12.1 М. С. Аграновiча та М. I. Вiшика [1] вiдображення (16) продов-
жується (по неперервностi) до обмежених операторiв у соболєвських
просторах

Λ : Hσk,σk/(2b)(Ω)→ Hσk−2m,(σk−2m)/(2b) для всiх k ∈ {0, 1}. (24)

Вираз [E1, E2]ψ буде означати простiр, отриманий в результатi iн-
терполяцiї з функцiональним параметром ψ пари гiльбертових про-
сторiв E1 та E2. Детальнiше про метод iнтерполяцiї з функцiональ-
ним параметром пар гiльбертових просторiв див. в [12, 22]. Означимо
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iнтерполяцiйний параметр ψ за формулою

ψ(r) :=

{
r(σ−σ0)/(σ1−σ0) ϕ(r1/(σ1−σ0)) для r ≥ 1,

ϕ(1) для 0 < r < 1,

Застосувавши iнтерполяцiю з функцiональним параметром ψ до (24),
ми отримаємо обмежений оператор

Λ :
[
Hσ0,σ0/(2b)(Ω), Hσ1,σ1/(2b)(Ω)

]
ψ
→

→ [Hσ0−2m,(σ0−2m)/(2b),Hσ1−2m,(σ1−2m)/(2b)]ψ.
(25)

Оператор (25) буде розширенням за неперервнiстю вiдображення (16)
оскiльки C∞(Ω) щiльне в областi визначення (25). Мають мiсце насту-
пнi iнтерполяцiйнi формули (пор. [22, п.5])[

Hσ0,σ0/(2b)(Ω), Hσ1,σ1/(2b)(Ω)
]
ψ

= Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) (26)

i [
Hσ0,σ0/(2b)(Ω),Hσ1,σ1/(2b)(Ω)

]
ψ

= Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) (27)

з еквiвалентнiстю норм. Отже, з (25),(26) i (27) випливає (23).
Нехай σ > σ0 таке, що σ + 1/2 /∈ Z i σ/(2b) + 1/2 /∈ Z. Доведемо,

що для розв’язку u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) задачi (2)–(5) з правою частиною
F ∈ Qσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ вiрна нерiвнiсть

‖u‖Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) ≤ c ‖f‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)+

+c

1∑
k=0

m∑
j=1

‖gj,k‖H(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ(0,τ)
+ c

κ−1∑
k=0

‖hk‖Hσ−2bk−b,ϕ(0,l)

з деякою сталою c > 0, що не залежить вiд u та правих частин задачi.
Шуканий iзоморфiзм (17) випливає з (23) та цiєї оцiнки.

Позначимо κ1 := [σ/(2b)− 1/2], де [a] – цiла частина числа a. Фун-
кцiї u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) будуть мати слiди ∂kt u(x, 0) ∈ Hσ−2bk−b,ϕ(0, l)
для всiх k ∈ {0, . . . ,κ1}. При σ > 2m + b число κ1 > κ − 1. Тому
наступний абзац мiркувань стосується випадку σ > 2m + b. Якщо ж
σ < 2m+ b, то κ1 = κ − 1 i цi мiркування просто опускаємо.

З умови (i) параболiчностi задачi (2)–(5) випливає, що рiвняння (2)
можна розв’язати вiдносно старшої похiдної по t:

∂κt u(x, t) =
∑

α+2bβ≤2m,
β<m/b

aα,β1 (x, t)Dα
x∂

β
t u(x, t) + f(x, t). (28)
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Поклавши t = 0 у рiвностi (28), та рiвностях, отриманих з неї шля-
хом диференцiюваняя по t потрiбну кiлькiсть разiв i скориставшись
початковими умовами (5) виразимо hi(x) = ∂itu(x, 0) для всiх i ∈
{κ, . . . ,κ1} через початковi данi (5) та праву частину f рiвняння (2).
Знайденi слiди hi ∈ Hσ−2bi−b,ϕ(0, l) будуть задовольняти нерiвнiсть

‖hi‖Hσ−2bi−b,ϕ(0,l) ≤ c ‖f‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)+

+c

κ−1∑
k=0

‖hk‖Hσ−2bk−b,ϕ(0,l) для кожного i ∈ {κ, . . . ,κ1},

де константа c не залежить вiд f, h0, . . . , hκ−1. Цей факт у випадку
просторiв Соболева (ϕ ≡ 1) є вiдомим [25]. У нашому випадку (29)
доводиться подiбно до (23) шляхом iнтерполяцiї з функцiональним па-
раметром вiдповiдних пар гiльбертових просторiв Соболєва.

Отже, для знайденого розв’язку u = v + w задачi (2)–(5) маємо

∂kt u(x, 0) = ∂kt (v + w)(x, 0) = hk(x) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ1}. (29)

Оскiльки, w ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ
+ (Ω), то

∂kt w(x, 0) = 0 для всiх k ∈ {0, . . . ,κ1}. (30)

З (29) i (30) випливає, що

∂kt v(x, 0) = hk(x) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ1}. (31)

Нехай Hσ,σ,ϕ(Ω) := Hσ,σγ,ϕ(Ω) при γ = 1, є iзотропний простiр уза-
гальненої гладкостi на Ω. Розглянемо лiнiйний оператор продовження

T : {θ0, . . . , θκ1} ∈
κ1⊕
k=0

Hσ−2bk−b,ϕ(0, l)→ u ∈ Hσ,σ,ϕ(Ω), (32)

такий, що

∂kt u(x, 0) = θk(x) для кожного k ∈ {0, . . . ,κ1} (33)

i

‖u‖Hσ,σ,ϕ(Ω) ≤ c
κ1∑
k=0

‖θk‖Hσ−2bk−b,ϕ(0,l) (34)
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зi сталою c, що не залежить вiд функцiй θ0(x), . . . , θκ1(x). У випадку
просторiв Соболєва (ϕ ≡ 1) цей оператор побудовано у [26]. Його дiя
розповсюджується на простори узагальненої гладкостi по iнтерполяцiї
подiбно до доведення (23).

Оскiльки, Hσ,σ,ϕ(Ω) ↪→ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω), то (32) буде також лiнiй-
ним оператором, що дiє в анiзотропний простiр узагальненої гладкостi
Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω):

T : {θ0, . . . , θκ1} ∈
κ1⊕
k=0

Hσ−2bk−b,ϕ(0, l)→ u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω), (35)

таким, що вiрно (33) i

‖u‖Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) ≤ c
κ1∑
k=0

‖θk‖Hσ−2bk−b,ϕ(0,l) (36)

зi сталою c, що не залежить вiд функцiй θ0(x), . . . , θκ1(x).
Розглянемо вектор h := {h0, . . . , hκ−1, hκ , . . . , hκ1

}, у якого першi
компоненти h0, . . . , hκ−1 є початковi данi (5), а решта hκ , . . . , hκ1

об-
численi з рiвняння (2) описаним вище способом. Нехай v1 := Th ∈
Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω). Тодi з (33) маємо

∂kt v1(x, 0) = hk(x) для всiх k ∈ {0, . . . ,κ1}, (37)

а з (29) i (36)

‖v1‖Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) ≤ c ‖f‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)+

+c

κ−1∑
k=0

‖hk‖Hσ−2bk−b,ϕ(0,l),

зi сталою c, що не залежить вiд f, h0, . . . , hκ−1.
З формул (31) i (37) маємо, що v − v1 ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ

+ (Ω). Звiдси, ско-
риставшись твердженням 1, отримаємо, що

Av −Av1 = A(v − v1) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω), (38)

Bj,kv −Bj,kv1 = Bj,k(v − v1) ∈ Hσ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (0, τ) (39)

для всiх k ∈ {0, 1} та j ∈ {1, . . . ,m}.
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Тодi, з формул (38), (39) та умови узгодження випливає, що

f −Av1 = (f −Av) + (Av −Av1) ∈ Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω), (40)

gj,k −Bj,kv1 = (gj,k −Bj,kv)+

+(Bj,kv −Bj,kv1) ∈ Hσ−mj−1/2,(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ
+ (0, τ) (41)

для всiх k ∈ {0, 1} та j ∈ {1, . . . ,m}.

З (37), (40) та (41) випливає, що в умовi узгодження правих частин
задачi (2)–(5) можна функцiю v замiнити функцiєю v1, для якої вiрна
нерiвнiсть (38). Для функцiї v подiбної нерiвностi не було.

Тепер переходимо безпосередньо до встановлення нерiвностi (28).
Нехай u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) є розв’язком задачi (2)–(5). Тодi з (29) i (37)
маємо u − v1 ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ

+ (Ω). Скориставшись твердженням 1 можна
записати нерiвнiсть

‖u− v1‖Hσ,σ/(2b),ϕ+ (Ω)
≤

≤ c ‖f −Av1‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ
+ (Ω)

+

+c

1∑
k=0

m∑
j=1

‖gj,k −Bj,kv1‖
H

(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ

+ (0,τ)
.

З леми 1 випливає, що (42) можна записати так

‖u− v1‖Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω) ≤
≤ c ‖f −Av1‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)+

+c

1∑
k=0

m∑
j=1

‖gj,k −Bj,kv1‖H(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ(0,τ)
.

Завдяки обмеженостi оператора (23) маємо

‖Av1‖Hσ−2m,(σ−2m)/(2b),ϕ(Ω)+

+

1∑
k=0

m∑
j=1

‖Bj,kv1‖H(σ−mj−1/2)/(2b),ϕ(0,τ)
≤

≤ c ‖v1‖Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω).

З формул (38), (42) та (42) випливає потрiбна нерiвнiсть (28).
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Теорема 1 доведена.

Доведення теореми 2.
Теорема 2 випливає з теореми 1, завдяки якiй u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω),

та деякої версiї теореми вкладання Л. Хермандера [6, теорема 2.2.7].
Згiдно з цiєю версiєю [27, п. 5], будь-яка функцiя u ∈ Hσ,σ/(2b),ϕ(Ω),
де параметри σ та ϕ задовольняють умовi теореми 2, має властивостi
гладкостi, вказанi у висновку цiєї теореми.

Теорема 2 доведена.

6. Висновки

В статтi доведена коректна розв’язнiсть початково–крайової парабо-
лiчної задачi (2)–(5) в уточненiй соболєвськiй шкалi (теорема 1). Зна-
йденi новi достатнi умови неперервностi розв’язку задачi та його уза-
гальнених частинних похiдних заданого порядку (теорема 2).
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